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1) D’abord G € L{, . (R?) C D'(R?), de sorte que 9,G € D'(R?) pour k = 1,2.
Notons M) (z) = Az pour tout z € R? et tout A > 0. Alors, pour tout ¢ € C°(R?)
et tout A > 0,

(.G o Myg) — <8kG Do M) = x5 / () (/N der
:—§/RQ G (M) (y) /G 10 (y)dy — 23/ bl

—(G, 0k¢) = —(OxG

)\< ) k¢> )\< k 7¢>
car

Ied(y)dy = 0.
R?2

Donc 9, G est une distribution homogene de degré —1 sur R2.
2) Evidemment P € C(R?\ {(0,0)}). D’autre part, P(z1,22) = O((23 + 23)~'/?)
lorsque (71, 22) — (0,0). La fonction P est donc localement intégrable sur R?, de
sorte qu’elle définit un élément de D'(R?). Enfin, pour tout (z1,22) € R?\ {(0,0)}
et tout A > 0, on a

P(A\zy, Azo) = 71r>\2(93>\;‘i553) = %P(ml,xg).
Donc P définit une distribution homogene de degré —1.
3) Un calcul immédiat montre que

2xy,
z? + a3
pour tout (z1,z2) € R?\ {(0,0)}. Donc la distribution 82G — 27 P est & support

dans {(0,0)}. 1l existe donc une suite unique a,, de réels indexés par a € N? telle
que a,, = 0 sauf pour un nombre fini de multi-indices o € N? et

82(; —27P = Z aaaaé(ovo) .

a€eN?Z

52G(x1,x2) = :27TP(SC171’2)

Comme 9%0 g,y est une distribution homogene de degré —2 — |a| < —1 sur R? et
que 3G — P est une distribution homogene de degré —1 sur R? d’apres les questions
1 et 2, on conclut que tous les coefficients a,, sont nuls, et donc que

oG =27P  dans D'(R?).
4) D’apres la question 3, on a
AP = A(53£0:G) = 5=0,AG = 2026(9,0) = 260 ® &, dans D'(R?).
5) La fonction u est continue sur I1;; donc la fonction U est continue localement
bornée sur R? \ I'. Par conséquent U est localement intégrable sur R? et définit

donc un élément de D'(R?).
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Pour éviter toute confusion, on note dans la suite de cette question T’y la distri-
bution définie sur R? par la fonction f localement intégrable sur R2. On choisit le
vecteur normal unitaire & T’ dirigé vers l'intérieur de Iy, soit n := (0,1) € R2.

Puisque u € C?(77), les fonctions u, dyu et dau sont de classe C! sur II,. La
formule des sauts sur I appliquée successivement a U et a U dit que

0Ty = To,u + 2u(r1,0)n104,=0 = To,v
RTy = Torp + 201u(w1,0)n1 00,0 = Th2p
Calculons maintenant ;7 par la formule des sauts
WTy = To,u + 2u(x1,0)n20,,—0 = To,u + 2u(x1,0)05,—0 -
Observons que la fonction 0xU vérifie
Oou(x1,T2) sixg >0,

Oou(xy, —22) sizg <0,

82U(3:1,:c2) = {

de sorte que O,U se prolonge en une fonction continue sur R? puisque

lim 82U((E1,.’[2) = lim 82U(x1,$2) = (92U($1,0) .
1}2*}0*’ 932%0*

La formule des sauts entrane donc que
05Ty = 92 To,u + 2u(w1,0)8,,_ = Toay + 2u(x1,0)8,, g -

Par conséquent
ATy =Tau + 2u(x1, 0)(5;2:0 .

6) Soient u et 4 € C*(IL;) solutions de (L), et soient U et U les fonctions définies
a partir de u et @ respectivement comme dans la question 5. D’apres la question 5

ATy = 2v ® 4,
ATy = 2v ® 4},
dans D'(R?), de sorte que
ATy g =A(Ty —Ty) =0 dans D'(R?).

Comme u et i tendent vers 0 lorsque |(z1,72)| — oo et x5 > 0, les fonctions U et U

tendent vers 0 lorsque |(z1,z2)| = 00 et x2 # 0. On déduit de ce qui précede que

Ty_ g est une fonction harmonique tendant vers 0 a U'infini, et donc que Ty;_5 = 0.
Autrement dit, U = U sur R?\ T, ce qui implique que u = % sur II, et donc sur

T, puisque u et @ sont continues sur II .

7) Soit u € C?(IL,.) solution de (L). D’apres la question 5, la fonction U associée

u vérifie

ATy =2v® ) = (v ® dp) * (280 ® §()) = (V@ &) x AP = A(P % (v ® dp)) .
Donc la distribution Ty — P * (v ® &) est harmonique sur R?: on en déduit que
Ty = P % (v®dg) + h ot h est une fonction harmonique sur R?.

On peut montrer que h|F =0.

En effet P * (v ® &) est la fonction de classe C* sur I donnée par la formule
1 / zov(x1 — Y)dy l/ v(z1 — x22)dz

R R .

P*(v®5o)($1,$2):; y2+x2 T 22 +1
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Comme v € C.(R), on a

=v(x1)

1 — 292)d
P (v 80)an ) = o)y [ A

uniformément en z; € R lorsque zo — 07, puisque v € C.(R). Donc P*(U®5o)‘n+

se prolonge en une fonction continue sur IL .
Toutefois, h n’est pas forcément identiquement nulle. Par exemple, la fonction

H(xlv :I;Q) = "' gin To = Im(e$1+ix2)

est harmonique (comme partie imaginaire de la fonction holomorphe z +— €*) et
identiquement nulle sur pour x2 = 0.
8) On suppose que v € C3(R). On a vu dans la question 7 que W = P * (v ® dp)
est une fonction harmonique sur R? \ T', et que la fonction w := VV|H+ vérifie
w(x1,z2) — v(z1) uniformément en z; € R lorsque x5 — 07.

Soit R > 0 tel que v soit & support dans [—R, R]; alors
1 /R [0(y)|z2dy

1 |72 /R
w(xy,x2)| < — < — v(y)|d
e A e e (e e P

pour |z1| > R, et

[w(zr, 22)] < — v(y)|dy

I/R |v(y)|z2dy < 11 (R
m) g @ —y?+a3 7wl ) op

pour |z1| < R et &2 > 0, ce qui montre que w — 0 lorsque |z1| + x2 — 400 avec
xo > 0.

Montrons que w € C?(ILy).

D’abord w € C*°(I1;) puisque w est harmonique dans 1.

Puis, en raisonnant comme la question 7, on trouve que, pour tout m =0, ..., 3,
on a

) A R

1 /R 0™ (y)2ady

de sorte que 07"w € C(IL4.).

Comme w est harmonique dans I1;, on a 53w = —d3w, et donc d3w se prolonge
en une fonction continue sur IT .

Puis on déduit de la formule

1
Orw(xy, x2) = dow(zy,1) 7/ 3w(xy, 2)dz

que Jow se prolonge en une fonction continue sur II,. On a ainsi montré que
ow, Saw, Otw et Oaw € C(TI).
En appliquant le méme raisonnement a la fonction 0yw, qui vérifie
Adyw =0 sur TT 31w|F =
on trouve que d10ow € C(ILy).
Au total, w € C?(ILy) est solution du probleme (L) et tend vers 0 & Uinfini.

D’aprés la question 6, le probleme (L) admet au plus une solution dans C2(IL )
tendant vers 0 & l'infini.



En résumé, I'unique solution du probléme (L) dans C2?(IL;) tendant vers 0 &
I’infini est la fonction u donnée par la formule

w(z1,w2) = (P(-,m2) *xv) (1), (x1,22) €14 .

II

A1) On reconnait dans expression au membre de droite 'expression de

p(w)do(w)
S2

en coordonnées sphériques. Donc T est la distribution de simple couche de densité
1 sur la sphere unité de R3.
A2) Par conséquent T est une distribution sur R? de support S2. En particulier,
T € &' (R3) C S'(R?). Comme T € &'(R?), la transformée de Fourier 7' est la
fonction de classe C*° sur R3 définie par la formule
T(E) = (T,e_¢) ol eg(x) := e,

Ainsi, pour £ =0, on a

T(0) = (T,1) =47 (la surface de la sphere unité dans R3.)

Supposons £ # 0, et choisissons des coordonnées sphériques («, ) telles que «
désigne la longitude et 0 la colatitude, sachant que ’axe polaire est la droite RE et
que le point £/|¢] est de colatitude 0. Alors

27 ™
T“(g):/o (/O exp(if|cos€)sin9d9) da

eilgl 767“5‘ Sln|£|

e

= 27r/ exp(—i|€| cos ) sin 6df = 27
0

Rappelons que la fonction z — =22 prolongée par continuité en 0 vérifie 512 =
S(2%) avec
ok
S(z) = YRR
(2)=2. (2k +1)!

k>0
Cette série entiere est de rayon de convergence +oo; donc S est une fonction ana-
lytique sur C et donc en particulier de classe C* sur R. Comme & — |£|? est une
fonction de classe C>® sur R?, la fonction composée

sin |{] 2
=5
€] (1€1%)

est donc de classe C> sur R3. ) )
A3) Comme T € &'(R?), on a U = O,T € &'(R?) C S'(R?) et U = i& T est la
fonction de classe C* sur R? définie par
sin €|
iy

Cette fonction est bien de classe C> sur R? en vertu de la remarque 4 la fin de la
question A2. Enfin

U(¢) = din&;

E£0=U©) = 4w@|sin\§|\ < drmsin || < 4n

€]



et
U(0) =0
de sorte que U est une fonction bornée sur R3.
A4) Comme T est la distribution de simple couche de densité 1 sur S?, on a (1 —

|z|2)T = 0. Appliquons la formule de Leibnitz au produit de la distribution 7" par
la fonction z +— (1 — |x|?) de classe C* sur R3:

0=01((1—|2)T) = 2217 + (1 — |z|*)0, T = —22:T + (1 — |z|*)U .
Donc
(1—|2>)U = 22,7 dans D'(R?).

A5) Non. En effet la distribution U vérifie la propriété (P) d’apres la question A3.
Mais (1 — |z|?)U = 221T # 0 d’apres la question A4. En effet

2m ™
(1T, x1) = (T, 23) = / cos® a (/ (1 — cos? ) sin 9d9) do
0 0
2 1 1
:/0 cos2ada/ (1—u2)du:277/(1—u2)du:4§7é0.

—1 0

Donc la propriété (Q) n’est pas vérifiée pour U qui est & support dans S? et pour
la fonction ¢ : x — (1 — |z|?) de classe C* qui est identiquement nulle sur S2.
B1) Pour tout € > 0, on a (. € L>(R") et

Gl = [ Caopdo = [ cwdy = NIcl

Donc ¢, € L2(RY), et, d’apres le théoréme de Plancherel, F(, € L?(RY) avec
1
2 _ 2
”CE”L2 - (Qﬁ)NHFCEHLQ .

En particulier ¢, € §'(RV) et F((c V) = F(C)V.

Comme V est une fonction de classe C° sur RN (puisque V € £'(RN) et
bornée (puisque V vérifie la propriété (P), V.F(¢.) € L*(RN) comme produit d’une
fonction continue bornée sur RY par F¢. € L*>(R"Y), et on a

IVFCZe S WVIZIIFClIZe = IVIIE~ 2m) VNIl Z2 = @m)Ne N[V 12 lIC)Z2 -

Comme, d’apres le théoreme de Plancherel, F est un isomorphisme de L?(R”) sur
lui-méme, on conclut que ¢ x V € L2(RY) et que

¢ * VI72 = @m) MIVFCN7 < e NMVIZ<IC)I7 -
B2) Comme supp(V) C K et supp(¢.) C B(0,¢), on a

supp(¢.xV) C K + B(0,¢) = K.
Comme (. xV € L2RY) d’apres la question B1, pour tout ¢ € C°(RY), on a

[(CexV,9)| = ‘/K Cex V(@)p(x)dr| < |[Ce * V| L2@mm €l L2k »

A 1 1/2
< Vel 7 [ lotoPas)

€




6

grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Par construction, (. est une suite régularisante
sur R, de sorte que

(c*xV =V dans D'(RY) lorsque € — 0T .
En particulier
(C*V,p) = (V,¢p) lorsque e = 0.

En passant a la limite inférieure dans chacun des deux membres de l'inégalité ci-
dessus lorsque € — 0, on trouve que

A o L\
(V.)) < 1V a6l it o ([ fotopas)

e

B3) D’abord
ZN(K) :/ 1k @)z — [ 1x(z)de = £V (K)
RN RN
lorsque € — 0T, par convergence dominée. En effet 1, (z) — 1x(z) pour tout
x € RY lorsque € — 0. D’autre part, K étant compact dans R, il existe R > 0 tel
que K C B(0,R). Alors, pour € € (0,1),on a0 < 1g, < 1g(,r+1) e 1po,r+1) €
LY(RYN). Comme K C K., ona LN (K \ K)=2"(K,) — ZN(K) — 0 avec e.
B4) Soit ¢ € C°(RY), identiquement nulle sur K. Notons
M:= sup [|Vo(z)|.
z€Esupp(¢)

Pour tout x € K, il existe y € K tel que |z — y| < 2e. D’apres le théoréme des
accroissements finis, on a

p(z)| = |p(z) — d(y)] < M|z —y| < 2Me.

Par conséquent

| e@pde= [ ol
K. KA\K
<AM?E LN (K N\ K) = o(e?)  lorsque e — 07 .

B5) Soit ¢ € C°(RY) identiquement nulle sur K = supp(V). D’apres la question
B2, pour € € (0,1), l'on a

A . 1/2
(V.0 = (V] =< 1V €l it s ([ pooofas)

. 1 ) 1/2

< V= I¢loe it L ([ wstoPac)
e—0t € K.

Observons que ¢ € C°(RY) et que ¥¢ est identiquement nulle sur K, de sorte

que, s’apres la question B4,

1 2
- (/ |¢¢($)|2d9€> =—. 0(62)1/2 — 0 lorsque € — 0.
€ K. €

Par conséquent (pV, #) = 0 pour tout ¢ € C°(RY), ce qui signifie que 1V est la
distribution nulle.

B6) La distribution W est & support dans le cercle unité centré en l'origine qui est
compact, et elle vérifie la propriété (P). D’apres la question B5, elle vérifie donc
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la propriété (Q). Comme la fonction x +— (1 — |z|?) s’annule identiquement sur le
cercle unité de R? centré en ’origine, on a

(1—|z*)W =0.

Donc . .
F((1— |z )W) =W + AW =0.



