Transport et diffusion

G. ALLAIRE

Cours no. 6 — le 13/11/2013

Méthodes numériques (suite)

Equation de Boltzmann linéaire stationnaire
Accélération par la diffusion

Equation de Boltzmann instationnaire
Diftérences finies en dimension N = 2

Autres méthodes
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(1) Equation de Boltzmann linéaire stationnaire

u +
P 1) + o (e, ) = / ) i+ fa )

pour (z, ut) € (—€,+£) x (—1,+1)
u(—4, 1) = 0 pour > 0, u(+4, ) =0 pour p < 0.

Pour que le probleme soit bien posé nous faisons I’hypothese que

0<og<o(x)—oc*(x) pour x € (=, +4).

Méthode Sy ou des ordonnées discretes:

on discrétise a la fois en espace et en vitesse, points x; et vitesses py

+1
telles que Flp)dp = wr f ()
k
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[Discrétisation en vitesse

Comment choisir la discrétisation en vitesse pour bien calculer les intégrales

en /.
Formule d’intégration numérique ou quadrature

+1

flp)dp ~ Zwkf(,uk) avec des poids wy.
k

Pour des raisons de symétrie et de positivité on choisit 2K vitesses

pour tout 1 < £ < K,

—l1<p g <p-gs1 < <p1 <O0<p < <pg-1 <prg < +1L

Département de Mathématiques Appliquées Transport et diffusion



(Idée naive: formule des trapézes]

Vitesses équidistribuées
pr = (1/24+k)/K pour — K <k<-1, ur=(-1/24+k)/K pour 1 <k <K,
et formule des trapezes sur chaque sous-intervalle

wp =1/K Vk.

On peut faire mieux !
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(Polynémes de Legendre)

1 da° n
P,(p) = Sl A ((,u2 —1) ) pour n > 1.

Propriétés des polynomes de Legendre

. le degré de P, est exactement n, Ps, est pair et P, est impair,

1 [t
. orthogonaux au sens ou: —

. récurrence:  puP,(u) =

. équation différentielle:

Mﬂm0+mn+URMO:Q

. les racines de P, (1) sont toutes réelles, distinctes, comprises dans
(—1;4+1) et symétriques par rapport a l'origine.
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(Quadrature de Gauss]

Comme P, a 2K racines distinctes non nulles, symétriques par rapport a 0,

on les choisit pour étre les 2K vitesses discretes (uy) et on prend

Wi = /H (lk(,u)>2d,u avec lp(p) = ﬁ HTH

-1 j=— K, j#0.57k HE T HI

Le polynome [ (1) est appelé polynome d’interpolation de Lagrange.

Lemme. La formule de quadrature de Gauss, basée sur les vitesses discretes
(1) égales aux racines du polynome de Legendre Psi et sur les poids wyg, est
exacte pour tous les polynomes d’ordre inférieur ou égal a 4K — 1. On dit

qu’elle est d’ordre 4K — 1.
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(Preuve du lemme sur la quadrature de Gaussj

Soit /C ’ensemble des indices —K < k < 4+ K avec k # 0.

Les polynomes [i(u) forment une base de Pax 1 (ensemble des polynomes de
degré < 2K — 1). De plus

Vg € Pax—1 q(p) = > q(pe)li().
kel

La formule de quadrature

+1

Zka(Mk) avec wsz () dps

kek —1

est donc exacte pour q € Pox_1.
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(Fin de la preuve du lemme]

Soit ¢ € P4 _1. Par division euclidienne il existe des polynomes d et r tels que

q(w) =d(p) | (=) +r(n) avec d°(d) <2K -1, d°(r) <2K —1
kel

Or [[pexc( — pr) = Por (1) qui est orthogonal a Pog 1. Donc

+1 +1
/ q(p)dp = / r(p)dp =Y wer(uk) = > wiq(p),

—1 —1 kek kck

c’est-a-dire que la formule de quadrature est exacte dans Pyx_1.

En prenant q(u) = (Ix(1))? € Pyx_1, on vérifie que

+1
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(Rappel sur le maillage en espace.]

L’intervalle (—¢;+/) est discrétisé par N mailles (z;_1/9;7;11/2) avec

20
Tjt1/2 = —L+ jAx pour j € {0,1,..., N} et Az = N
Les points milieux x; sont définis comme les centre des mailles par

r; =—4+(j —1/2)Ax pour j € {1,2,..., N}.

X1/2 Xz Xsp XN-1/2 XN+1/2

Ce changement de notation s’interprete comme une méthode de volumes finis.
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[Schéma diamant

k ok
Yir1/2 = Uj_1/2

Mok A

+aju§ = 0 Uj —1—]"]’-€ pour 1 <j <N

k k
B Wip12 T UG 19
7 2
K

_ k
u; = 5 E WEUS -

k=—K k0

avec la relation diamant u

, et la moyenne angulaire

Comme d’habitude o;, 0% et fF sont des approximations de o(x;), 0*(x;) et
f(x;, ux). Les conditions aux limites de flux nul entrant sont

u’f/QzOpour,uk>O, etu’f\,+1/220pouruk<0.

On verra plus loin comment résoudre ces équations discretes.
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(Analyse du schéma diamant]

Lemme 1. Le schéma diamant est consistant et précis a ’ordre 2 en espace.

Preuve. Faire un développement de Taylor autour du point z;.

Lemme 2. Le schéma diamant est inconditionnellement stable et convergent

en norme L2 au sens ol

W)l < 1D

Lemme 3 (estimation d’énergie). La solution exacte u(x, ) vérifie
+e +1 +e +1
/ / w(z, p)|*de dy < / (z, p)|*dz dp.

Preuve. Multiplier I’équation de transport par u et intégrer par parties.
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(Analyse du schéma diamant (suite)]

Preuve du lemme 2. Intégration par parties discretes.

On introduit la norme discrete

K
up)|* = ZM > wilujl’
—— K ,k#0

k

On multiplie le schéma par Axwy, (uj t1j2t “?-1 /2) et on somme sur j et k. Le

terme de transport devient

f: EK: Wk Kk ((u§+1/2)2 - (u§_1/2)2>

j=1 k=—K,k#0
K K

Z Wk/ik(ulf\f+1/2)2_ Z Wkﬂk(ulf/2)2

k=— K k0 k=— K k0

a cause des conditions aux limites imposées.
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Par conséquent

N K
1 k k
2 > 2 Awojon(ufi s tui )’ <

j=1k=— K k0

4ZAJ;J ) +Z Z Axwy (u J+1/2+u3 1/2)fk.

j=1 k=—K,k#0

Or, par Cauchy-Schwarz,

k

k
Usi1/2 T U1 )0

k k 2
Uii1/2 7+ uj—1/2)

4
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D’ou 'on déduit
N K
O'()Z Z Azwy(u 2 Z Z Aa:wku"; ff.
j=1 k=—K,k#0 j=1 k=—K k0

Une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de conclure
a la stabilité.

La convergence s’obtient par le théoreme de Lax.
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[Résolution du schéma diamant

On ne résout pas directement les équations discretes car il faudrait résoudre

un tres grand systeme linéaire.

Algorithme d’itération sur les sources: on calcule une suite de solutions

k,n .y
approchées u . indicées par n.

i+1/2
Initialisation (n = 0): @) =0

[térations (n > 1): les collisions sont considérées comme des sources
k.,n k.n k.n k.,n

a+1/2Axuj—1/2 o, Ujhyyo T U500 ot 4 g

9 iU
et on met a jour la moyenne angulaire
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[Convergence de I'algorithme d’itération sur les Sources]

. k.n : k
Lemme. La suite u,, , converge, quand n — +o0, vers la solution u7, ,

du schéma.

Preuve. Forme matricielle de I'algorithme avec U™ = (ufﬁl /2) et FF=( ff)

TU" = KU '+ F

La méthode itérative converge (VF) si et seulement si p(T 1K) < 1.

Comme
p(TT'K) < ||ITT K| < [|[T7H 1K,

il suffit de montrer que |77 || K| < 1.
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[Calcul de ||T_1HJ

Pour un second membre GG on appelle U la solution de
TU =G.
On prend le produit scalaire de cette équation avec U. Rappelons la norme

1/2
K /

N
WUI=1> Az Y wlu)f
j=1 k

=— K,k#0

Par un calcul similaire a celui de la stabilité
ol|lUII? <TU-U=G-U<|G||UJ,

c’est-a-dire que

IT'a) < Lyal.
0}
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(Caleul de || K]

Par ailleurs, on vérifie que

K

N N
IKUI? = (0)?) Ax ) wilyl?=2(0") ) Azla,l’
j=1 j=1

k=— K k0

k

_ K
et, par Cauchy-Schwarz pour u; = % Y e K kot WEUS

K
|KU|® < (07) > wlui = (*)?Ul?,
' k=—K k0
d’ou 'on déduit que |71 |K|| < 0*/o < 1 & cause de I'hypothese de

sous-criticité.
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(2) Accélération par la diffusion

Equation de Boltzmann

Tu = Ku+ f,

et équation de diffusion (avec des conditions aux limites convenables)

Du = —div(DVau) +opu = f.
Algorithme d’itération sur les sources:

Tv" = Ku" '+ f=Ku" ' + f,

ou on a introduit une inconnue supplémentaire, inutile ici, v™.

L’idée est de modifier la relation donnant u"™ en fonction de v™.
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En intégrant en vitesse I’équation de Boltzmann et en
additionnant /soustrayant I'opérateur D on obtient

Du=f—(T—- K- D)u.
On propose alors le nouveau schéma itératif

Ty = Kua™~ ! + f,

Du" =f— (T — K — D).

La seconde équation est équivalente a

Dur —v) = f— (T — K)v* = K(v» —un—1) = K(v" —u"™ 1),

ou l'on a utilisé une moyenne de la premiere équation.

L’algorithme d’itération sur les sources accéléré par diffusion est

Tv" = Ku" ' + f,
" ="+ D K@ —a" ).
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(3) Equation de Boltzmann instationnaire

+1
/ u(w, p') dp’ + f(z, 1)

—1
pour (t,z,p) € RT x (=4, +£) x (=1, +1)

u(t = 0,2, 1) = u’(z, 1) pour (x,pu) € (=€, +£) x (—1,4+1)

| u(=¢,p) =0 pour >0, u(+¢, ) =0 pour p < 0.

Nous faisons ’hypothese que le milieu est sous-critique, a savoir

0 <o(x)—oc"(x) pour z € (—£,+1).
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Schéma diamant

n+1/2k n+1/2k

u . — U .
7+1/2 7—1/2 n—l—l 2,k _n+1/2 n+1/2,k
/ 2 VR gt/

Axr aju JJ

avec les deux relations diamant

n+1,k nk n+1/2.k n+1/2.k
U; T U = Yit1)2 +uj—1/2

n+1/2,k n+1/2,k n+1/2,k
20"V = +

j = Uit1)0 Ui 179

et la moyenne angulaire
K
an—|—1/2 _ - Z n—|—1/2 k
j - Wk U
k=—K,k#0

Attention ! L’indice n réfere au pas de temps t™ et plus a l'itération sur les

sources...

Département de Mathématiques Appliquées Transport et diffusion



La premiere relation diamant permet d’éliminer ’'inconnue u?+ ’

ntlk _ n+1/2 k n+1/2,k n,k
n+1/2,k

tandis que la seconde relation diamant permet d’éliminer wu ;

n+1/2,k  n+1/2,k n+1/2.k
2u,; =Ujiq)g T U9

n+1/2,k

et d’obtenir un schéma implicite de type stationnaire pour les valeurs u,

: n.k
en fonction des valeurs u j’

n+1/2k n+1/2k n+1/2k n+1/2k
Uiv1/2 —Yi_1/9 o 2\ Yt/ T U9
Ax VAN 2

_i —n+1/2 n+1/2 n+1/2,k 2
= 4 (u )+ f;

+ ——u;’

Uity T %j1)2 At

2

On résout encore par 'algorithme d’itérations sur les sources.

Département de Mathématiques Appliquées Transport et diffusion



(Analyse du schéma diamant instationnaire)

Lemme. Le schéma diamant est inconditionnellement stable L? au sens o,
VT >0,3C(T) > 0 tel que pour tout n < T /At

|(uj)[I* < C(T) <||(fu3’k)||2 + ) A75||J"}”L+1/2’k)2> -
m=0

avec la norme discrete définie par

K

GE=Yar Y whi

g=1 k=—K,k#0
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[Démonstration de la stabilité]

n—i—l k n,k

+ U

;") et on utilise les deux relations

On multiplie le schéma par Atwg(u,

diamant pour obtenir, apres Sommatlon,

N K
A R T R R S S e
j=1 k=—K, k0

<4Atz ‘_n+1/2‘2+AtZ Z wkf;”b—l—l/Q,k(u;’L—Fl,k_"_u;’L,k)

j=1 k=—K,k#0

car le terme de transport donne une contribution positive. Or, par

Cauchy-Schwarz,

K
‘ﬂ?+1/2|2 < Z wk‘u?+1/2,k|2
K
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N K
1/2,k k k 1/2,k
ST W Ry < ) (g

j=1 k=—K,k#0

+1/2,k 1 +1,k K
< IR+ 5 (g R I2 4 )2

d'oit Pon déduit
(1= At/2)[[uf 8|12 < (14 At/2)|uf > + Al 252,

Comme 3C > 0 tel que, pour tout T > 0 et At > 0 petit, on a

14+ At/2\72
<e
1 — At/2 =

Y

on en déduit la majoration voulue.
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(4)Différences finies en dimension N = 2

y

JAX

Pour discrétiser un domaine (forcément rectangulaire), on introduit deux pas
d’espace Ax =1/(N, +1) >0et Ay =L/(N,+1) > 0. Avec le pas de temps
At > 0, on définit ainsi les noeuds d’un maillage régulier
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(Equation de diffusion]

ou d%u d%u i
u(t =0,z,y) = uo(x,y) pour (z,y) €

u(t,z,y) = 0 pour t € R}, (z,y) € 09.

\

On note u?; la valeur d’une solution discrete approchée au point (i, x;, yx).

Les conditions aux limites de Dirichlet se traduisent, pour n > 0, en
mn _ n _ n _ mn _ :
Uy =UN,+1,k =0, VK, et ujo=ujn 1 =0, Vj.

La donnée initiale est discrétisée par
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[Schéma eXpliciteJ

mn n mn mn mn n
—Uj_q g+ 2UG g — T n V_uj,k—l + 22Uy — g

(Ba)? (By)? =Y

La condition CFL est deux fois plus sévere.

Lemme. Le schéma explicite est stable en norme L sous la condition CFL

vAL N v AL
(Az)?  (Ay)? — 2
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[Schéma implicite]

n—|—1 n—|—1 n—|—1 n—|—1 n—|—1 n+1

(Afﬂ) (Ay)

Il faut résoudre un tres grand systeme linéaire !

Par exemple, on range les inconnues u’, “colonne par colonne”

n ___ mn mn mn mn mn mn
u" = (ul,l,...,ul’Ny,uZl,...,uQ,Ny,...,uNw,l,...,uNm’Ny).

Avec cette convention, le schéma implicite requiert 'inversion d’une matrice

symétrique tridiagonale “par blocs”
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(Equation de transportj

Vecteur vitesse w = (wy,w,) dans la sphere unité |w| = 1.
Domaine de calcul rectangulaire R = (0, /4,) x (0,4,).

( ou ou
or G+ + ()= [, y,w) dans B x {Jo] = 1}

| u(z,y,w) =0 pour (z,y,w) €',

ou I'~ est la frontiere rentrante dans I’espace des phases

'™ ={(x,y) € OR tel que n(z,y) - w < 0},

Maillage différent et résolution par la méthode des caractéristiques.
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[Maillage 2d de type volumes finis (points (z;,yx) au centre des mailles)]

(X j-1/2" yk—1/2)
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[Schéma diamant

p p p p

Yit1/20 ~ Yi-1/2.k Yik+1/2 ~ %ik-1/2 p p
+ W t 05kU; = Tk

Wp,x N P,y Ay

p p p p
iri/2k T Wi 1/2  Uikt1/2 T U 12

g 2 2
Nombre d’équations et d’inconnues, pour une vitesse w, donnée:

u

p
s,
[0 3 équations par cellule ou point (z;,yx), i.e. 3NN, équations.

0 N, N, inconnues uik, (N, + 1)N, inconnues “§+1/2,k et (N, + 1)N,

inconnues u; ;. 5, 0it au total 3N, Ny + N, + N, inconnues.
I N, + N, conditions aux limites sur I'".

On a donc autant d’inconnues que d’équations !
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[Résolution du schéma diamant par balayage]

Analogue discret de la méthode des caractéristiques:

on balaye le domaine de calcul R en partant des conditions aux limites et en

suivant le sens des caractéristiques.
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On réécrit aussi les relations diamant suivant le signe des composantes de w),

afin d’éliminer 'inconnue dans le membre de gauche des équation qui suivent:

_ 9,0 _ P '
= Quj,,C Ui q)9p SlWpa > 0,

p
Yit1/2,k

p

p _ 9P '
=20~ Uiyg oy SLWpa <0,

Ui_1/2,k

Sl wp.y > 0,

Sl wp 4 < 0.
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[Balayage dans le cas wy, , > 0 et wp, >0 J

— 413 —
- -

35.
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[Balayage dans le cas wp , >0 et wy, >0 (suite)]

Les valeurs aux centres des mailles (rond noir) se calculent avec

2wp x

+A:c

Les valeurs sur les aretes horizontales (carré blanc) se calculent avec

p

b
Uy k+1/2

ik—1/2 SlWpy > 0,

_ 9,0
—2uj’,~C U

Les valeurs sur les aretes verticales (carré noir) se calculent avec

p

p
Yit1/2,k

—9,P _ :
=2Ujp — Ui g9y SlWpa >0,
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(5) Autres méthodes numériques

[0 Méthodes intégrales
[0 Méthode du flux pair (éléments finis)

[ Méthode de Monte-Carlo
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(Méthodes intégrales]

Considérons I’équation (sans collision pour simplifier)

C Ouf(tx) +v-Vaf(t o) +o(@) f(ta) = Sta), zeRY, t>0,

| 7(0.2) = S (@),

qui admet une solution donnée par la formule de Duhamel
t
f(t,x) = f"(z — tv)e ?@e—to) 4 / e @z=(t=9)V)g(t _ s x — sv)ds,
0

avec le trajet optique 6 défini par

o(z,z — tv) :/Ota(az—sv)ds.

La seule chose a calculer est le trajet optique et 'intégrale.

e~ 9(@:2=1v) ogt une probabilité de collision.
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[Cas avec collisions: formulation intégralej

Sources dépendant du noyau de collision:

S(t,7) = o* () / F(to o) dv + Qtx) .

v’ [=1

Nouvelle formule de Duhamel dans ce cas:

'
f(t,z,v) = / e 0@a=(t=5)v) 5* (1 — su) / f(t—s,x—sv,v")dv ds
0 v/ |=1

t
+ 7 (z — tv,v)e t@r—tv) 4 / e 0@a=(t=)0(t — 5 2 — sv)ds.
0

On integre cette équation en v pour faire apparaitre la seule inconnue

f(t, x) =/||:1 f(t,x,v)dv
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On obtient

t
f(t,x) = / / e 0@ae=(t=s)v) ¥ (1 _ s0) f(t — s,z — sv) dvds
0 J]v|=1

—i—/ Fin(x — to, v)e 0@e=t) gy
lv|=1

t
—i—/ / e d@e—(t=s)v))(t — 5,z — sv)dsdv.
0 Jjv|=1
qui est une formulation intégrale du type
f=TF+F[f"Q
ou 7 est un opérateur intégral.

L’avantage est qu’on évite de discrétiser les dérivées partielles de 'opérateur

de transport.

L’inconvénient est que la matrice discrétisant 7 est pleine.
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(Méthode du flux pair]

On considere 1’équation
0 Vaf(@w) + o@f (@) o' @) [ fav)av’ = S(a).
v/ |=1
On introduit deux nouvelles inconnues: le flux pair défini par

1

F(@v) = 5 (f@0) + fla,—v))

et le flux impair

f (@) = 5 (F@v) = f,-0)).

Bien sur, on retrouve que

flz,v) = f(z,v) + f (z,v) et
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L’équation de Boltzmann pour la vitesse —v est

0 Vo f(e, o) + 0la)flw,—0) o' (@) [ fla)d = S().
[v’|=1
Par addition de 1’équation en +v et —v on obtient

v Vef (z,v) +o(x)fT(z,v) — 0*(33)/ fH(x, v )dv' = S(x),

'] =1

car / fdv' = / fTdv', tandis que par soustraction
v’ |=1 lv/|=1

v-Veft(z,v)+0o(x)f (z,v) =0.
Si o(x) > 0, on peut calculer f~ en fonction du courant de f™. On en déduit

—0 - Vm(iv : fo+(:v,v)) +o(x)f(z,v) — o () / frdv' = S(x).

o(x) v’ |=1
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[Condition aux limites]

Si on note D le domaine spatial, les conditions aux limites de flux nul sont
f(z,v) =0 pour (z,v) €'~ = {(z,v) € D x {|v'| =1} tel que v-n < 0}.

Elles deviennent
1

o(x)
Mais on a aussi que f(x,—v) =0 pour v -n(zx) > 0 et donc que
1
o(x)

Au total la condition aux limites est équivalente a

v- Vi ft(x,v) pour v-n(z) < 0.

_( ) ) — f+(£B,U) o
v- Vi ft(x,v) pour v-n(zx) > 0.

O:f+(:r;,v)—f_(:v,v) :f+(:r;,v)+

v-Vaeft(x,v) +sign(v-n(z))o(z)f (z,v) =0 pour z € dD.
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[Formulation variationnelle du flux pairj

On introduit la forme bilinéaire symétrique

a(f,g) :/D/M:l( ! v°fov~ng+0(fC)fg>dfcdv

o(x)

_/Dg*(x) </U_1 fdv) </v_1 gdv) dx + /w /|v|=1 fgln -v|dx dv

et la forme linéaire

L(g) = /D /|v|=1 g(z,v) S(z) dz dv.

Lemme. Soit une fonction réguliere f*(z,v). Alors fT est une solution de
’équation du flux pair si et seulement si f* est une solution de la formulation

variationnelle,
trouver f* € W tel que a(f*,g9) = L(g) VYge& W,

avec W = {g(x,v) € L*(D x {|v]| =1}) et v - V,g € L*(D x {|v] = 1})}.
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[Méthode de Monte-Carlo

Densité de particules f(¢,x,v)

( 8tf—‘r’U-me+af=0f|U,|:1f(t,33,v’)dv’, reRYN | |jv|=1,t>0,

\ f(O,:C,U) :fzn(x7fv)7
Voir le cours de C. Graham et D. Talay !
Méthode probabiliste.

Méthode Lagrangienne et non pas FEulérienne (comme les autres
présentées ici).

On simule des trajectoires de particules et on déduit par moyennisation
les valeurs des densités ou flux.
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Pour un grand nombre p de particules on calcule leurs trajectoires avec les
ingrédients suivants.

[ Temps de libre parcours entre deux collisions: (7,),>0 suite de variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans IR, distribuées sous la loi
exponentielle de parametre o, c’est a dire que

Prob(r, >t)=e 7", t>0.

n—1

Temps discret: T, = Z Ti, n>1.

J=0
Vitesses apres collision: (V,,),>1 suite de vecteurs aléatoires indépendants
distribués uniformément sur la sphere unité |V,,| = 1.

Trajectoires: pour 1,, <t < 1,41 on pose
Xt)=X(T,) —(t—-T,)V,, V)=V,

La moyenne empirique, i.e. I’espérance, donne une approximation de la
solution f(t,z,v).
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