Transport et diffusion

G. ALLAIRE

Cours no. 5 — le 6/I1/2013

Méthodes numériques

[] Différences finies en 1-d: rappels
[1 Equation de diffusion stationnaire
[1 Equation de transport

[1 Equation de transport stationnaire
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(1) Rappels: différences finies

Maillage: discrétisation de ’espace et du temps

th,xi) = (nAt,jJAx) pour n>0,5 €7Z
J

At = pas de temps, Az = pas d’espace (supposés ”petits”).
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(Exemple de I’équation de diffusion en 1—dJ

dans (0,1) x R}

pour t € R}

dans (0, 1)
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(Principe des différences ﬁnies]

On calcule des approximations

uy A U(tn, ;)

On remplace les dérivées par des différences finies

ou un_'_l — u"?’_l un_i_l —um
—(tp, 1) ~ —2 ! ou bien ~ -2 . ou bien

ox 2Ax Az

Principe de discrétisation:

on remplace un probléme de dimension infinie (calculer la fonction u(t, x))
par un probleme de dimension finie (calculer les valeurs discretes u;”‘), qui seul

peut étre résolu par un ordinateur.
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‘ Différences divisées et formules de Taylor I

Il n’y a pas unicité des formules d’approximation par différences finies.

On utilise des formules de Taylor. Par exemple

2
—u(t,r — Ax) + 2u(t,x) — u(t,z + Azx) = —(A:U)Q%(t, T)

(Az)* 0*u

T2 ax4<t’x)+0((m)6)

On en déduit la formule (centrée en espace)

A7) n_ .mn
uj_1 +2uy — Uz,

(Az)?

a un terme d’ordre (Az)? pres.
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[Approximation de la dérivée en temps]

[J Schéma d’Euler explicite (progressif en temps, ou ”forward”):

ou u? Tt —
. (tm lej) ~ /
ot At

[0 Schéma d’Euler implicite (rétrograde en temps, ou ”backward”):

n 1

n_
Ou uj Yy

o I T) ~ =
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[Schémas pour ’équation de diffusion en 1—d]

Ar=1/(N+1),pour 1 <j<N:

[1 schéma d’Euler explicite: le plus simple

n+1 n n n
: — U —ut .+ 2u’ —u’

1 +1
J 1 J J

At (Ax)2 =0

(explicite < formule immédiate pour trouver u™*! en fonction de u")

[ schéma d’Euler implicite: le plus stable

n n—1 n n n
—1 1
e R i Vit

At (Ax)?

=0

(implicite < systeéme linéaire pour trouver u” en fonction de u"~1)

Initialisation: u) = ug(x;) ol up(x) est la condition initiale.

Conditions aux limites: uj = uj_; = 0 pour tout n > 1.
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‘ Consistance et précision I

Définition. Un schéma de formule F(u) = 0 est dit consistant avec

I’équation qu’il discrétise si ’erreur de troncature vérifie

lim F(u(t”, ZC])> = 0 si et seulement si u(t,x) est solution de I’équation.

At,Ax—0

On dit que le schéma est précis a 'ordre p en x et a 'ordre g en ¢ si ’erreur de

troncature est O((Ax)p + (At) )

Exercice. Les schémas d’Euler explicite et implicite sont d’ordre 1 en temps

et 2 en espace.
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‘ Stabilité .

On considere une des deux normes discretes

1/2

N
lu™lla = | ) Axfuf|? et |u"||oo = max |u?
j=1

1<j<N 7

Définition. Un schéma est dit stable pour une de ces normes s’il existe une
constante K > 0 indépendante de At et Ax telle que

|u"|| < K||u’| pour tout n > 0,

quelle que soit la donnée initiale u°.

Si cette inégalité a lieu sous une condition entre At et Ax, on dit que le

schéma est conditionnellement stable.
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[Condition de stabilité LOO]

Lemme. Le schéma explicite est stable en norme L si et seulement si la
condition CFL suivante est satisfaite

WAL < (Azx)?.

Démonstration (principe du maximum discret): le schéma explicite

est équivalent a

v At v AL v AL
utt = u! (1 —2—0 | ul + —ul;
T B ( <A:c>2> s Bt
u;?’“ est une combinaison convexe si la condition CFL est satisfaite.

Donc, pour m < 0 < M, si 2vAt < (Ax)?, on a

m<u; <M, 1<j<N = m<u]<M, 1<j<NetVn>0.
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Si la condition CFL n’est pas satisfaite, il y a instabilité. Exemple:

u? = (—1)] (1 ~ 4(2352)”

qui tend (en valeur absolue) vers oo car 2vAt > (Ax)? = 1 — 4(ZA§2 < —1.

Exercice. Le schéma d’Euler implicite est inconditionnellement stable en

norme 1°°.
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(Stabilité L2: deux méthodes

1. Condition nécessaire de Von Neumann dans le cas périodique.

2. Inégalités d’énergie dans le cas général.

Dans le cas de conditions aux limites périodiques on peut utiliser une méthode
d’analyse de Fourier.

Plutot que de décrire en détails cette méthode, on rappelle une condition

nécessaire tres simple, dite de Von Neumann.

On considere une solution discrete particuliere sous la forme d’un mode de

Fourier, pour k € Z,

uy = A(k)" exp(2imkr;) avec x; = jAw.

En injectant cette solution dans la définition du schéma on trouve une formule

pour le coefficient d’amplification A(k) € C.
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Condition nécessaire de stabilité de Von Neumann. Le schéma est

stable seulement si le coefficient d’amplification vérifie

|A(k)| < 1 pour tout mode k € Z.

Remarque. Dans de nombreux cas on peut montrer que la condition

nécessaire de Von Neumann est aussi suffisante (mais pas toujours !).
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Lemme. La condition nécessaire de stabilité (en norme L?) de Von Neumann

est satisfaite inconditionnellement par le schéma d’Euler implicite, et sous la
condition CFL 2vAt < (Az)? par le schéma explicite.

Démonstration. Schéma implicite

n__ ,n—l1 o n n __ ,mn
Uy — U, ui_ g+ 2ui —ujy g

J J Ny

At (Ax)?

=0

dont on déduit, pour la solution particuliere u? = A(k)" exp(2imkx;),

J

A(k) (1 + (Zi; (—exp(—2imrkAzx) + 2 — exp(2i7rkA:v))) =1

On vérifie que
1
A(k <1
(k) = 1+ At (sin(rkAx))2 —

(Ax)?
. . Av At
Pour le schéma explicite on trouve que A(k) =1 — Az (sin(rkAx))?.
T
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‘ Méthode d’inégalités d’énergie I

Commencons par une inégalité d’énergie pour ’équation de diffusion.

Lemme. Soit u(t, x) une solution réguliere de

(

dans (0,1) x R/

pour t € RS

dans (0, 1)

\

Alors elle vérifie 'inégalité, dite d’énergie, pour tout ¢ > 0,

1 1
/ u(t, z)|*dx < / lug(x)|?de.
0 0

Remarque. Rien a voir, parfois, avec 1’énergie physique !
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Démonstration. On multiplie I’équation par u et on integre par parties

Y ou L /ou\? ou ou
/Oua—d:r;Jru/o (%) d:r;—u(ua—x(t 1)—u%(t 0))—0.

Les termes de bord s’annulent a cause des conditions aux limites et, en

intégrant en temps, on obtient

2
/|utx|dx——/|u0x|2dx—|—y//< sx) drds =0

d’ou 'on déduit le résultat en minorant par zéro la derniere intégrale.
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Lemme. Soit u™ = (u})1<;<n la solution discrete du schéma implicite. Alors
elle vérifie I'inégalité
lu™ll2 < flu’|l2-

Donc, le schéma implicite est inconditionnellement stable en norme LZ.

Démonstration. On multiplie par (AtAz)u? la formule du schéma implicite

—1
= ug +V—u§?_1+2u;7’ —uly
At (Ax)?

=0

et on somme en j (équivalent de I'intégration en espace) pour obtenir

N VAL &
Aoy —f ™) 4 T D (0 — ) = (0 —uf)) =0
J=1 '

J=1

On réarrange la dernieére somme (équivalent d’une intégration par parties)

N
B VAt VAt
e300 )

j=1
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En utilisant la condition aux limites de Dirichlet, il vient
N
—1
A%ZU?(U? —ui )+
j=1

On minore par 0 la derniere somme

N

N
Az Z(U?)2 < Az Z u?u?_l
j=1

j=1

et par Cauchy-Schwarz ||u"[|s < ||u™ 1|2, d’ott le résultat.

Remarque. On a copié, dans le cas discret, la démonstration du cas continu !

Département de Mathématiques Appliquées Transport et diffusion



Convergence I

Théoreme de Lax. Un schéma linéaire, consistant et stable est convergent.

De plus, si le schéma est précis a 'ordre p en x et a I’ordre g en ¢ alors la
vitesse de convergence est O((Aaj)p + (At) )

Démonstration. Voir le polycopié.
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(2) Equation de diffusion stationnaire

Pour bien comprendre, on refait la méme chose !

( 0%u
e + o(x)u dans (0, 1)

avec v > 0, la source f(z) € L?(0,1) et 'absorption o(z) > 0.

Lemme (estimation d’énergie). La solution u vérifie

1 1
/ (V\u’\Q + 0\u|2)d:6 = / fudx,
0 0

donc il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute source f,

[ullz2(0,1) < Cllfllz2(0,1)-
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[Schéma en Stationnaire]

—Uji_1 + 2U; — Ujqq .
— (Ax)]2 = tou;=f; 1<j<N

avec les conditions aux limites: ug = uny1 = 0.

Il faut résoudre un systeme linéaire pour trouver la solution discrete.

Lemme. La matrice du systeme est inversible.

Définition. Un schéma est dit stable pour la norme ||u|| s’il existe une
constante K > 0 indépendante de Ax telle que

| (u;)]| < KIJ|(f;)] quelle que soit la source f.
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[Stabilité L? et convergence en Stationnairej

On utilise ’approche d’inégalité d’énergie.

Norme L? discrete: ||(u;)]]2 = \ > Axluy.

Lemme 1. La solution discrete vérifie

(uj —uj_1)? NA 5
AZC +Z ZCO’j(Uj) _.

g=1 g=1

N

Lemme 2. Inégalité de Poincaré discrete: pour tout vecteur (v;) avec

vo = Un4+1 = 0

ZAZC’UJ <= ZAx< A$1>2.

Conclusion: le schéma est stable L* car ||(u;)|2 < 55 “(F) ]2
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[Preuves des Lemmes 1 et 2]

On multiplie le schéma par Az u; et on ”integre par parties” en discret

(réarrangement de la somme):

al —Uj_1 + 2u; — u; —Uj_1) —
. R W

N+1

’UJ] 1 _
=V ’LL] uj 1

Inegallte de Poincaré:

J
v = Z(vk —Vk_1) =

Or Z;.Vzlj =N(N+1)/2< (2(A$)2)_1. D’otu le résultat.
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[Convergencej

Théoreme de Lax. Le schéma converge au sens ou la fonction
Ax . .
u="(x) =u;  sixj_1/0<T<Tjp1/2 avec Tpi0 = (+1/2)Ax
converge vers la solution exacte u, i.e.,

Jm [u™ = uflz2,1) = 0.

Preuve. Supposons que u € C*[0,1] (c’est vrai si f et o sont régulieres). La

consistance du schéma donne

_u(z o A:U) T 2“( ) o u(aj T Az) 1" (A$)2 11
< XTI
(AP Tuw)] s T e e (@)l
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Soit I'erreur discrete e; = u; — u(x;) qui vérifie

—e;i_1+2e; —ejq .
’ j(Adg ——toje;=¢ 1<j<N

avec les conditions aux limites, eg = eny11 = 0, et le second membre

A 2
& < B0 (@)

x€[0,1]
On déduit de 'estimation d’énergie discrete

1
. < , < 1"
l(e)llz = 5 max [u (@)l

Enfin, ||(e;)]l2 = [|[u®® — P2%ul|12(0.1) €t |ju — P2%ul|p20,1) < CAz o

P2%y(x) = u(z;) si Ti1/2 < T < Tjq1/2:
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[Stabilité L et convergence en Stationnairej

Lemme. Le schéma est stable L°.

Preuve. Vérifions le principe du maximum discret. On suppose f > 0 ;

montrons que u; > 0.

5’1l existe u; < 0, soit jo le plus petit indice tel que u;, < u; pour tout j et

Ui, < Uj,—1 (existe forcément car ug = 0). On a
0 < fjo(Az)? = v (—ujy_1 + 2ujy — Ujyr1) + 04 (AT)uy,
=V ((ujy — wjg—1) + (Ujy — Wjot1)) + 04y (Az)?ujy <0
Contradiction, donc u; > 0.
Théoréeme de Lax. Le schéma converge au sens ou

ATS0 22 i) — il =0
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(3) Equation de transport

On suppose V' > 0.

([ Ou ou +
5 +V% = 0 pour (x,t) € (0,1) x R]

u(t,0) = g(t) pour t € R
u(0, ) = up(x) pour z € (0,1).

\

Si on étend ug(x) par 0 en dehors de I'intervalle (0, 1), et g(t) par 0 pour
t < 0, la solution exacte est

u(t,z) = ug(x — Vi) + g(t — %).
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[Schéma décentré amont (upwind)]

Un bon schéma: schéma décentré amont

u Ty u —ul_y

L — VI —=0 si V>0
At VT A uove

On va chercher I'information en remontant le courant (une des idées

majeures de I’analyse numérique).

Autres schémas possibles: Lax-Friedrichs (trop diffusif), Lax-Wendroff (précis
mais dispersif).

Condition aux limites du schéma: uf = g(t").
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[Analyse du schéma décentré amont]

Lemme. Le schéma décentré amont est stable L°° sous la condition CFL
VAt < Ax.

Il est précis d’ordre 1 seulement (sauf si |V|At = Az). Il est donc convergent.

Preuve: on peut le réécrire sous la forme

o VAL VAL
’U/] — A—quj_l + 11— A—ZC uj?

qui est une combinaison convexe si 0 < VAt < Ax, donc il vérifie un principe

du maximum discret. L’erreur de troncature est
Vv 0>
E = %‘ (—Azx + |V|At) 8—332 + O ((Aa:)z + (At)2) :

Exercice. Montrer que le schéma explicite centré

n+l ' n no__ .m
j “j+vuj+1 Uyi—1

At 2Ax

U
— 0 est instable en norme L2.
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(Le schéma diamant (ou en croix), dua a CarlsonJ

C’est un schéma centré qui utilise les inconnues intermédiaires

n+1/2
“j+1//2 ~ u(t" 2, Tjt1/2)-

n+1/2 n+1/2
i oyplite “Yiee
At Az ’

— U

ntl/2 = nt+1/2
jt1/2 TU /-

n+1 n __
| Uy +u; =u
La deuxieme relation est dite “diamant”.

2 fois plus d’inconnues, mais 2 fois plus d’équations aussi !

Schéma, tres populaire pour Boltzmann linéaire.

Condition aux limites du schéma: uf = g(t").

Département de Mathématiques Appliquées Transport et diffusion



/N
o
o
<
B
=

2
+~
-
(ae}
=
=
e
=
o
-
-
e
)
=

o0
=
O

—__/

Transport et diffusion
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Résolution du schéma diamant

n+1/2 n
+ Ui _q79 — Uj pour se ramener au

/7 . . 1 2
On élimine V'inconnue u” T = "/
J j+1/2

schéma (implicite a premiere vue)

n At n At
u+1/2<1+v >+u+1/2<1_v ):216?7

j+1/2 Az j—1/2 Azx

: 1/2 :
qui permet de calculer les valeurs (u?il //2 ); en fonction des valeurs

précédentes (u?);.

Si V' > 0 on calcule uqlq’/j;l/ ? en fonction de la condition aux limites g et de la

relation diamant (voir polycopié).
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[Schéma implicite ou pas ?]

La résolution du schéma est équivalente au systeme linéaire Aumt1/2 = 2y

[(1+c 0 0 \
l—c 1+c¢

l1—¢c 1+4c 0
\ 0 1—c 1+c )

Pour V' > 0, la matrice A est inversible et triangulaire !

Méthode des caractéristiques discrete: on calcule de proche en proche les
n+1/2

j11/2 bour j croissant (si V > 0).

valeurs u

En pratique le schéma est donc explicite !
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[Analyse du schéma diamant)

Lemme 1. Le schéma diamant est consistant et précis a 1’ordre 2 en espace

et temps.

Preuve. Faire un développement de Taylor autour du point (¢"+1/2 ;).

Lemme 2. Le schéma diamant est inconditionnellement stable et convergent

en norme L2.

Lemme 3 (inégalité d’énergie). La solution u(t, x) vérifie
1 1 t

/ u(t, r)?dr < / ug(x)?dx —I—/ Vg(t)? dt.
0 0 0

Preuve. Multiplier I’équation de transport par u et intégrer par parties.
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[Analyse du schéma diamant (suite)]

Preuve du lemme 2. Intégration par parties discretes.

On multiplie le schéma par (u?* + u?) et on utilise la relation diamant pour

J

le deuxieme terme

n n+1/2 n+1/2

(uj —H)Q — (u” N V(Uj+1/2)2 - (uj_1/2)2 — 0
At Az '

En sommant sur j, puisque la somme est ”téléscopique” en j + 1/2, on obtient

N

n VAt n+1/2
> (ufTh)? Z Sy )
j=1 j=1

On somme ensuite sur n, avec encore une somme ~’téléscopique”,

ZA:C nt1y2 <ZA:1: +VZAt (uy 5 /%)
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(Analyse du schéma diamant (ﬁn)]

La condition aux limites d’entrée est (tout calcul fait)

n+1/2 g(tn) + g(tn—i—l) g(tn) _ g(tn—H)
Uy /o 5 + o VAL

Azx
Ax

9(tnt1/2) — Wg/(tn+1/2) + O((At)2 + (At)QACI?)a

d’ou la stabilité L2

A:U(u?)Q +V Z At(ght1/2)? 4 O(Aaz + (At)2>
k=0

Théoréme de Lax. Le schéma converge en norme L?2.

Démonstration. Voir polycopié.
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(4) Transport stationnaire

Géométrie de plaque infinie (“slab”) dans le cas mono-groupe isotrope sans

collisions

—(@,p) +o(@)ulz, p) = fz,p) pour (z,p) € (=L, +£) x (=1, +1)

u(—~, 1) = 0 pour p > 0, u(+¥¢, 1) = 0 pour pu < 0,

\
ou o(x) > 0 est la section efficace d’absorption, f(x, ) est un terme source.
On note ux # 0 les vitesses discretes.

On raisonne “vitesse par vitesse”: pour fixer les idées on suppose ur > 0.
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[Attention ! Changement de notations.]

Pour etre conforme aux notations usuelles dans la résolution de 1’équation de

Boltzmann, on change notre définition du maillage.

Les points du maillage délimitent des mailles,

20
Tjt1/2 = —L+jAx pour j € {0,1,..., N} et Az = N

Les points milieux sont maintenant définis comme centre des mailles par

r; =—0+(j —1/2)Ax pour j € {1,2,..., N}.

X1/2 X3z  Xsgp XN-1/2 XN+1/2

Ce changement s’interprete comme une méthode de volumes finis.
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Schéma diamant stationnaire

Avec la notation o; ~ o(z;) et ff ~ f(x;, 1)
k k
U - — U .
+1/2 —1/2 .
Lo — /Aaj‘j / —l—aju";:ff Vjedl,..,N}

avec la formule “diamant”

k

k
_ Yt1y2 T ti—1/2
5 .

Condition aux limites

ulf/Q = 0 pour pg >0

k
j+1/2

croissant (équivalent a la résolution d’un systeme linéaire triangulaire).

Méthode des caractéristiques discretes: on calcule les valeurs u pour j
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[Schéma diamant stationnaire (Suite)J

On doit éviter la valeur 0 pour la vitesse discrete puy si 0; = o peut s’annuler.

ok _ (21 — ajAa:)u";’_lm + 2A:1:fj’:C
j+1/2 Q,Uk —|_O-]A.CC

2Ax / .
k _ J—1t fk
S e BT

Lemme. Le schéma diamant est consistant et précis d’ordre 2 en espace. Il
est inconditionnellement stable L>° (donc convergent), au sens ou

20 .
U1 ol < Tl =% |flz,pue)|  Vi€{0,1,...,N}.

Il vérifie le principe du maximum discret sous la condition (restrictive)

A < 2200k k]

O
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[Analyse du schéma diamant)

Remarque. Si on tient absolument au principe du maximum discret il faut
utiliser le schéma décentré amont ou bien une hybridation de ce schéma avec

celul diamant.

Remarque. Si o(z) > o9 > 0, on peut montrer que le schéma diamant est
stable L2.
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