Transport et diffusion

Cours no. 1 — le 9/1/2013



Les équations de transport et de diffusion sont des modeles mathématiques
intervenant pour décrire :

ele transfert d’énergie dans un milieu matériel sous différentes formes
(thermique, rayonnement .. .),

ela dynamique de particules en interaction avec la matiere (neutrons dans
un matériau fissile, photons dans une atmosphere, électrons et trous dans
un semi-conducteur .. .),

e/’évolution de certaines populations d’organismes vivants (dynamique des
populations structurées ...).

Elles sont aussi des briques de base de modeles plus compliqués comme
la physique des plasmas, la dynamique des gaz raréfiés, etc.



Le but de ce cours est

ede dégager les structures mathématigues communes a tous ces modeles
pour les analyser;

ede montrer comment les deux descriptions, par les équations de transport
et par les équations de diffusion, sont intimement reliées, notamment par
des relations asymptotiques;

ed’étudier et mettre en ceuvre des méthodes numériques de résolution de
ces équations, et d’identifier leur régime de validité.



L équation de diffusion

Exemple : on étudie I'’évolution de la population de neutrons dans un matériau
fissile — comme dans un coeur de réacteur nucléaire

Inconnue : la densité de nombre de neutrons au point x a l'instant ¢, notée
=p(t,z) >0

C.a.d. que dans un volume infinitésimal dx centré au point x se trouvent
(environ) p(t, x)dx neutrons a l'instant ¢

Donc, dans tout domaine A C R3, on trouve a l'instant ¢ (environ)

/A p(t, x)dx neutrons



eSoient t1 < t, deux instants quelconques, et B une boule de R3; la va-
riation du nombre de neutrons présents dans la boule B entre les instants
t1 etto est

/B p(to, x)dr — /B p(tq, x)dx

Cette différence est égale au nombre de neutrons entrés dans B moins le
nombre de neutrons sortis de B entre les instants t1 et t»

eCourant de neutrons = champ de vecteurs J = J(¢t,z) € R3 t.q. pour
tout élément de surface dS(x) centré en x et orienté par le vecteur unitaire
ng normal a dS(x) au point x
Ny —N_ ~ J(t,x) - ngdS(x)dt
ou on a noté
N+ =nombre de neutrons traversant dS(x) dans la direction +n;
dans l'intervalle de temps [t, t + dt]



Rappel : la formule de Green

Soit © ¢ RY ouvert & bord de classe C! — par exemple, Q2 = B(zq, R)
— dont on note 9012 le bord. Soient n; le vecteur normal unitaire a 92 au
point x pointant vers I'extérieur de €2, et dS(x) I'élément de surface sur 952.

Soit V = V(z) € R champ de vecteurs de classe C1 sur 2 ; notons

N
divviz) =3 %(@
k=1 YTk

sa divergence. Alors

/89\/(36) -ngzdS(x) = /Qdiv V(z)dx




Exemple d’ouvert de classe C'!



Pour se souvenir de I'orientation de la normaleonalecasou N =1
et Q =Ja, b[. Alors divV (z) = V/(z), np = +1, ng = —1 et

/b V'(2)dz = V(b) = V(a) = V() - ny + V(a) - na

a

n. =+1



eDonc
[, otz) = pltrydo == [* [ 32 - nodSa)a

Supposons que p et J sont de classe C! : on transforme l'intégrale interne
de droite par la formule de Green

/83 J(t,x) - nydS(x) = /B dive J(t, z)dx

et on écrit que

to 9
p(ta,z) — p(ty,z) = / 2Lt )t

t1
de sorte que l'identité ci-dessus devient

/t /( (t,2) + diva J (2, w))ci:cdt—o



eComme la fonction % + div, J est d’intégrale nulle sur tout ensemble de
la forme [tq1, 5] x B, on en déduit 'équation de continuité

%(t,m) + divy J(t,2) =0

eLoi de Fick (appelée aussi loi de Fourier dans le contexte de I'équation de
la chaleur) on fait 'hypothése que le courant de neutrons est proportionnel
au gradient spatial de p :

J(t,x) = —DVyp(t,x) avecD >0

En substituant cette formule pour J dans I'équation de continuité, on abou-
tit a 'équation de diffusion

%(t, ) — DDup(t,z) = O




Léquation de Boltzmann linéaire

e¢On étudie I'évolution d’une population de particules dans un milieu matériel
— par exemple des neutrons dans un matériau fissile.

Inconnue : la fonction de distribution f = (¢, x,v) > 0, densité du nombre
de neutrons situés au point x et animés de la vitesse v a l'instant ¢

oA tout instant et en chaque point de ce milieu matériel, il y a

a) absorption de neutrons avec un taux d’absorption o = o(x,v) > 0 (par
exemple du fait de collisions avec les atomes du milieu), et

b) création de neutrons avec noyau de transition £ = k(x,v,v") > 0 (par
exemple, neutrons de fission, ou bien résultant de collisions élastiques
avec les atomes du milieu .. .)



Absorption. Soient t; < to, et B, B’ deux boules de R3; le nombre de
neutrons de vitesse v € B’ absorbés par le milieu entre les instants ¢; et
t> par la portion de matériau située dans la boule B vaut (environ)

t2
N:/// ) (L, 2, v)dvdedt
A v B B/a(az v) f(t, z,v)dvdx

Création. Le nombre de neutrons créés avec une vitesse v € B’ entre
les instants tq et t» par la portion de matériau située dans la boule B au
cours d’une transition v/ — v o v’ € R3 est une vitesse quelconque, vaut
(environ)

t2
No=[" [ [ [ ko)t z0)de dvddt
C Ay (z,v,v") f(t,z,v)dv dvde



La particule appartient au sous-ensemble B x B’ de 'espace des phases
avant collision (partie verte de la trajectoire), mais n’y appartient plus apres
collision car sa vitesse n’est plus dans B’ (partie rouge de la trajectoire)



9
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La particule appartient au sous-ensemble B x B’ de I'espace des phases
apres collision (partie verte de la trajectoire), mais n’y appartenait pas en-
core avant la collision car sa vitesse n’était pas dans B’ (partie rouge de

la trajectoire)



Bilan du nombre de neutrons dans B x B’. La variation de ce nombre
entre les instants ¢ et ¢, vaut, en supposant la fonction de distribution f

de classe C! :

to of
to 2. v) — f(t1.2.v)) ded :/ //—t, v)dtdzdy
Jy G Co2,0) = fer )y dedo = [ = [ S ,0)
= Nog— Ny + Ny — N_
ou
N = nombre de neutrons créés dans B x B’

N 4 = nombre de neutrons absorbés dans B x B’
N+ = nombre de neutrons entrés/sortis de B x B’

Avant absorption, les neutrons sont animés d’'un mouvement rectiligne
uniforme, donc non accélérés = ne traversent pas 0B’ :

t2
Ny —N_=— /t1 /B’ /c‘iB f(t,z,v)v - ngdS(x)dvdt
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La particule entre dans le sous-ensemble B x B’ de I'espace des phases
(partie verte de la trajectoire), puis en sort (partie violette de la trajectoire).
Les particules de trajectoire rouge ne comptent pas, car leur vitesse n’ap-
partient pas a B’



En transformant l'intégrale de surface sur 9B dans 'expression de N —
N_ par la formule de Green, on trouve que

t2
/t / /B’—(t @, v)didrdy = t1 /B /B/U - Va f(t, z,v)dvdzdt
t
+ /1512 /B /B/ /R3 k(z,v, U,)f(t, L, ’U/)d’U/d’UdCI?dt
t2
o Y t7 9 d d dt
/t1 /B/B’J(x v)f(t, z, v)dvdz

ce qui s’écrit
/t //B’( tv-Vaeftof— Kf) (t,z,v)dvdxdt = 0

avec la notation

Kf(ta,v) = [ k(o) f (e, )dv



Conclusion. Comme cette égalité vaut pour tous t1 < to, B et B/, on
aboutit, en supposant que f est de classe C! et que k et o sont continues,
a I’équation de Boltzmann linéaire

of -
E—I—U-fo—l—af—Kf =0

ou on rappelle que

Kf(ta,w) = [ k(v o)f (e, )dv



Exemple : transport monocinétique avec scattering isotrope

a) monocinétique : particules de vitesse 1, donc v = w avec |w| =1

b) scattering isotrope : notant dS I'élément de surface sur la sphere unité

Kf(t,z)=to /\w|=1 F(t, 2, w)dS(w)

ce qui, en notant (f) la moyenne de f en la variable w, s’écrit

of

a+w‘vmf‘|‘0(f_<f>) =0




Observables macroscopiques

Soit ¢(v), quantité physique additive pour un seul neutron de vitesse v ;
par exemple

o(v) = mv (quantité de mouvement)
¢(v) = 2mlv|?  (énergie cinétique)

La quantité globale correspondant aux neutrons se trouvant a l'instant ¢
dans le domaine A vaut

/A /R?» ¢(v) f(t, z, v)drdv

La densité de cette quantité physique a 'instant ¢ vaut

/R3 o(v)f(t,x,v)dv



Du transport vers la diffusion

Partons de I'équation de transport monocinétique avec scattering isotrope
et taux d’absorption o > O constant

0
Y o Vaf ol () =0

Equation de continuité : en moyennant chaque membre par rapport a w

%+diva=O avec p = (f) etJ = (wf)

Supposons que |o > 1|; alors

f= 1)~ - Vaf — 0if = ()
o o

ce qui entraine en particulier que f est isotrope (indépendante de w) :

f(t,z,w) ~ p(t,x)




Loi de Fick : en substituant cette valeur approchée de f, on trouve que

1 1
J=p——w-Vgp— =0
o o)

donc

T = (f) = {wp) = (o Vap) — -

ce qui s’écrit encore

1
Or{wp) = ——{wywy) Oy

o

J~—DVyp avecD = %(w R w) = L<|<«u|2> =

o — 30
Conclusion : pour f solution de I'équation de transport monocinétique
avec scattering isotrope, | si le taux d’absorption o > 1|, alors

dp
f(t,z,w) ~ p(t,z), avec 3¢ %Axp =0




Modele 1 : neutronique

Etude des réactions nucléaires dans un coeur de réacteur.

Générateur de vapeur
(échangeur de chaleur)
Turbine Alternateur
Barres de commande Pressuriseur Vapeur d'eau /

I =L

Eau en ébullition . 'l "I I | | ’ ‘

'

Cuve

Caloporteur

Il
1]

-

J chaud (320 *C)
Ceoour du réacteur W I
%
(' Condenseur Refroidisseur :
-~/ riviére ou mer
ou aéroréfrigérant

Réacteur nucléaire
Pompea Caloporteur froid (280 *C) Pompe



Particules=neutrons
Fission, absorption, collisions (scattering)

Les réactions de fission dégagent de la chaleur, extraite du coeur par un
fluide caloporteur (eau, gaz, sodium)

Prédiction du fonctionnement du réacteur : dimensionnement, éviter les
points chauds, usure du combustible, production de produits de fission,
rechargement du combustible

Etudes de sureté : sécurité passive et active en cas d’incidents, scénarii
d’accidents graves



Equation de Boltzmann linéaire

of .
E‘F’U'fo‘FUf_Kf =0

Changement de variables et d’'inconnue :

1
v=|v|lw, FE= §m|v|2 ,  flux de neutrons ¢ = |v| f

Nouvelle forme de la méme équation (avec 0! = o /|v| et Kt = K/|v|)

292 4 Vo + o' (a0, E)p — K'¢ =0
lv| Ot

On distingue le scattering des fissions (tout isotrope pour simplifier)

Emaa;

Kt¢ = / / o (z,w -, E, EN¢(z,u', E") dw' dE’
Emin |w/‘:1

avec o* = o¢ + v(E)o’ ot v(E) est le nombre moyen de neutrons pro-

duits par fission. Le flux de chaleur est proportionnel & v(E)o/ ¢.



Formalisme multigroupe. On discrétise le spectre d’énergie

Emar = Eg > E1 > -+ > Eg = Epin.

E.
¢g(t,x,w>z/Eg " o(t,z,w,E)dE 1< g<G
g

On note |vg| une vitesse moyenne pour le groupe g et on moyenne les
sections efficaces pour obtenir le systeme couplé

1 96

G
[ug| Bt +w-Vog+ag(2)pg = g/zzjl /|w/|=1 0 gg (T w - W)y (2, w") du

On utilise de 2 a quelques centaines de groupes...

Modele a 2 groupes : neutrons lents ou thermiques (déclenchent les fis-
sions), neutrons rapides (produits par fission).

Role du modérateur (eau, graphite) : permet de ralentir les neutrons dans
un réacteur.



Approximation par la diffusion. Modele le plus simple de diffusion a 2

groupes
(1 Ous . /
oot div (D1Vu1) + o1(z)ur = fi1(x) + o15(z)us
<
1 Ou :
@8—752 — div (D2Vup) + oa(x)upx = fo(z) + 051 (z)uq

Quand peut on utiliser la diffusion plutot que le transport ?



Modele 2 : le transfert radiatif

Transport d’énergie par rayonnement électromagnétique=gaz de photons
Milieu d’'indice constant (non dispersif) = monocinétique

Fonction de distribution des photons : f = f(t, z, w, v) : densité de nombre
de photons de fréquence v et de direction w situés au point x a l'instant ¢

Intensité radiative :

h = constante de Planck

I - v | i€
(6, z,w,v) = chv f(t, @, w,v) avec { ¢ = vitesse de la lumiére



Interaction rayonnement/matiere : selon 3 mécanismes

a) scattering : les photons changent brutalement de direction, et parfois de
fréquence par suite de collisions avec des électrons du milieu ;

b) absorption : un photon est absorbé par un électron du milieu, qu’il excite
a un niveau d’énergie supérieur ;

c) émission : réciproquement, un électron du milieu peut étre désexcité, en
émettant un photon



Scattering : on s’intéressera essentiellement a deux cas particuliers

5o [ g 18r (U @ DD U2 0) = 1 2,0,0))d

escattering Thomson (par les électrons libres du milieu) :

4
Thomson __ 3me

5 _-3nﬁ§ﬂ

K

escattering Rayleigh (par une sphere diélectrique de polarisabilité o) :

1287224
3c2

ﬁSRayleigh —



Absorption/Emission : on suppose que le milieu est en équilibre thermo-
dynamique local (ETL) — en tout point z et a tout instant ¢, il existe une
température électronique T'(¢t, x)

Terme d’absorption :

—op(T(t,2))I(t, z,w,v)

Terme d’émission :

ou(T(t,x))By(T(t,x))

ou By est la fonction de Planck — intensité radiative d’'un corps noir porté
a la température T :

2hu3
(ehu/kT —1)

BT) = —




On vérifie que

4 [0 2o k4
— B,(T)dv = aT4 avec a =
c JO v(T) ¢ 15h3¢3

ce qui est la loi de Stefan pour le rayonnement d’'un corps noir.

Conclusion : I'’équation du transfert radiatif s’écrit

lg +w-Vyel=0,(T)(B,(T) —1I)
c Ot

-|—:‘<és/| - %(1 + (w - w/)Q)(I(t,x,w', v) — I(t,x,w, V))dw’




Pourquoi le ciel est-il bleu ? le coefficient de scattering de Rayleigh

128722

3c2
croit avec la fréquence du rayonnement. Donc la lumiére bleue est environ
(7/4)% fois plus diffusée que la lumiére rouge.

IisRayleigh —



1
Observateur ‘]



L'effet de serre

Solar radiation powars
the climate system.

Some solar radiation
Is reflected by
tha Earth and the

atmosphere.

About half the solar radiation
is absorbed by tha
Earth's surface and warms it.

Infrared radiation is
emitted from the Earth's
surfaca.




Latmosphere terrestre est transparente au rayonnement solaire, a peu
pres celui d’'un corps noir a 5800K, qui échauffe la surface de la Terre,
vers 288K. Le rayonnement du corps noir & 288K (environ 159C est
majoritairement infra-rouge, or la vapeur d’eau et le CO» de I'atmosphere
absorbent ce rayonnement et en réémettent une partie vers la surface de
la Terre.

Sans effet de serre, la température moyenne a la surface de la Terre serait
d’environ 255K (—189C.)



Modele 3 : biologie, dynamique des populations

Type de populations : humains, animaux, cellules...

Evolution d’'une population structurée, i.e., caractérisée par un trait, pro-
priété intrinseque de chaque individu.

Exemples de trait : age, taille.
La variable de trait va jouer le réle de la variable de vitesse.
Attention ! t =temps, mais x =trait...

(Pas de variable d’espace ici, pour simplifier.)



Premier exemple : I'’équation du renouvellement

Trait = 4ge = z. Taux de déces = d(x) > 0. Taux de natalité = b(x) > O.

on Lo L ieyn =0 oourt > 0, & > O,
ot ox too

| n(t.0)= [" b@In(t,y)dy pourt >0,

| n(0,z) = nO(x) pour x > O.

Interprétation : age proportionnel au temps ! La solution de

est m(t,z) = mO(z — t). Par définition, m°(z) = 0 pour z < 0. Donc la
population vieillit, i.e., m(¢,z) = 0 pour z < t.

(Voir polycopié pour un modele plus compliqué avec maturation.)



Deuxieme exemple : mitose ou division cellulaire

Trait = taille = x. Taux de mitose = b(x) > O.

(On O
3_7; 4 8_” + b(z) n(t,z) = 4b(2x) n(t,2z) pourt >0, x> 0,
X
< n(t,0) =0 pour ¢t > 0,

| n(0,z) = nO(z) pour = > 0.
Une cellule de taille 22 devient deux cellules de taille .

Une fraction b(x)n(t, x) disparait de la population des celulles de taille x,
mais une fraction 4b(2x)n(t, 2x) apparait.

Pourquoi le facteur 4 ? A cause de la conservation de la taille totale :

/+OO xb(x)n(t,x)dr = /+OO 4x b(2x) n(t,2x) dx
0 ’ 0 ’



Mitose asymeétrique : un individu de taille y se divise en deux enfants de
taille x > 0 et y — = > O suivant le taux b(xz,y) > 0.

Le parent doit étre plus grand que I'enfant : b(z,y) = 0six > y!

On note b*(y) le taux de disparition des individus de taille y qui vaut

1 oo 1 ry
W) =5 [ by de =3 [ be,y)de

Le modele est donc

"

+
on + on + b*(z) n(t,x) = / oob(a:,y) n(t,y)dy pourt >0, x > 0,
ot ox x

n(t,0) =0 pour t > 0,
n(0,z) = n°(x) pour x > O.




Mitose asymeétrique (suite) : on fait les hypothéses suivantes de modélisation
sur b.

Le modele est symétrique par rapport aux deux enfants x et y — x

b(z,y) =b(y —z,y).

Le processus de mitose conserve la taille

yb*(y) = /O_I_Ooazb(az,y) dr = /Oya:b(a:,y) dzx

qui implique la conservation globale

/O_I_OO rb"(x) n(t, x) de = /O_I_OO /O+OO xb(x,y)n(t,y) dx dy.



Autres modeles : plus complexes avec effets supplémentaires.

Dynamique des gaz raréfiés : équation de Boltzmann non-linéaire pour
prendre en compte les collisions binaires entre particules.

Physique des plasmas : particules chargées (€lectrons et ions) donc cou-
plage avec Maxwell.



