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1 Schéma numérique

1. On multiplie par u I’équation et on intégre par parties en x pour obtenir

1d [!

ta 2 a . 9 2 _
2t u (t,ﬂ:)dx—}—Q (u?(t,1) — u*(t,0)) =0,

qui, aprés intégration en temps, donne

/01u2(t,x)dx+a/otu2(s,1)ds:/Olug(x)dm+a/0tf2(s)ds.

Comme a > 0, on en déduit

/Oluz(t’x)dx§/01U3($)d$+a/otf2(s)ds,

2. On calcule 'erreur de troncature du schéma

u(tnt1, xj) — u(tn, xj) + au(t"+1’ xj) — u(tn+1, xjfl)

E—
At Ax

pour trouver, en faisant un développement de Taylor autour du point (¢,41,x;),

ou ou
E= <E + a%> (tng1,25) + O (At + Ax)

ce qui prouve que le schéma est consistant et d’ordre 1 au moins.

3. En notant ¢ = aA—Axt, on réécrit le schéma,
n+1 c n+1 1 n
e Y ! 1
U (1 _i_c)ujfl + (1 +c)uj (1)

Ce schéma peut paraitre implicite mais il n’en est rien car la matrice du
systéme linéaire associé a (1) est triangulaire et on peut donc résoudre ex-
plicitement (1) en progressant dans le sens des j croissants. On part de la
condition aux limites

Ug“ = f(thrl)



+

et on calcule de proche en proche la nouvelle valeur u;l ! en fonction de la

n+1

précédente u it

4. On vérifie le principe du maximum en remarquant que (1) est une com-
binaison convexe. Soit deux constantes m < M telles que

m < f(tn),u’(z;) <M ¥Yn>0,5€{0,1,.., N}
Par récurrence, on suppose que
m<uiy <M Vje{0,1,.,N},

et on déduit de (1) les mémes inégalités pour les valeurs de j croissant de 1
a N. Le schéma, vérifiant ainsi le principe du maximum discret, est stable
L. Comme il est aussi consistant, il converge par application du théoréme
de Lax.

5. Le schéma se réécrit

Un+1 —_yn
T F At =
At AU /
avec
n a n n a n n n n n
(AU); = 0 = ) = 5 (e — ) 20 = s — ).

On vérifie que

N
AU U = S (e — g (] = ) = (W — 1))

a
> ———(
2Ax

On multiplie alors le schéma par U™l + U™ = 20" + AtAU™ ! pour
obtenir

ug)?

|Un+1|2 _ |Un|2 + At (2AUn+1 X Un+1 + At|AUn+1|2) -0

d’ott 'on déduit A
n n a n
U < U2 4 O )2

qui conduit au résultat désiré par sommation en n.



2 Limite de diffusion
la. L’équation (B) posée sur R4 x R avec condition initiale

F+|t:0:FJirnv F_‘t:OZFm

admet une unique solution généralisée (t,x) — (F4,F_)(t,x) qui est de
classe C! sur Ry x R (cf. Théoréme 3.1.2 du cours.) Cette solution est
donnée par la formule

(Fy, Fo)(t, ) =Y T "F[F", F™

n>0
FIF™ F™(t,z) = (e T F™(z — tw), e " F™ (2 + tw))
et ou

T(Gy,G_)(t,x) = 2L /0 e =) (G(s, x4 (s—t)w), G(s,x— (s—t)w))ds

avec la notation

G Gy +G_ ‘
2
On vérifie sans peine, par dérivation sous le signe d’intégrale, que, pour tout
n>1,
O, T"FIF™ F'™ = T"F[0,F", 0, F] sur Ry x R,

puis que la série

> 0T FIFP, F

n>0
est normalement convergente dans L*([0,7] x R;R?) pour tout T > 0,
puisque

10 T F L, o)l 0,11 xaR)
0" (1 +7)"T"

<
- 21

maX(HaxFinHLoo(R), Ha:er—nHLOO(R))-
Ainsi F admet une dérivée partielle par rapport & x continue en tout point
de R+ x R.

D’autre part, comme (t,x) — (Fy, F_)(t,z) est solution généralisée de
I’équation (B), les fonctions

s— Fi(t+s,x+sw) ets— F_(t+ s,z — sw)

sont de classe C' sur [—t,4+oo[ pour tout (¢,z) € Ry x R, de sorte que
Fy admet une dérivée partielle par rapport a ¢t continue en tout point de
R+ x R.



Comme F4 admet des dérivées partielles continues par rapport aux deux
variables ¢ et x sur Ry x R, on conclut que Fy € C*(Ry x R).

1b. Soit (t,z) — (Fy, F_)(t,z) la solution de (B) de classe C! sur Ry x R
avec donnée initiale

FJF‘t:O:FJirn’ F*‘t:OZFm

Posons G4 (t,z) = F_(t,—x) et G_(t,x) = F (¢, —x); évidemment

G (0,z) = F_(0,—z) = F""(—z) = F"(z),

G_(0,7) = F (0, —z) = F{"(—z) = F"(z).
D’autre part,
(O + w0y)G4(t,x) = (0 — wOy)F_(t, —x)

= (c(1+7)F —0oF_) (t,—z) = (c(14+7)G — 0G4) (t,z)
et de méme
(0 — wdy)G_(t,x) = (0 + wiy) F_(t, —x) = (¢(1 +7)G — 0G_) (t, x)

Donc (t,x) — (G4, G_)(t,z) est solution de classe C! de '’équation (B) sur
R x R de méme donnée initiale que la solution (t,z) — (Fy, F_)(t,z). Ces
deux solutions coincident donc par unicité de la solution du probléme de
Cauchy pour (B). Donc en particulier

Gy(t,x) = F_(t,—x) = Fy(t,z) pour tout (t,z) € Ry xR

On vérifie de méme que (¢, z) — (Fy, F_)(t,x) et (t,x) — (Hy, H-)(t, x)
— ou Hy est définie par Hy(t,z) = Fi(t,z + 2L) — sont solutions du
probléme de Cauchy pour I’équation (B) avec la méme donnée initiale : elles
coincident donc sur Ry x R, de sorte que

Fi(t,z) = Fy(t,x +2L), (t,z)€Ry xR.

2. Sous les hypothéses faites sur fi%, on vérifie que les fonction Fi"* de période
2L définies par

in _ f(x)’ 0§$§L, in _ f*(x)’ 0§$§L,
. (m)—{ fJ_r(—x), —-L<z<0, = (x)—{ fi(=z), —-L<z<0.

sont de classe C! sur R. Le probléme de Cauchy pour 'équation (B) avec
donnée initiale

Fi|t=0 = in



admet donc une unique solution (t,z) — (Fy,F_)(t,z) de classe C' sur
R+ x R.
Posons alors
o= Filon ot f-=Floy-

Evidemment (t,2) — (fi, f_) est solution de I'équation (B) de classe C! sur
R, x [0, L] vérifiant la condition initiale (CI). D’apres la question 1b.

f+(t,0) = f-(t,0) et fi(t, L) =F_(t,—L)=F_(t,L) = f_(t,L)

de sorte que cette solution vérifie aussi la condition aux limites (CL).

Vérifions I'unicité : supposons que fi* = 0 et montrons que fi = 0 sur
R xR. Multiplions la premiére équation de (B) par fy et la seconde par f_,
et ajoutons membre & membre les deux égalités ainsi obtenues : on trouve
que

0T+ 2) + 3w0e(f7 = f2) = —50(L+7)(f+ — [-)* + oy (fT + f2).

On intégre alors en x chaque membre de cette égalité, en remarquant que

L
/0 Ou(f2 — f2)(t,x)dx = f2(t,L) — f2(t, L) — f2(¢,0) + f2(t,0) = 0

en utilisant la condition de réflexion (CL). Donc, par dérivation sous le signe
d’intégrale :

d

L L
it J, (f3 + f2)(t, x)dz < 207/0 (f2 + fA)(t,z)dx

ce qui montre que

L L
/ (f42r+f2)(t,x)dx§e2mt/ (f3 + 2)(0,2)dz = 0.
0 0

On en déduit donc que fi = f_ =0, d’ou 'unicité.

3. Supposons que ¢4 et g— sont des fonctions continues sur Ry x [0, L]
vérifiant la condition aux limites (CL). Alors les fonctions 2L-périodiques
Q4 et Q_ définies par

_ qu(tax)a 0§$§L,
Q-l—(tw%') B { Q—(t, —.%'), —L <z< Oa
_J a-(tx), 0<z<L,
Q(t,x)—{ q,(t,—x), —L§$<O

sont continues sur R. Soit (¢,2) — (F4, F_)(t,x) la solution généralisée de
(BS) sur Ry x R avec terme source @4 et donnée initiale (F", F") définie



comme dans la partie existence de la question 2.. On montre comme dans la
question 2. que
f+ = F+|R+><[O,L] et f- = F*|R+x[o,L]

définissent une solution généralisée de (BS) avec les conditions aux limites
(CL) et la condition initiale (CI).

D’apres le principe du maximum pour ’équation de Boltzmann linéaire
dans ’espace entier, on a

max (|| Fy (2, )| oo ) |1 F- (t; )| oo (R))

< 7" max([|[F{*|| oo ry» |1 F” | oo (m))

+ Te”" max([|Q+ || L (o,11xR)» 1@l 2 ((0.11xR))

=7 maX(HfinHLoo([o,L]), HfinHLDO([O,L}))

+ Te”" max([|q4 || L jo.11%[0,.27)s 14— || Lo (0,77 % [0,2]))

pour tout t € [0,T], d’on le principe du maximum cherché :

max (|| f+ (¢, )|l oo j0,07), 1= (£ )l oo ([0,1))

< e max(|| £ | o (o, 17 |2 (0,2))

+ Te”" max(||q+ || Lo 0,17 (0,0 1=l Lo (0,770, 2]))

pour tout ¢ € [0, 7.

4a. S’il existe une solution (F4,F_) au systéme d’équations considérées,
alors

F_+F_ F_+F_
S++S_:F+—%+F_—%:F++F_—(F++F):o.
Réciproquement, si S, = —S_ =: S, une solution du systéme considéré est

donc

0 0
F/ =S5, F.=-5.
Toutes les solutions de ce systéme sont alors de la forme
F.=F+S, F.=F-5,
oil  — F est une fonction continue arbitraire sur [0, L].

4b. On suit la démonstration du théoréme d’approximation par la diffusion
(Théoreme 4.3.1 du cours).

(i) On doit faire un changement d’échelle de temps t +— et de sorte que
I’équation de Boltzmann linéaire considérée est

Ofy +wipfr =21+ )= —2f
(Be)
€0 f- —wdpf- = Z(1+€9) f+42rf— _af

6



On cherche alors la solution sous la forme d’un développement formel en
puissances de € :

filta)y=> e fhtx)

k>0

et on trouve successivement (cf. notes de cours) que
ftz) = Ot x)
(indépendant des indices + ou —), puis que
F(t2) = —500.0°(12).
FL(t2) = 45001t )

A chaque étape, on doit résoudre une équation du type étudié dans la ques-
tion 4a..

(ii) On trouve ainsi que f° doit vérifier ’équation de diffusion :
1 s
hf’ = 501" = 63",

ce qui est la condition de compatibilité dans la question 4a. garantissant
lexistence de f37.

(iii) Les conditions aux limites
€ € w 0 2
0= F5(1,0) ~ FE(1,0) = ~2620,1°(1,0) + O()

et
0= J5(tL) = f (L) = =220, f°(t L) + O(e)

entrainent que f¥ vérifie la condition de Neuman
O f2(t,0) = 9, f°(t, L) = 0 modulo O(e).
(iv) La condition initiale sur f{
™) = 110.2) = 1°0,2) = 2 0:1°(0,2) + O()
(@) = ££0.2) = £2(0,2) + €= 0,£°(0,) + O(€)
fournit une condition initiale pour f° :
f°),—o = ™ modulo O(e).

(v) En appliquant le principe du maximum de la question 3., on démontre
comme dans la preuve du Théoréme 4.3.1 du cours que

1% = gl Lo jo,1)x[0,L]) < Cre

7



pour tout € > 0, o Cr est une constante positive qui ne dépend que de T
et des données su probléme, et ot ¢ = ¢(t, ) est la solution de I’équation de
diffusion avec condition Neumann au bord :

2 o~
dq — %-02q = 64q,
axq‘x:O : axq‘x:L = O’
q‘t:O ="



