MAP 567

Transport et Diffusion

Xavier Blanc

Schéma Diamant et formulation en flux pair

Exercice I. La diffusion synthétique en 1D Fourier.
On analyse le schéma explicite

kon o uk,n uk,n +uk‘,n
IS B SN LS SA i S
+o =ocu; + f;
Ax 2 J J

avec la relation diamant dans le cas 1D
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1. Ecrire la relation diamant. Que vaut ﬂ;-“l?
2. Analyser le schéma en mode de Fourier.
cherchera la solution sous la forme
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Déterminer la relation de récurrence sur les (o, 5y)-
3. Trouver les valeurs propres et retrouver le fait
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que l'algorithme converge lentement pour %* =1".
4. Eecrire la méthode de la diffusion synthétique.
5. Faire le méme travail en Fourier, et vérifier

que cet algorithme est beaucoup plus rapide que
I’algorithme initial.

Exercice II. Limite de diffusion du schéma Diamant
On part du schéma Diamant en 1D pour des
vitesses

pr€[-1,1, 1<k<K.

1. Ecrire ce schéma pour un scattering
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et une absorption o f.

2. On suppose que la vitesse est de l'ordre de !
et que o = Ge~2. Montrer que la limite de diffusion
est correcte (ou autrement dit que le coefficient de
diffusion du schéma vaut %) des que les relations
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sont, vérifiées.
Exercice III. Méthode du flux pair.
Soit (z,9) — ¢(z,Q) solution de 1’équation du
transport
QVp+op=0s0+ 85

avec 0 > o5 > 0. La source est S. L’espace est
(z,9) € C x S971 ot C C R est un ouvert borné et
S4=1 est la sphere unité dans l'espace des directions
|Q2] = 1. Par définition
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Le bord se décompose en deux parties 0C =
I', UT,.. Soit n la normale extérieure. Les conditions
aux bord sont du type vide

oz, )=0 zel,, nQ<O0,

et réflexion

o(2,Q) =p(x,Q) z€l,, @ =Q0-2(Q2 n)n.
1. Faire un dessin et interpréter les conditions aux
bords.

2. On pose

@i(x7Q) = (50(3379) :i:(p(.f(:, _Q))
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Montrer que @™ est pair en 2, ¢~ est impair en .
Montrer que [ QptdQ = 0. Montrer que ¢~ =0 et
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3.  Montrer que le couple (¢™, ™) est solution du
systeme du premier ordre

QVe~ +opt =00+ S,
QVet +0op™ =0.



4. En déduire que ¢ est solution de I’équation du
second ordre (elliptique)

1
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5.  Montrer que les conditions aux bords peuvent
s’écrire aussi

OVt +opT =0, zel,, +n.Q>0,
et sur le bord réflexif
ot (2, ) =T (2,Q) ze€l,, X =0-2(Q-n)n.

Exercice IV. Mise sous forme variationelle
On pose
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1. Identifier les intégrales de volume et de bord.

2. Montrer formellement que J(pT) < J(c,;jf) pour
toute fonction test g} suffisament réguliere.

3. Définir la forme bilinéaire a(p™, EF) et la forme
linéaire b(gp~+) associées, et montrer que la solution
ot " est solution du probleme variationel a(p™, g,ojr) =

b(pT) pour tout ¢t dans un espace de fonctions suf-
fisament réguliere.

4. Faire le lien avec la théorie variationelle des
équations elliptiques (cours MAP 431). Pour cela
on considérera le cas monodimensionel d = 1 et on
posera u(z) = ¢t (z,1). Ecrire le probleme pour
u.  Montrer que I'espace H'(C) est le bon cadre
fonctionel. En déduire lexistence et 'unicité de
ue HY(C).

Exercice V. Analyse numérique en 1D

1. Rappeler la définition des fonctions chapeaux
(P') en dimension d = 1. Ecrire la formulation vari-
ationelle discrete.

2. Montrer 'existence et I'unicité de la solution
variationelle discréete.

Exercice VI.
de diffusion.

Dimension d > 2 et approximation

On peut retrouver I'approximation de diffusion en
admettant que ¢ dépend linéairement de la variable
angulaire (2

oz, Q) = ¢(z) + Q.J(z).

1. Montrer que o = ¢. Ecrire la formulation vari-
ationelle correspondante dont I'inconnue est la fonc-
tion ¢. On rappelle que
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2. Montrer que cette formulation variationelle est
bien posée dans H!(C).

3. Rappeler quelles sont les fonctions de base P! en
dimension d = 2, 3.



