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Modélisation

Exercice I. Modeles structurés en age.

Soit une population que ’on caractérise par la fonc-
tion (a,t) — d(a,t) (t est le temps, a est 1'age).
1.  On néglige les phénomenes de naissance et de
mortalité. Montrer que 'on a I’équation de transport

8td + 8ad = 0, V(l, t.

Résoudre avec la méthode des caractéristiques dans
le domaine (a,t) € D = [0, co[x[0, o0

2. Le coefficient de mortalité est donné par la fonc-
tion a +— p(a) > 0. Montrer que d vérifie ’équation
de transport-absorption

Opd + 0od = —pd, V(a,t) € D.

Résoudre.

3. La natalité est caractérisé par la fonction bornée
a+ o(a) € [0,0max|. Justifier la condition au bord
t=20

dey:/mammm¢Mm £ 0.

4. Pour une population donnée initiale d(a,0) =
dp(a) écrire le probleme complet que 1’on doit étudier
pour prédire I’évolution de la population. Montrer
graphiquement a l’aide des caractéristiques dans D
que le probleme est bien posé.

Exercice II. Evolution de la population.
1.  Une question est de prédire la stabilité de la
population. Pour cela on étudie les solutions du type

d(a,t) = e M f(a).
Ecrire les équations pour f et comparer avec un calcul
de criticité.
2.  Montrer que le probleme se réduit a 1’étude de

I’équation
7(0) = ( / h a(a)ekafo‘lﬂ@wma) £(0).
0

3. Montrer que si la natalité est trop faible, ce que
I’on caractérise par

/ o(a)da < 1,
0

alors d(a,t) — 0 pour t — oco. En déduire que si la
natalité est non nulle uniquement pour une tranche
d’age étroite a_ < a < a; =a_ + ¢, alors la popula-
tion tend vers 0 exponentiellement vite.

Exercice ITI. Effet de modes

Soit une population d(a,t) trés sensible aux effets
de mode. Une partie d” porte des habits verts et
Pautre d” = d — d” des habits rouges. On suppose
que lenvie de se distinguer (le dandysme) fait que
les porteurs d’habits rouges changent pour des habits
verts dans le cas ou il y a trop de porteurs d’habits
rouges (et inversement).
1. Justifier le systeme

Oyd¥ + 0,d? = o (d” — dv),
Opd” + Dpd” = o(d¥ — dT),

ou le coefficient déchange a +— o(a) peut varier en
fonction de I'age.
2. Calculer la solution.

Exercice IV. Marcheurs dans une rue

Soit une rue | — 00, +00[ dans laquelle la popula-
tion marche. On distingue les marcheurs a droite
(d*(t,z)) et les marcheurs & gauche (d~(¢,z)). On
suppose que I'envie de discuter avec un groupe le plus
fourni possible amene les marcheurs a changer de di-
rection avec un taux o > 0 uniforme.
1. En déduire le modele

ot + dpdt = o(d— — dT),
Opd™ — Dpd™ = o(dt —d™),

Ecrire le systéme pour les variables w = d* +d~ et
z=d" —d~ (systeme du télégraphe).



2. On suppose que o = 4 est grand (et donc ¢ > 0
est petit). On étudie ce qui se passe aux temps petits
(d’ordre €). Montrer que l'on obtient le systeme

edyw + 0yz =0,
€0z + 0w = —E2.

3.  On cherche a simplifier ce systeme. On pose
w=wg+ew;+--- et z=z +ez +---. Montrer
que wq satisfait I’équation de diffusion

1
6‘tw0 — *arzwo =0.
12

4. Comparer avec ce qui se passe pour une popula-
tion de neutrons.

5. Pour les courageux, on peut chercher a justifier
que la solution w est proche de wy. Pour cela on pose

€
W= wq et 2 = ——0wg.
1

Montrer que

5875@ + 813 = O,
ez + 0,0 =—-LZ+ R

S

avec
2

R=ed% = -8,
I

On suppose que toutes les dérivées de wg sont uni-
formémement bornées, d’ot || R|[ 2wy < C.

6. Montrer la stabilité dans L? de la solution du
systeme du télégraphe. En déduire que w — wy est
petit dans L?(R).



