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Chapitre 1

Fonctions C'*° a support
compact

Ce chapitre rassemble plusieurs résultats préliminaires indispensables pour
développer la théorie des distributions. Apres quelques rappels de calcul différen-
tiel — principalement destinés a fixer les notations — on étudiera plus par-
ticulierement les fonctions de classe C* sur un ouvert de RY et & support
compact, ainsi que leurs premieres applications en Analyse — notamment a la
localisation et la régularisation des fonctions.

1.1 Calcul différentiel : rappels et notations

Soient Q ouvert de RN et une application f: Q — R™ ou C™ définie par

f(.’l?) = (fl(-rh . 7.’1?]\]),. . .,fn(l‘l, . ,xN)) .

Rappelons que l'application f est de classe CP sur 2 — ce que 'on note f €
CP(Q,R™) ou f € CP(Q2, C™) — si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur
ou égal & p des fonctions f1, ..., f,, sont continues sur Q. L’espace CP(Q2,R) —
ou CP(Q, C) selon le contexte — est noté CP(12).

De facon plus générale, pour U C R, on notera C?(U, R™) (resp. CP(U, C™))
'ensemble des restrictions & U d’applications de classe C? sur un ouvert de RY
contenant U et a valeurs dans R™ (resp. C™).

Lemme 1.1.1 (Schwarz) Soit Q ouvert de RN. Si ¢ € C%(Q), alors, pour
tousk<l=1,...,N, on a
0% B 0%¢
6xk8xl N 8xl8xk
Nous utiliserons systématiquement les notations suivantes pour les dérivées
partielles d'une fonction f de classe C! sur €2, ouvert de RY :

sur ).

O f(z) ou 9, f(x) désigne la dérivée partielle é)an(I)
k
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pour tout £k =1,..., N, ainsi que

0u, f(2)
Vf(z)ouVyf(z)=
O f(2)

Rappelons également que, pour tout champ de vecteurs de classe C*
V:QcRY 5 RY ot Qest un ouvert de RV,

on note

N
divV(z) ou div, V(z) = Zaxk Vi(x) .
k=1

Passons au cas des dérivées partielles d’ordre supérieur.
On nomme “multi-indice” tout élément o = (aq,...,ay) € NV. A tout
multi-indice « € NV on associe sa longueur

ol =a14+...+an.

Pour chaque multi-indice e € NV, on note les dérivées partielles itérées d’une
fonction f de classe C*° sur ) comme suit :

o N . olelf
0 f(l') ou 81']0(13) deSIgne m(ﬁﬁ),

c’est-a-dire que
0% f(x) ou Oy f(x) = Op} ... 0N f(x).
Par analogie, pour tout 2 € RV et tout o € N, on note
z® =ait e}y

Notons encore, pour tout o € NV et tout 3 € NV

B < « si et seulement si By < a pour k=1,...,N.

@ " (a —aéf)!m

a!:al!...aN!.

On posera alors

ou

Avec ces notations, on peut écrire tres simplement

(a) la formule du binéme :

@i = 3 (§) a0

BLa



1.1. CALCUL DIFFERENTIEL : RAPPELS ET NOTATIONS 5

(b) la formule du multinéme :

(c) et la formule de Leibnitz : pour f,g € CP(Q) et |a] <p

*(fg) = (g) 9P 0%y

Ba

Rappelons une derniére notation que nous utiliserons fréquemment par la
suite : le laplacien d’une fonction de classe C? sur un ouvert de RY est

N
Af ou Ay f(x) =div(Vf(z) = > 02 f(x).
k=1

Nous allons maintenant passer en revue (sans démonstration) plusieurs énoncés
classiques du calcul différentiel.

Commencons par la formule de dérivation des applications composées. On
rappelle que, pour tout Q C RY ouvert et tout f € C1(Q,R"), on a

N
(f'(2)- Ok =) Onfu(@), z€Q, ¢eRY, 1<k<n.
=1

Ainsi, f’ est une application continue de  dans I'espace L(RY,R"™) des appli-
cations linéaires de RY dans R™. De plus, la matrice de f’(x) dans les bases
canoniques de RY et R™ est, pour tout z € ,

(%Jk(ﬂﬁ));g;;

c’est-a-dire la matrice a n lignes et N colonnes, dont 1’élément situé a la k-ieme
ligne et la I[-iéme colonne est 9y, fi(z).

Théoréme 1.1.2 (Dérivation des applications composées) Soient U ou-
vert de R! et V ouvert de R™. Soient f € CH({U;R™) et g € CH(V;R") telles
que f(U) C V. Alors go f € CL(U;R") et on a

(go f)(z) =4 (f(z)) - f'(x) pour tout x € U .

(La notation - désigne la composition d’application linéaires de R! dans R™ et
de R™ dans R™.)

Les matrices de (go f)'(x), de ¢'(f(x)) et de f'(x) dans les bases canoniques
de R!, R™ et R™ sont donc reliées, pour tout = € U, par la formule

(O, (90 f)i(2))1zizn = (02, 9i(f (@) 3zizn (00, f5(2)) 1555m

< n
1<K<1 k<l
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ol - désigne le produit de matrices a n lignes et m colonnes par les matrices a
m lignes et [ colonnes.

Rappelons enfin la formule de Taylor avec reste intégral :

(a) pour ¢ fonction de classe CP*! sur un intervalle ouvert I C R :

E (b —a)” " (b—t)r
o(b) = Z %(b(k)(a) +/ %qj(p“)(t)dt
k=0 a

pour tous a,b € I;

(b) pour une fonction f de classe CP! sur un ouvert Q C RV :

(b—a)

fo) =) =——0"f(a)
lee|<p '
++1) Y (b;i'a)a/ (1 —t)P0%f(a+t(b—a))dt,
o] =p+1 B

pour tous a,b €  tels que le segment [a,b] C .

Pour démontrer cette derniére formule, on se rameéne au cas a une variable
en posant

¢(t) = fla+t(b—a)),

et on vérifie que

FCIOESY %aaf(a (b —a))(b—a)".

lol=k

1.2 Fonctions de classe (" a support compact
Rappelons la définition du support d’une fonction :

Définition 1.2.1 Soit une fonction ¢ définie sur un espace topologique X et a
valeurs dans R ou C. Le support de la fonction ¢ est

supp(¢) = {z € X |¢(z) # 0}.

Les fonctions de classe C*° a support compact jouent, en Analyse, plusieurs
roles distincts, également importants :

a) elles servent a localiser les fonctions sans en dégrader les hypotheses de
régularité ! ;

b) elles servent & approcher les fonctions localement intégrables par des fonc-
tions de classe C°;

1. Sauf P'analyticité, car, d’apres le principe des zéros isolés, il n’existe pas de fonction
analytique a support compact dans un ouvert de C qui ne soit pas identiquement nulle — cf.
[6], Théoréme V.1.16, ou [9], chapitre X, Théoréme 6.1.3.
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uuuuu

FIGURE 1.1 — A gauche : graphe de la fonction E. A droite : zoom sur la région

du graphe correspondant a x = 0.

¢) enfin, c’est & partir des fonctions de classe C*° & support compact et par
un procédé de dualité que 1'on va étendre le calcul différentiel des fonctions aux

distributions, qui sont des objets plus généraux que les fonctions.

Commengons par construire des exemples de fonctions de classe C*° a sup-

port compact sur la droite réelle.
Considérons la fonction

E: R — R définie par E(z) =e'/siz <0et E(x)=0siz >0.

Il est clair que E est de classe C*° sur R*; d’autre part, on montre que
EM(z) =P, (2) e pour tout z < 0,
ou P, est la suite de polynomes définis par la relation de récurrence

Po(X) =1,
Poy1(X) = —X?*(Pl(X)+ P,(X)), n>0.

On en déduit que
E™ () — 0 lorsque & — 0~ pour tout n >0

et donc que E € C*(R). D’autre part, le support de E est R_.

A partir de la fonction F, on construit tres simplement une fonction F' de
classe C™ sur R et & support dans un segment [a, b], ol a < b sont deux réels

quelconques : il suffit de poser
F(z) = E(a —z)E(x — b) pour tout z € R

c’est-a-dire

F(x) — e*m six E}a,b[,
F(z) =0 si & €] — 00, a] U[b, +oo[.
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FI1GURE 1.2 — Graphe de la fonction F' pour a = —1 et b = +1.

Il est clair que F € C*°(R) et que supp(F) = [a,b].
On construit de méme un exemple de fonction de classe C™ sur RV et &
support compact, en posant

N
G(z) = H E(ag — x1)E(z — b) pour tout = (z1,...,zx) € RV . (1.1)
k=1

A nouveau, on vérifie sans peine que G € C*°(R”) (par exemple en constatant
que G admet des dérivées partielles continues a tout ordre et en tout point de
RY) et que supp(G) = [ay,b1] X ... X [an, bn].

On obtient encore un autre exemple de fonction de classe C*° a support
compact sur RY en posant

H(z) = E(|lz|* - 1),
c’est-a-dire
H(z)=0 sifz|>1,
1

H(z)=el=P-1  siz| <1.

Dans toute la suite, nous désignerons systématiquement par |z| la norme
euclidienne de € RY, c’est-a-dire

|z =

La fonction H est de classe C* sur R comme composée de la fonction £
et de la fonction RY 3 x — |z|> — 1 € R, toutes deux de classe C°; d’autre
part,

supp(H) = B(0,1) = {z € RV | |z| < 1}.
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o

N
o = N WA OO N O ©

|
g

FIGURE 1.3 - Cas N =2, a1 = as = —1 et by = by = +1. Graphe de la fonction
(z,y) — 500G (z,y).
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FI1GURE 1.4 — Graphe de la fonction I pour a = —1 et b = +1.

Un autre exemple important de fonction de classe C* dans R est la fonction
I donnée par

ol F est la fonction définie ci-dessus. Remarquons que la fonction continue F'
vérifie
oo

F > 0 sur ]a, b[ de sorte que / F(z)dz > 0.

— 00

La fonction I € C*°(R) satisfait donc les conditions suivantes :

0<I<1, 0, 1

I‘]foo,a] = I‘[b,Jroo[ =5

ol a < b sont les deux réels apparaissant dans la construction de F' ci-dessus.

A partir de la fonction I, en supposant que les parametres a,b > 0, on
construit trés simplement un exemple de fonction J € C*°(RY) telle que

supp(J) € B(0,Vb), Jsovm =1, 0<J<1.
11 suffit en effet de poser
J(x) =1~ I(|z]*).

Notation 1.2.2 FEtant donné Q2 C RN ouvert, on notera C*(Q) — resp. C2°(Q),
Co(2) — lensemble des fonctions de classe C* — resp. de classe O, resp.
continues — sur Q a valeurs dans R ou C et dont le support est un compact
inclus dans €.
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1.3 Reégularisation des fonctions

Le procédé le plus courant de régularisation pour des fonctions localement
intégrables sur RY utilise la notion de produit de convolution par une suite
régularisante.

1.3.1 Convolution des fonctions

Le produit de convolution est une opération classique dans le cas des fonc-
tions, que nous généraliserons ultérieurement au cas des distributions. Rappelons
quelques résultats de base sur cette opération.

Définition 1.3.1 (Convolution des fonctions) Deuz fonctions f et g définies
p.p. et mesurables sur RN sont dites convolables si, pour presque tout r € RV,
la fonction

y— f(z—y)g(y) est intégrable sur RN .

On définit alors le produit de convolution de f et de g par la formule
frg@)i= [ fo-y)alu)dy pp. ens e RV
R

Donnons quelques exemples de fonctions convolables.
L’inégalité de Hausdorff-Young (Théoreéme 1.3.10 ci-dessous) montrera que,
pour tous p, q € [1,00],

1 1
feP(RN) et ge LYRN) avec — + = > 1= f et g sont convolables.
p g

Un exemple essentiellement trivial est le cas ou f € L}OC(RN ) tandis que

¢ € C.(RY) : dans ce cas, on vérifie sans peine que f et ¢ sont convolables. En
effet, notons K le support de ¢, ici supposé compact, et
{z} —K={x—2z|z€ K}.

Evidemment, {z} — K est compact pour tout = € RY, et on remarque que on
a ¢(x —y)f(y) =0 pour y ¢ {z} — K. Donc

/ 6z — ) (y)|dy = / 6z — )£ (4)ldy
RN {z}—-K

< sup [¢(2)] |f(y)ldy < oo,
zeK {z}-K

ce qui montre que la fonction

y — ¢(x —y) f(y) est intégrable pour tout 2 € RV .

Commencgons par l'observation suivante :
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Proposition 1.3.2 (Commutativité de la convolution) Soient deux fonc-
tions f et g mesurables sur RN et convolables ; alors

frgx)=gxf(z) pp. enz e RN,

Démonstration. Par hypothese, les fonctions f et g sont convolables, c’est-
a-dire qu’il existe un ensemble A’ C RY de mesure nulle tel que, pour tout
z € RV \ W, la fonction

H,:yw f(x —1y)g(y) est intégrable sur RV .

Pour x € RN \ NV quelconque, le changement de variables y + 2z = z — y
de jacobien (—1)V, qui préserve donc la mesure de Lebesgue sur RY (cf. [6],
chapitre II1.3.2; ou [9], chapitre IV, Théoreéme 3.0.5), transforme la fonction H,
intégrable sur R en la fonction

Ky: 20 K (2):=Hy(x — 2) = g(xz — 2) f(2)

qui est donc intégrable sur RY, et vérifie, pour tout z € RV \ NV,

fro@) = [ Huly)dy = / K, (2)dz = g f(x).
RN RN

Remarque. La définition du produit de convolution peut paraitre mystérieuse
a priori. Elle est pourtant trés naturelle & bien des égards : par exemple, le
produit de convolution intervient dans la théorie des probabilités pour calculer
la loi d’'une somme de variables aléatoires réelles indépendantes — voir [13],
Proposition 4.10.5.

Voici une autre fagon intuitive de se représenter le produit de convolution.
Supposons que ¢ € C.(RY) vérifie

¢ >0sur RV et d(z)dz=1.
RN

Autrement dit, ¢ est une densité de probabilité sur R — voir [13], Définition
4.2.7. La formule

¢x flx) = (x = 2)p(2)dz

f
RN
s'interprete alors comme la moyenne ou l'espérance — cf. S. Méléard, ibid.,
Définition 3.3.1, p. 48 — des translatées de la fonction f — c’est a dire des
fonctions de la forme

x = flx—2)

pour la probabilité de densité ¢.

Ce procédé, consistant a effectuer des translations sur le graphe d’une fonc-
tion, puis a prendre le “graphe moyen” va évidemment régulariser, ou ce qui
revient au méme, flouter les “aspérités” du graphe. Pensons par exemple au
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cas ou f est la fonction caractéristique d’un segment de R : on s’attend a ce
qu’apres convolution par une fonction ¢ comme ci-dessus, les discontinuités de
f aux bornes du segment soient éliminées

Le produit de convolution de deux fonctions est une opération non locale : il
est important de savoir comment cette opération agit sur les supports des deux
fonctions dont on calcule le produit de convolution. Avant cela, il faut définir la
notion de support d’un élément de L], . sur RV.

Définition 1.3.3 Soit f € L}OC(RN) a valeurs dans R ou C. Le support de la
fonction f est
supp(f) = (] (RV\Q),
QeO(f)
o
O(f) = {Q ouvert de RN | f =0 p.p. sur Q}.

En effet, la définition usuelle du support d’une fonction — que nous avons
rappelée dans la Définition 1.2.1 — ne convient plus dans le cas de fonctions
définies presque partout. Considérons par exemple f = 1q la fonction indicatrice
des rationnels ; comme Q est dense dans R, on a

[zeR[1q@) Z0} =Q=R.

Mais comme 1g(z) = 0 p.p. en z € R, on a R € O(1q), de sorte que

supp(1q) = 0, en considérant 1q comme élément de L}, .(R) — rappelons que

1q est (un représentant de la classe d’équivalence de) 'élément 0 de l’espace
vectoriel L} (R).

loc

Proposition 1.3.4 (Majoration du support de f xg) Soient f et g deux
fonctions mesurables définies p.p. sur RY et convolables. Alors

supp(f x g) C supp(f) + supp(g),

avec la notation
A+B={a+blac Aetbe B}.

Démonstration. Soit A sous-ensemble de RN de mesure nulle tel que, pour
tout z € RV \ V, la fonction définie p.p. sur R

Hy:yw flz—y)g(y)

soit intégrable sur RV.
Nous allons montrer que

z € RV \ (N Usupp(f) +supp(g)) = Hu(y) #0 p.p. eny € RV

Notons

Ny ={z € RV \ supp(f) | f(2) # 0},
Ny ={z € RV \ supp(g) | g(z) # 0},
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qui sont de mesure nulle dans R".
Soit z € RN \ (M Usupp(f) + supp(g)); alors, pour tout y € RV, on a
() ou bien & — y ¢ supp(f),
(b) ou bien y ¢ supp(g).
Donc, si H,(y) # 0, alors
e ou bien on est dans le cas (a) et alors  —y € Ny,
e ou bien on est dans le cas (b) et alors y € Nj.
Autrement dit

{y e RN [H,(y) # 0} C ({z} = Ny) UN,

qui est de mesure nulle dans RN comme réunion de deux ensembles de mesure
nulle. On vient donc de montrer que

pour tout € RY \ (N Usupp(f) +supp(g)), H.(y)=0p.p.enyec RV,

Donc pour tout z € RY \ (M Usupp(f) + supp(g)) on a
frgle) = / He(y)dy = 0.
RN

Par conséquent, la fonction f x g définie p.p. sur RN est nulle p.p. sur 'ouvert

R™ \ supp(f) + supp(g)

ce qui implique 'inclusion

supp(f x g) C supp(f) + supp(g) -

Remarque 1.3.5 Soient f et g, deux fonctions mesurables définies p.p. sur
RY et convolables. Si l'une de ces deuzx fonctions est ¢ support compact, alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g) .

En effet, dans ce cas,

supp(f) + supp(g) = supp(f) + supp(g),
comme le montre le lemme suivant

Lemme 1.3.6 Soient A C RN compact et B C RN fermé. Alors A+ B est
fermé dans RN .

Démonstration. En effet, soit une suite (z,),>1 de points de A+B convergeant
vers z dans RY. Il s’agit de montrer que z € A + B.

Comme z,, € A+ B, il existe, pour tout n > 1, des points x,, € A et y, € B
tels que z, = &, + y,. Comme A est compact dans R, il existe une sous-suite
(@, )k>1 de la suite (x5, ),>1 qui converge vers une limite que l'on notera z € A.
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Alors
Ynp = Zny — Tny, — 2 —x =ty lorsque ny — 00.

Comme B est fermé, y € B. Par conséquent
z=x+yavecr € Aety e B

douz€e A+ B. =

On sait que le produit usuel de fonctions a valeurs réelles ou complexes hérite
des propriétés de régularité de I’ensemble de ses facteurs. Ainsi, pour f,g €
Ck(Q), le produit fg: x + f(x)g(x) est de classe C* sur Q. Par comparaison,
le produit de convolution a ceci de remarquable qu’il hérite de la régularité d’un
seul de ses facteurs.

En voici une premiere manifestation.

Proposition 1.3.7 (Continuité de la convolution C. * L},.) Pour toute fonc-

tion ¢ € Co(RN) et f € L} _(RY), la fonction ¢ * f est continue sur RY.

loc

Démonstration. En effet, soient zo € R™ et > 0; on va montrer que, pour
toute suite (zy,)n>1 telle que

x, € B(0,n) pour tout n > 1 et x,, — x¢ pour n — oo,

on a
¢ * f(zn) = & f(z0) pour n — oo,
ce qui établira la continuité de ¢ x f en xg.
Notons K = supp(¢) et posons

K,={a—b|la|<netbec K};

évidemment f(n est compact par construction comme image de B(0,7) x K qui
est compact par 'application continue (a,b) — a — b.
On définit alors

Fo(y) = o(@n —y) f(y)
et on remarque que
Fo(y)=0 poury ¢ K,,
car ¢ est a support dans K et x,, € B(0,7).
Comme f est mesurable et ¢ continue, F;, est mesurable pour tout n > 0 et

F.(y) — ¢(xo — ) f(y) p-p- en y € RY lorsque n — oo.
Enfin

IF(y)| < Clf(y)| pp-eny € K,

en notant

C = sup |¢(z)| = max|p(2)| < o0.
z€RN z€K

Par convergence dominée, on conclut que

oxten) = [ By = [ oo =)y = o f(a0)

RN
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lorsque n — co. =

Le résultat ci-dessous va encore plus loin et permet de deviner I'intérét de
la notion de produit de convolution pour la régularisation des fonctions.

Proposition 1.3.8 (Régularité de la convolution C° x L}, ) Pour toute fonc-

tion ¢ € C(RYN) et tout f € Li, (RN), le produit de convolution ¢ * f appar-
tient @ C°(RYN), et on a

%(pxf)=(0%¢)« f, pour tout a € NV,
De méme
peC™(RN)et feLL (RY)= ¢pxfecC™(RYN).
Démonstration. Pour zo € RY et n > 0, on considere la fonction mesurable

F: B(zo,n) x Ky 3 (2,y) = ¢z —y)f(y) € R,
ou on rappelle que y
K,={a—b|la]<netbe K},

avec K = supp(¢) comme ci-dessus.
Pour presque tout y € K,, la fonction z — F(x,y) est de classe C* sur
B(xg,7n), et, pour tout multi-indice « € N, on a

10z F(z,y)| = [0%(z — y) f(y)| < Calf(y)

pour tout (z,y) € B(xo,1)x (K, \N), ot N est un ensemble négligeable éventuel
sur lequel la fonction localement intégrable f n’est pas définie, et ou

Cy = sup [0%¢(z)| = max |0%¢(2)| < co.
2ERN z€K

Comme la fonction f est localement intégrable, sa restriction au compact f(,,
est intégrable et on déduit du théoréme de dérivation sous le signe somme 2 que
la fonction

re /K Fla,y)dy = 6+ ()

2. Théoréme de dérivation sous le signe somme. Soit U ouvert de R" et soit une
fonction f: U x RN — C vérifiant
(a) pour tout = € U, la fonction y + f(z,y) est sommable sur RY ;
(b) il existe N' C RY négligeable dans R et une fonction F : RN — R, sommable tels
que, pour tout y € RN \ NV, la fonction z +— f(z,y) soit de classe C! sur U et que 'on ait

|0z, f(z,y)| < F(y) pour tout (z,y) € U x RV \ N) et tout k=1,...,n.
Alors la fonction

T~ /RN f(z,y)dy

est de classe C! sur U et on a
(9%/ f(x,y)dy:/ Oz, f(z,y)dy pour tout x € U et tout k =1,...,n.
RN RN

Pour une démonstration, cf. [6], chapitre IV.1.2, ou [9], chapitre VII, Théoréme 2.0.9.
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admet des dérivées partielles de tous ordres sur B(z,n), avec
o x f) = (8%¢) » f sur B(zo,7).

En particulier, ¢ * f est de classe C* sur B(xg,n), d’out la proposition,
puisque xg et 7 > 0 sont arbitraires. m

Avant de passer a I’étude du procédé de régularisation proprement dit, nous
concluons cette section avec quelques résultats complémentaires sur la convolu-
tion des fonctions.

D’abord, il s’agit d’un produit associatif, ce qui permet de définir par récur-
rence le produit de convolution d’un nombre arbitraire n de fonctions dont n—1
sont continues & support compact dans R et la derniere localement intégrable.

Proposition 1.3.9 (Associativité de la convolution) Soient deux fonctions
f,g€ C.(RN) et h € L} (RN). Alors

loc
frlgxh)=(f*g)*h.

Démonstration. Tout d’abord, chaque membre de cette égalité a bien un sens.
En effet, au membre de gauche, gxh € C(R) d’apres la Proposition 1.3.7. C’est
donc une fonction localement intégrable, de sorte que f % (g h) est bien défini
puisque f € C.(R"™). Au membre de droite, f x g est une fonction continue &
support compact d’apres la Proposition 1.3.7 et la majoration du support de la
Proposition 1.3.4 : alors, (f * g) * h est bien définie puisque h € L}, (RY).

On a

petgen@) = [ fam ([ o= ncs) dy

= / flz—y) </ 9y — Z)h(Z)dZ> dy
{e}-A {y}-B

[ fa—v ( / oy - z)h(z)dz> dy
RN {z}—(A+B)

ou A = supp(f) et B = supp(g) sont tous deux compacts, et ol on note
E-F={u—v|lueEetvelF},
de sorte que
{y}—BC{z}—(A+ B) puisque y € {a} — A.
Posons alors
H(z) = 1 —avm (2)h(2), z€ RY.
Comme {z} — (A + B) est compact, la fonction H est intégrable. Donc

peten@ = [ faen ([ o) a
= H(z) (

(z—y)gly — z)dy> dz
RN

f
RN
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d’apres le théoréeme de Fubini appliqué & la fonction

(y,2) = flz —y)g(y — 2)H(z)

qui est sommable sur R?. Faisons ensuite le changement de variables y—z = w :

fx (g xh)(x) = H(z)(

N (0= 2 = wlgluwhdu ) @

RN

= | HE)(fxg)(@—2)dz
RN

- / he)(f %)@ —2)dz = [ h(z)(f *g)(@ — 2)dz.
(e} —(A+B)

RN

(En effet la majoration du support d’un produit de convolution donnée dans la
Proposition 1.3.4 montre que fxg(x —z) =0si z ¢ {z} — (A+ B), d’ou1 on tire
la derniere égalité.) Comme la derniere intégrale vaut précisément (f xg)*h(z),
le résultat est démontré. m

Rappelons enfin 'inégalité suivante, qui est ’outil fondamental permettant
d’estimer un produit de convolution dans les espaces LP de Lebesgue.

Théoréme 1.3.10 (Inégalité de Hausdorfl-Young) Soient p,q,r € [1, 0]

tels que
1 1

-+ -=1+4-, avec la convention 1/oo =0,
r

et soient f € LP(RN) et g € LY(RY).
Alors f et g sont convolables sur RN et fxg e L"(RY).
De plus, f * g vérifie l'inégalité

1. * gl

r@®N) < fllee ™) llgllLamyy -

Démonstration. Distinguons 4 cas.
ler cas : supposons que % + % =1, de sorte que

1 1 1
-=—+4+--1=0, dour=o00.
r P 4q

Pour tout « € RY, la fonction
y — f(z —y) appartient & LP(RY).
Donc, pour tout z € RN, I’application
y — f(z —y)g(y) appartient a L' (R")

d’apres l'inégalité de Holder — cf. dans I’Appendice de ce chapitre, Théoreme
1.5.1 — ce qui montre que f et g sont convolables, et que, pour tout z € RV,



1.3. REGULARISATION DES FONCTIONS 19

I'on a
Fea)l=| [ natidy
< [ 1= llswldy
RN
< 1172 = Masmn llzatmm = |l gl o)
d’ou

1f > glleemyy < 1fllr@myllgll Loy -
2éme cas : supposons que p = q = 1, de sorte que r = 1 puisque
1 1 1
- =—-4+--1=1.
T p q

Soient f,g € L*(R"); alors la fonction
(X,Y) — f(X)g(Y) appartient & L'(RY x RY).
Effectuons le changement de variables

D(X,Y) |1 -1
D(z,y) |0 1

Alors la fonction (z,y) — f(z — y)g(y) appartient également & L*(RY x RN).
D’apres le théoréme de Fubini, la fonction

X=z—y, Y =y, dejacobien ‘:1.

y— f(x —y)g(y) appartient & L*(RY) p.p. en z € RN

de sorte que f et g sont convolables. De plus

/. d< [ [ 15— llaw)dyds
= [ [ 0l iaxay

= Ifller ™y llgllor my -

Jf(x—y)g(y)dy
RN

3eme cas : supposons que p =1 et 1 < ¢ =1 < co. D’apres le 2eme cas, la
fonction

y > |f(x —y)|"g(y)| appartient & LY(RY) p.p. en z € RV,
tandis que la fonction
y > | f(z —y)]" "/ appartient & L (RN) pour tout z € RV,

en notant ¢’ = ﬁ. D’apres 'inégalité de Holder, la fonction

y = 1@ = y)llgw)] = 1f @@ = y)] 7V f (@ =)V g (y)]
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appartient donc & L'(RY) pour presque tout z € R, de sorte que f et g sont
convolables, et on a

(/RN | (@ — )Y gy f(x — y)]11/qdy>q

< [ s ( [ st pr-voa)”

= 1519112 ) -

En appliquant I'inégalité de Hausdorff-Young dans le cas déja établi ou p = ¢ =
r =1 au produit de convolution |f| % |g|?, on trouve donc que

I % 0y = [
<Mk, [ 11 lol" (@)

= A ey DTz e g vy = 1% ey 91 ey

q
dx

- [z —y)g(y)dy

4eme cas : supposons enfin que 1 < p,q,r < oo vérifient
1 1 1
I+=-==+-.
r p q
D’apres le 2eme cas, la fonction
y = | f(z—y)|P"g(y)|" appartient & L"(RY) p.p. en 2z € RY
tandis que
y=|flx— y)|1_p/r appartient & Lrp/r_p(RN) pour tout z € RY |
Y lgy)=T appartient & L™/~ (RN).

Remarquons en effet que

de sorte que
l1<p<r, etdemémel<g<r.

Appliquons I'inégalité de Holder a trois termes — cf. Appendice de ce chapitre,
Corollaire 1.5.2 — avec n =3, p; =1, pp = —= S et p3 = , de sorte que

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—_- -t —=—+|-——+({-—=-)=—-F+-—-=1.
P1 P2 P3 T p r q T p q T

On en déduit que la fonction

y = @ =y)llgw) = 1f @@ = y)[727 [ f @ = 9) P g )| " gy~
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appartient & L'(RY) p.p. en € R¥, de sorte que f et g sont convolables, et
que

(/ [F@ =)l lg@)*" | — y>|1p/’”|g<y>|””dy>
RN

< (17 % 191G 115 B 9l o -
Appliquant I'inégalité de Hausdorff-Young dans le cas déja établi ou p = q =
r =1 au produit de convolution |f|? x |g|?, on trouve finalement que

<ol ([ 1=l 15 = P gty ) o

<t ol [ 1P ol (@)
<A e It 112 gy 9 e
= £ ze ) lglzam)
ce qui conclut la démonstration. m
Remarque 1.3.11 Si f € L?(RY) et g € L (RN) avec % + ﬁ =1 (en conve-
nant que 1/co = 0), alors fxg € L¥(RYN) d’aprés linégalité de Hausdorff-

Young. En fait, on a un résultat plus précis : la fonction fxg est uniformément
continue et bornée sur RN . Voir Ezxercice /.

1.3.2 Régularisation par convolution
Présentons d’abord la notion de suite régularisante.

Définition 1.3.12 (Suites régularisantes) On appelle suite régularisante (ou
approzimation de lidentité) une famille (C.)o<c<e, de fonctions définies sur R
vérifiant les propriétés suivantes : pour tout € €]0, €[

Ce € COO<RN) ) SUPP(CE) - B(O?T6)7 Ce >0, et Ce(x)dx =1,
RN
ol on a supposé que
re — 0 lorsque € — 07 .

Voici comment construire un exemple de suite régularisante. On part de la
fonction H définie comme dans la section précédente. Remarquons que H > 0
sur RY et que H > 0 sur B(0,1), de sorte que

H(z)dx > 0.
RN

On définit une fonction ¢ en posant

C(x) = __H=) pour tout z € RY .
H(z)dz
RN
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Il est clair que ¢ € C°(RY) et que supp(¢) = B(0,1) (puisque H € C<(RY)
et supp(H) = B(0,1)); de plus, on a { > 0 et

¢(z)dx=1.
RN

Posons alors, pour tout ¢ > 0

@)= ¢ (2);

€

on vérifie facilement que ({.)co est une suite régularisante sur RV, avec r. = e.

Voici une premiere application de la notion de suite régularisante.

Théoréme 1.3.13 (Densité de C°(RY) dans C.(R")) Soit f € C.(RY),
et s0it (Ce)o<e<e, Suite régularisante. Alors

Ccx f e C®RN) et ¢ x f — f uniformément sur RN
lorsque € — 0.
Démonstration. Supposons que supp(f) C B(0, R); alors
supp(¢c x f) € B(0,R) + B(0,r.) C B(0, R+ r.) pour tout € €]0, €],

d’apres la Proposition 1.3.4.

D’autre part, d’apres la Proposition 1.3.8, la fonction ¢ f € C*=(R") pour
tout € €]0, .

Enfin, en utilisant la commutativité du produit de convolution (cf. Proposi-
tion 1.3.2), on a

Cex flz) = f(x) = Ce)f (@ —y)dy — f(x)

RN

= CW)(f(x—y) — fz))dy
RN

RN

Par conséquent, comme (. > 0 est a support dans B(0,r.)
G F@) = F@)| < [ o)l =) = F(o)ldy
RN

< sup |[f(z —y) - f(=) Ce(y)dy

lyl<re B(0,re)

= sup [f(z—y)— f(z)].

ly|<re
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Or f est continue & support compact, et donc uniformément continue sur
RY : par conséquent, comme 7. — 0 lorsque € — 07,

sup |f(z —y)— f(z)] = 0 lorsque ¢ — O%.
z€RN ,|y|<r.

On en déduit alors que

sup |¢cx f(x) — f(z)| = 0 lorsque e — 0T,
zeRN
|
Théoréme 1.3.14 (Densité de C>°(R”Y) dans LP(R")) Soit f € LP(RY)
avec 1 < p < co. Alors
a) pour toute suite régularisante ((c)o<e<ey, ON G

|f = Ce* fllomny = 0 lorsque e — 07 ;
b) pour tout n > 0, il existe une fonction f, € C(RN) telle que
If = falleryy <1

Comme nous 'avons rappelé plus haut, 'ensemble des fonctions continues
sur RV & support compact est dense dans LP (RN ) pour 1 < p < co. Mais pour
p = 00, ce n'est pas le cas : C.(RY) n’est pas dense dans L>(R") (puisque la
limite uniforme d’une suite de fonctions continues est une fonction continue).
Donc, en particulier, C2°(R™) n’est pas dense dans L= (RY).
Démonstration. Par densité de C.(R”Y) dans LP(R"), étant donné n > 0, il
existe ¢ € C.(RY) telle que

If— ¢||LP(RN) < %77~
Puis, d’aprés le Théoreme 1.3.13, si (Cc)o<e<e, €st une suite régularisante

sup |Ce x ¢(x) — ¢(x)| — 0 lorsque € — 07T .
zeRN

Or supp(¢) est compact ; soit donc R > 0 tel que supp(¢) C B(0, R) de sorte
que
supp(Ce x ¢) C B(0,R) + B(0,rc) = B0, R+ 7¢),

d’apres la Proposition 1.3.4 et le Lemme 1.3.6. Alors, grace a I'inégalité de
Holder (voir Appendice de ce chapitre, Théoréme 1.5.1)

[Ce * & — llLomr) < e |G % d(x) = ¢(x)[|BO, R+ sup 7,)|'/7 =0
zeRN

0<e<eg

lorsque € — 07.
Pour démontrer le b), on choisit € > 0 assez petit pour que

[Ce * & — llLomny < 57



24 CHAPITRE 1. FONCTIONS C* A SUPPORT COMPACT

et on pose f, = (. * ¢ : ainsi

I1f = Fulloyy < I1f = Blloo@ny + 16 — Ce % Bl o@ny < 7.
D’autre part

Cexp € C°(RN) est & support dans B(0, R+ sup 7,),
0<e<eq

ce qui établit le b).
Pour démontrer le a), on écrit que

ILf = f*CellLr ™)

<|f = 9llee@mny + |6 = Cex Pl Lomny + I x ¢ — Ce x fllLomm)y
S (T H NSl @) = bllr@yy + |¢ = Ce* Ol Lrm)

=0+ ¢ — G *dllLr@mm)

d’apres l'inégalité de Hausdorff-Young (Théoreme 1.3.10). Or on a vu que
|¢ = Ce* Bl Lomny = 0, lorsque e — 07 .

Prenant la limite supérieure de chaque membre de cette inégalité pour € — 0%,
on trouve que

62%& If = frxlellermny <m

et comme ceci vaut pour tout n > 0, il s’ensuit que le membre de gauche de
cette inégalité, qui est un nombre indépendant de 7, est nul, ce qui établit le a).
]

1.4 Partitions de ’unité

Dans de nombreuses situations, il est tres important de pouvoir étudier cer-
taines propriétés de régularité d’une fonction (ou méme, comme on le verra plus
loin, d’une distribution) apres ’avoir localisée dans une partie de I'espace. En-
core faut-il que le processus de localisation ne modifie pas la régularité de la
fonction en question. Pour ce faire, il faut donc disposer de fonctions & support
compact dans un ouvert Q de R et valant identiquement 1 sur un compact de
Q.

Voici un premier résultat dans ce sens.

Lemme 1.4.1 (Fonctions plateaux) Soient 0 ouvert de RN et K compact
inclus dans Q. Il existe une fonction ¢ de classe C sur RN vérifiant

0<¢ <1, supp(¢) compact CQ, et =1 sur un voisinage de K.
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Démonstration. Pour tout = € K, il existe r, > 0 tel que B(z,7;) C .
Notons alors y, la fonction de classe C> sur RN définie par

Xw(y):26H<y_x> , yERN,

Tx
ou H est la fonction définie a la section 1.2, de sorte que
supp(xe) = B(z,72), Xz > 0sur B(z,r,), et xo(z) =2.
Définissons alors I'ouvert
Us={y € Qxu(y) > 1}, z€K.

Evidemment (U,).cx est un recouvrement ouvert de K puisque z € U,. Il
existe donc x1,...,x, € K tels que

KcU,U...uU,, .
La fonction
f = ZX:EJ
j=1
vérifie
feC=®RY), supp(f) C B(x1,72,)U...UB(zy,7s,) compact C €,
et f>1sur V=U,U...UU,,

qui est un voisinage ouvert de K.
Considérons maintenant la fonction I de la section 1.2 avec a =0 et b = 1,
de sorte que

IeC®mR), I'>0, I 0, Huﬂzl.

R7:

La fonction ¢ = I o f répond a la question. m

N.B. Avec le choix de x, fait dans la démonstration ci-dessus,

Uy = B(z,ary) ou a > 0 est tel que 2e - /(=1 — 1

Voici une premiere application de ce résultat.

Théoréme 1.4.2 (Densité de C°(2) dans LP(Q)) Soient Q ouvert de RY,
p € [1,00] et f € LP(2). Pour tout n > 0, il existe f, € C(Q) telle que

If— fn”LP(Q) <.
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Pour démontrer ce résultat, on prolonge f par 0 en dehors de €2, puis on ap-
plique le Théoréme 1.3.14, ce qui fournit une fonction G € C2°(R™) approchant
le prolongement de f dans LP(RY). Toutefois, la fonction G ainsi obtenue n’est
en général pas a support dans 2. L’idée consiste a tronquer G en la multipliant
par une fonction de Cg°(Q2) valant 1 sur un compact de €2 bien choisi, comme
dans le Lemme 1.4.1.

Démonstration. Soit F' € LP(RY) définie par

F(z)=f(x)sizeQ, F(x)=0siz¢Q.
D’apres le Théoréme 1.3.14, il existe G € C°(RY) telle que
IF = GllLo@ny < 30
Pour tout n > 1, on considere
K, ={z € Q] dist(z,00) > 1/n et |z| <n},

qui est compact car fermé borné dans RY. D’apres le Lemme 1.4.1, pour tout
n > 1, il existe ¢,, € C°(RM) telle que

supp(¢n) C R, fnl, =1, 0< ¢, <1.

Evidemment
]-K,,L S ¢n S ]-Q .

Pour tout n > 1, on définit G,, = ¢,,G. Par construction de K,,
1k, (z) T 1o(z) pour tout z € RY quand n — oo,
de sorte que
¢n(x) = 1o(z) pour tout z € 2 quand n — oco.
Comme G € LP(RY) et que
|G(z) — Gp(2)|P(x) < |G(z)|P pour tout x € £,

on en déduit par convergence dominée que
|Grn — G||’£p(ﬂ) = / |Gy (z) — G(2)|Pdz — 0 quand n — oo.
Q
Il existe donc nq > 1 tel que

|G,y — G||Lp(n) < %77-

Posons alors
f n = Gm |Q .
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Par construction, la fonction G,,, € C*°(R") est & support compact dans €2, de
sorte que f, € C°(§2). De plus, d’apres ce qui précede,

If = faller) = 1F = Gy llLe (o)
<|F = Glr) + |G = Gn,llLro)
<|F = Gllr@yy +1G = Gy llr@) < ns

d’ou le résultat annoncé. m

N

Un autre probleme se posant fréquemment consiste a “passer du local au
global”, c’est-a-dire a déduire certaines propriétés de régularité globale d’une
fonction (ou, comme on le verra, d’une distribution) & partir de propriétés locales
de cette fonction. Pour ce faire, on se servira de la notion de “partition de
Iunité”.

Théoréme 1.4.3 (Partitions de I'unité) Soient K C RY compact, et des
ouverts de RN notés Q,...,Q, tels que

KcOu...uQ,.
Alors il existe des fonctions ¢1,. .., ¢, de classe C™ sur RN telles que
0<¢r <1 et supp(¢r) compact C Q pourk=1,...,n,

vérifiant
n

Z ¢r = 1 sur un voisinage de K .
k=1

Démonstration.

FEtape 1. Montrons qu’il existe K1, ..., K, compacts tels que
n

KjCQj, j=1...,n, etKCUKj.
j=1

En effet, pour tout = € K, il existe k(z) € {1,...,n} et ry, > 0 tels que la
boule fermée B(z,7,) C Q(y). Evidemment (B(z,r;))zex est un recouvrement
ouvert du compact K. Il existe donc z1,...,T,, € K tels que

K C B(x1,73,)U...UB(®m,rqg,,) -
Pour tout j =1,..., m, notons
Aj={l=1,....m|k(z;) = j},

et posons
K; = U B(zy,re,) CQy, j=1,...,n.
lEAj
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Etape 2. En appliquant le Lemme 1.4.1, on construit, pour tout 5 = 1,...,n,
une fonction ¢; € C°(RYN) telle que

supp(¢;) compact C Q;, ¢; >0, 1; =1 sur V; voisinage ouvert de K .

Alors

n

Z Y; >0sur V=V, U...UV, voisinage ouvert de K.
j=1

Toujours d’apres le Lemme 1.4.1, soit # € C>°(RY) vérifiant
supp(f) compact C V', 6 =1 au voisinage de k', et0<60<1.

Ainsi
1—9+Z@/}k >0 sur RV.
k=1
En effet

n

1=0(x) + > vr(x) =D () >0 sizeV,
k=1 k=1

1—9(m)+zwk(x)21—9(m)=1 sixg V.

k=1

Posons alors

Par construction, ¢; € C®(RY) et vérifie
¢; >0, et supp(¢;) compact C ;.

Enfin, on a

n
Z ¢j(z) =1 en tout point ol f(z) =1
j=1

c’est-a~dire sur un voisinage de K. m

1.5 Appendice : Inégalités de Holder et de Min-
kowski

Théoréme 1.5.1 (Inégalité de Holder) Soient X C RN mesurable, ainsi
que deux réels p,q € [1,00] tels que

1 1
—+—-=1, avec la convention 1/oo =0.
P q
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Soient f € LP(X) et g € LY(X). Alors le produit fg € L'(X) et on a

[ @i < ([ ir w@m(/m w@w i p.g < oo,

tandis que

/|f |dx<supess|g |/|f )dz sip=1etqg=o00
ex

Rappelons la notion de borne supérieure essentielle : pour toute fonction h
mesurable de X dans [0, +o0],

supess h(z) := min{\ € R|h~*(J\, +00]) de mesure nulle.} .
reX

Notons M = supess h(z); la borne inférieure au membre de droite de ’égalité

rzeX
ci-dessus est bien atteinte, puisque

h™ (M, +oc]) = | J i (IM + £, +00))

n>1

et que le membre de droite est un ensemble de mesure nulle comme réunion
dénombrable d’ensembles de mesure nulle.
Notant N I’ensemble de mesure nulle

N =h7H (M, +])
la définition méme de M = supess,x h(z) entraine que

M = sup h(x).
zeX\N

D’autre part, si A C X est un ensemble de mesure nulle, alors

supess h(z) < sup h(x).
reX zeX\A

Démonstration. Si p = 1, alors ¢ = oo et I'inégalité est triviale. En effet, il
existe un ensemble de mesure nulle N tel que

e

gl myy = sup |g(z)|.
X\W

Alors

| 1@ |M—vammmm

gwpmm/ (@) de
r€X\N X\NV

= Ssup |g($)|/X|f(x)\de:||9||Loo(X)||f||L1(X)~

zeX\N
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Supposons maintenant que p, ¢ €]1, ool.

Si
(/. f(x)l”dw)l/p (/. |g<x>|%zx)1/q ~0,

alors I'une des deux fonctions f ou g est nulle p.p. sur X, de sorte que

/ F(@)g(@)ldz = 0.
X

L’inégalité de Holder est donc trivialement vérifiée dans ce cas.
On supposera donc que

(/ f(fv)l”d:v>1/p (f |g<z>|de)l/q £0.

Posons alors

LET
[ iswpas)

Par concavité de la fonction z — Inz, on a

o)
[ lsteas)

1lna+1lnb§1n<a+b>
p q p q

F(z) = G(r) =
( (

pour tous a,b > 0, de sorte que

al/rpt/a < &4 b
P q
pour tous a,b € R;.
Appliquons cette inégalité avec a = F(z)P et b= G(x)? :
1 1
F(z)G(z) < —-F(z)? + -G(x)?, pp.enzeX.
p q
Intégrant les deux membres de cette inégalité sur X, on aboutit a

1 1
/XF(:E)G(x)dx < » + " =1

/X F(z)Pdx = /X G(z)ldr =1

par définition des fonctions F' et G. On en déduit le résultat annoncé puisque
1
F(z)G(z)dx = 1 I |f(z)g()|dx .
¥ / /p /a4 |
([ 1s@ras) ([ o)
X X

]
L’inégalité de Holder se généralise évidemment au produit d’un nombre quel-
conque de fonctions.

car
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Corollaire 1.5.2 (Inégalité de Holder pour un produit de n fonctions)

Soient X C RN mesurable, un entier n > 2 ainsi que des réels p1, . .., pn €]1, o]
tels que

1 1

—+...+—=1.

P1 Pn

Soient f; € LPi(X) pour j=1,...,n. Alors fi... f, € LY(X) et on a

[ 1@ i < 1_11 (/X fj(x)|”jdx)1/pj |

Démonstration. Appliquer I'inégalité de Holder du Théoréme 1.5.1 en posant
f=fietg= fo...fn, puis procéder par récurrence sur n. m

Voici une premiere application tres importante de l'inégalité de Holder —
qui n’est rien d’autre que l'inégalité triangulaire dans LP(X).

Théoréme 1.5.3 (Inégalité de Minkowski) Soient X C RN mesurable, ainsi
que p € [1,00[. Alors, pour tous f,g € LP(X), on a

( /X |f(w)+g(w>pdw)1/p< ( /X |f(x)|pdx>1/p+( /X |g(x)|pdx)1/p sip< oo,

tandis que
supess |f(z) + g(z)| < supess |f(x)| + supess |g(z)| sip= 0.
reX reX

zeX

Démonstration. Le cas p = 1 est trivial.
Pour 1 < p < oo, écrivons que

|f(x) 4+ g(x)| <|f(z)|+ |g(z)|], pour presque tout x € X

de sorte que
/ (@) +g(x)Pdx < / F@) |1 () + ()P~ da+ / (@)1 (@) +g(x)Pd.
X X X

Appliquons I'inégalité de Holder, en notant p’ = %, de sorte que % + i = 1.
On a

J @I + gap-de

< ([ )" ([ 150+ gtwyevar)
(Juera)” ([ 1w+ gora) "
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De méme

[ @) +atartan < ([ g(m)ﬁdx)l/p (/ If(w)+g(:v)|pdw>11/p-

En additionnant membre & membre ces deux inégalités, on trouve que

/X (@) + g(@)Pda

< (( / If(x)lpdrv>1/p+< / |g<x>|ﬁdx)1/p> (f If(x)+g(x)l”dw>1l/p~
S

/ (@) + g(@)Pdz =0
X

I'inégalité annoncée est évidemment vraie.
Sinon, on divise chaque membre de I'inégalité ci-dessus par

([ v+ swra) R

ce qui donne 'inégalité annoncée.
Passons enfin au cas p = oo : il existe A et B C RY de mesure nulle tels que

supess | f(z)| = sup |f(z)],
zeX zeX\A

supess [g(x)| = sup |g(z)].
reX zeX\B

Alors A U B est de mesure nulle et, pour tout z € X \ (AU B)

|f(z) + g(x)| < |f(@)| +]g(z)] < sup [f(z)[+ sup |g(z)|.
zeX\A z€X\B

En passant au sup sur X \ (AU B), on trouve que

supess[f(z) +g(z)| < sup  [f(2) + g(2)]

zeX z€X\(AUB)
< sup [f(z)|+ sup |g(=)]
TEX\A z€X\B

= supess | f(x)| + supess|g(z)] .
zeX reX

Rappelons enfin que, pour tout X C RN mesurable et toute fonction f
mesurable sur X, on note

1/p
1o = ( / If(x)”dx> Si1<p<oo,
X

[ fll Lo (x) = supess|f(z)| sip=o0.
zeX
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1.6 Exercices

Exercice 1.
Démontrer les formules du binéme, du multinéme et de Leibnitz.

Exercice 2.
Montrer que la fonction y définie sur RY par

|z]2

X(@)=e =P si|z| <1, x(z)=0si|z]>1
est de classe C* sur RN.

Exercice 3.

a) Soit f € C*°(R) telle que f(0) = 0. Montrer que la fonction = @ se
prolonge en une fonction de classe C* sur R.

b) Soit n > 1 entier. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur

f € C*(R) pour que la fonction z + féf)
C* sur R.

se prolonge en une fonction de classe

Exercice 4.

Soient f € LP(RY) et g € LY(RY) avec p,q € [1,0] tels que %—i—% = 1.
Montrer que f x g est uniformément continue et bornée sur RY. (On pourra
utiliser le fait que C.(RY) est dense dans LP(R”) pour p € [1,00[, et quune
fonction continue sur un compact est uniformément continue.)

Exercice 5.
Soit A C R”Y mesurable et de mesure de Lebesgue |A| > 0. Montrer que

A-A={z—vy|z,yc A}

est un voisinage de 0.
(Indication : on pourra considérer la fonction fxf, ol f est la fonction indicatrice

de A et f(z) = f(—x).)

Exercice 6.
Soit (an)n>0 une suite quelconque de nombres réels, et soit x, une fonction
de classe C*° sur R telle que

X [,1’1] = 17 Supp(X) c [_2’2] :

a) Montrer qu’il existe une suite (€,),>0 de réels positifs tendant vers 0 telle

que la série
z" x
Fl) =Y an i ()

n>0

définisse une fonction f de classe C*° sur R.
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b) En déduire le

Théoréme de Borel. Pour toute suite (ay,),>0 de nombres réels, il existe une
fonction f € C*°(R) telle que

f™(0)=a,, pourtoutneN.

Exercice 7.
Soient © ouvert de RY et K compact de R” inclus dans 2. On notera dans
la suite de cet exercice ' = RN \ €.

a) On note
dist(K, F) =inf{|z —y| |z € K et y € F}.

Montrer que dist(K, F') > 0.

b) Montrer que la borne inférieure du a) est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe
x € K et y € F tels que dist(K, F) = |z — y|.

c¢) Dans la suite de cet exercice, on notera n = dist(K, F'). Pour tout € > 0, on

pose
K. ={z € RY| dist(z, K) < ¢}.

Montrer que, pour tout e €]0,7[, 'ensemble K. est un compact de RY inclus
dans €.

d) Soit x € C=(RY) telle que
0<x <1 spp(0 C BOD. [ (s =1,
RN
Pour tout € > 0, on pose x.(x) = e Vx(x/e), et, pour tout x € RV,

fe(z) = /K Xe(z —y)dy .

Montrer que f. € C®(RYN) vérifie
Supp(fe)CK257 0<f <1, fe|K:1a
et enfin que, pour tout multi-indice o« € N, la famille de nombres réels

elol sup |0%fc(z)]
reRN

reste bornée lorsque € — 0.

En déduire une autre preuve du Lemme 1.4.1.



Chapitre 2

E.D.P. d’ordre un

Les équations aux dérivées partielles constituent le champ d’application le
plus important de la théorie des distributions. Elles en ont d’ailleurs été, histo-
riquement, la motivation premiere.

La théorie des équations aux dérivées partielles d’ordre un se ramene, dans
une certaine mesure, a celle des systemes d’équations différentielles ordinaires.

C’est donc par I'étude de ces équations que nous commencerons, et nous
verrons sur plusieurs exemples qu’il est naturel d’avoir a considérer des solutions
d’équations aux dérivées partielles qui ne soient pas forcément différentiables.
Cette constatation fait sentir la nécessité de généraliser les notions usuelles du
calcul différentiel.

2.1 L’équation de transport

L’équation de transport est le prototype des équations aux dérivées partielles
linéaires du premier ordre. Elle s’écrit

8tf+1]vwf:0

ot 'inconnue f : (t,x) — f(t,r) est une fonction & valeurs réelles de classe C'!
définie sur R x RY, et ot1 v € RY est un vecteur donné.

Il s’agit d’'un modele intervenant dans diverses branches de la physique
(théorie cinétique des gaz ou des plasmas, optique géométrique, neutronique. . .)
L’inconnue f(t,x) désignera, selon le contexte, une densité d’énergie ou de
nombre de particules au point x a l'instant ¢, dont le vecteur v est la vitesse de

propagation.
La notation V. f désignera tout au long de ce chapitre le gradient de f par
rapport aux variables x = (z1,...,2N) :
O, f(t, )
vmf(ta :E) =
83?1\/ f(tv ZIJ)

35
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de sorte que

N
v-Vyf(t,z) = kaamkf(t,x) .
k=1

Soit y € R ; posons, pour tout ¢t € R, v(t) = y + tv; alors v est une
application de classe C! de R dans RY vérifiant

dy
E(t) =

Définition 2.1.1 L’ensemble {(t,(t)) |t € R} est une droite de R x RY, ap-
pelée “courbe caractéristique issue de y pour l'opérateur de transport Oy +v-V,”.

Soit f € CY(Ry x RY) solution de I’équation de transport. L’application
t — f(t,v(t)) est de classe C! sur R, (comme composée des applications f et
t — (t,7(t)), toutes deux de classe C!), et on a

N
670 = AF€A) + 300 £ 020D GE )
N

= 0 f(t,7(1) + Y vk, f(1,7(2))

k=1

= (8tf +v- sz)(tﬁ(t)) =0

Ainsi, toute solution de classe C' de I’équation de transport reste constante le
long de chaque courbe caractéristique.

Théoréme 2.1.2 Soit f™ ¢ CY(RN). Le probléme de Cauchy d’inconnue f
Oif(t,x) +v-Vof(t,z)=0, zcRN, t>0,
f(0,2) = f™(z), zeRY,
admet une unique solution f € C*(Ry x RY), donnée par la formule
flt,z) = f™(x —tv)  pour tout (t,z) € Ry x RV,

Cette formule explicite pour la solution de I’équation de transport en jus-
tifie le nom : le graphe de la donnée initiale f'™ est en effet transporté par la
translation de vecteur tv.

Démonstration. Si f est une solution de classe C! de I’équation de transport,
elle est constante le long des courbes caractéristiques, donc

ft,y+tv) = f(0,y) = f"(y), pourtoutt>0, yeRY.
En posant y + tv = x, on trouve donc que

f(t,z) = f"(x —tv) pour tout t >0, z € RV,
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A y
v |
0 X
A y
y =7, x)
\_

=

EN

t

FIGURE 2.1 — Le graphe de la donnée initiale f*" est translaté de tgv pour
fournir le graphe de la fonction x — f(to, x).

Réciproquement, pour fi* € C1(RY), I'application (t,x) — f"(x — tv) est
de classe C! sur RxR” (comme composée des applications fi" et (¢, z) — x—tv
qui sont toutes deux de classe C'!). D’autre part on a

Vo[ (x = tv)) = (V™) (@ — tv),
tandis que
O(f"(x—tv)) = — Z i (O, [*") (@ — tv)
= v (V") (2 —tv) = —v- Vo (f"(x — tv)),

ce qui montre que la fonction f : (¢,z) — fi"(x — tv) est bien une solution de
I’équation de transport. m
Méme si f* n’est pas dérivable, la formule

f(t,z) = f"(z — tv)

garde un sens, et on souhaiterait pouvoir dire qu’elle définit encore une solution
de I’équation de transport.
Exemple : pour N = 1, prendre f'" en escalier, par exemple

fMx)=1siz<0, f(r)=0siz>0

La solution de ’équation de transport modélise alors une onde de choc se pro-
pageant a la vitesse v.
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by
in v
y=/"x)
1
I/ TY% X
y :.f(to? X) II
/ 11
o
L
L
v
1
i
[} _
/tov tO X
/II t
?aracterlsthue/4/
issue de 0 /

FIGURE 2.2 — Solution de I’équation de transport présentant une discontinuité
de premiére espece (saut).

Pour I'analyse des équations aux dérivées partielles, il est donc souvent tres
naturel de devoir “dériver des fonctions non dérivables”.

Le bon cadre pour cela, comme on le verra dans la suite de ce cours, est la
théorie des distributions.

2.2 Equations de transport a coefficients variables

Dans de nombreuses situations, la vitesse de propagation v n’est pas constante,
mais peut varier avec la position ou méme avec le temps. (Pensons par exemple
a la propagation de la lumiere dans un milieu d’indice variable : la vitesse de
la lumiere est inversement proportionnelle a l'indice du milieu, et les rayons
lumineux sont alors courbés.)

On va donc étudier ’équation de transport

Ouf(t,x) +V(t,x) -Vaof(t,z) =0, 0<t<T,zcRY,

ot V: [0,T] x RY — RN est un champ de vecteurs admettant des dérivées
partielles d’ordre 1 par rapport aux variables x; pour j = 1,..., N et vérifiant
les hypotheses suivantes :

(H1) V et V.,V sont continues sur [0,7] x RV,
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et il existe kK > 0 tel que
(H2) |V (t,z)| < k(1 + |z|), pour tout (¢,z) € [0,T] x RN .
La notation V,V désigne, pour le champ de vecteurs V, la matrice

0, Vi(t,z) ... Oz Va(t )
V. V(tx)=
Oz, VN(t,z) ... OxpnVn(t,x)

Autrement dit, le j-éme vecteur colonne de la matrice V,V est 0., V, dérivée

partielle du champ de vecteurs V' par rapport a la j-iéme coordonnée de x, ce
qui se traduit encore par la formule

(VIV(t,IL'))” :8IJV;(t,IE), Z,]:L,N

Comme le champ de vecteurs vérifie 'hypothese (H1), le théoréeme de Cauchy-
Lipschitz entraine I’existence locale d’une unique courbe intégrale de V' passant
par le point & Uinstant ¢. (Voir [17], Théoréme 2.1.)

Définition 2.2.1 Soit v la courbe intégrale de V passant par x a linstant t,
c’est-a-dire la solution de

On appellera la courbe de R x RN paramétrée par s et définie par

s+ (5,7(5))
“courbe caractéristique de l'opérateur Oy +V -V, passant par x a Uinstant t”.

On veut exploiter la notion de courbe caractéristique pour I'opérateur de
transport a coefficients variables 9, + V (¢, z) - V, afin d’aboutir & une formule
semi-explicite pour les solutions de 1’équation

Of(t,x)+V(t,x) Vi f(t,z) =0,

comme dans le cas ou V = Const. étudié plus haut. Pour ce faire, on aura
besoin de quelques propriétés fondamentales de ces courbes caractéristiques,
résumées dans la proposition suivante. (Dans le cas ot V' = Const. ces propriétés
sont vérifiées trivialement car ’équation différentielle donnant les courbes ca-
ractéristiques est résolue de maniere explicite.)

Proposition 2.2.2 (Flot caractéristique) Supposons que le champ de vec-
teurs V satisfait auzx hypothéses (H1)-(H2).
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Alors, pour tout (t,z) € [0,T] x RN, la courbe intégrale s v+ ~(s) de V
passant par x & linstant t est définie pour tout s € [0,T). Dans toute la suite,
on notera s — X (s,t,x) cette courbe intégrale, c’est-a-dire la solution de

0s X (s,t,x) = V(s, X(s,t,x)),
X(t,t,x)=x.

Lapplication X : [0,T] x [0,T] x RN — RN ainsi définie, appelée flot ca-
ractéristique de l'opérateur Oy + V - V., vérifie les propriétés suivantes :
(a) pour tous t1,ta,t3 € [0,T] et z € R3

X(t?nt?vX(tZatlvx)) = X(ti’ntlax);

(b) pour tout j = 1,...,N, les dérivées partielles secondes 858IjX(s,t7m) et
0,05 X (s,t, %) existent pour tout (s, t,x) €]0,T[x]0, T[xRN et se prolongent en
des fonctions continues sur [0, T] x [0, T] x RN ; de plus, pour tout j =1,..., N,
on a

0505, X (s,t,x) = 0,05 X (s, t, ) pour tout (s,t,z) € [0,T] x [0,T] x R ;
(c) pour tous s,t € [0,T] Iapplication
X(s,t,:): x— X(s,t,2)

est un C'-difféomorphisme de RN sur lui-méme préservant lorientation ;
(d) le flot X appartient a C*([0,T] x [0,T] x RY; RN).

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons le role de
I'hypothese (H2). Considérons le cas ot N = 1 et ot V/(¢,z) = 22 : cet exemple
ne vérifie évidemment pas (H2). Alors le flot caractéristique X de 0; + 220,
vérifie

0sX (s, t,x) = X(s,t,1)%,
X(tt,x)=x.
Cette équation différentielle s’integre explicitement : on trouve que

T

X(s,t,x) = T— G-

Ainsi, lorsque & > 0, la fonction X (s,t,2) n’est définie que pour s < t + %,
tandis que, pour x < 0, elle n’est définie que pour s >t — % Donc 'application
(s,x) — X (s,t,x) n’est définie sur aucun voisinage de (¢, z) de la forme [a, b] xR.
Autrement dit, ’hypothese (H2) sert & définir le flot X de fagon globale — c’est-
a-dire pour tout ¢ tel que le champ V(t,-) soit défini et de classe C?.
Démonstration. Soit (t,z) € [0,T] x R et soit 7 la solution maximale du
probleme de Cauchy

D 5) = Vis.(s)).

V() ==
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On notera I C [0,7] Vintervalle de définition de 7, qui est évidemment un
voisinage de t.
D’aprés I'hypothese (H2), pour tous s,t € [0,7] et tout z € RY

(8] < Jo] + \ / V() ldr

| b

Iv(s)| < (lz] + £T)e* ™ < (2| + £T)e"" pour tout s € I.

< ||+ kT +k

L’inégalité de Gronwall! implique alors que

Supposons que I # [0,T] : d’apres le “lemme des bouts” (voir [17], Proposi-
tion 4.2), on aurait

|v(s)| — +oo pour s — inf(I)* ou pour s — sup(l)~ .

Or ceci est exclu par I'inégalité précédente : donc la solution maximale 7 est
définie sur I = [0, T7.

(a) Remarquons que, pour tous t1,ts € [0,7] et tout # € R, les applications
t3 — X(t3,t2,X(t2,t1,CL‘)) et t3 — X(t3,t1,.%‘)

sont deux courbes intégrales de V' passant par X (to,t1,2) pour t3 = to. Par
unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz, elles coincident donc sur leur
intervalle maximal de définition, c’est a dire pour tout t3 € [0, 7], d’ou I’égalité
annonceée.

1. Inégalité de Gronwall. Soient A, B > 0 et ¢ : R4y — R4 continue telle que

t
o(t) <A+ B/ ¢(s)ds, pour tout ¢t > 0.
0

Alors
#(t) < AePt,  pour tout t > 0.

Démonstration. La fonction v définie par
t

w(t) = A+ B/ ¢(s)ds, pour tout t >0
0

est de classe C'! sur R4 et & valeurs dans [A, 4+o0o[ puisque ¢ est continue et positive ou nulle
sur Ry . L’hypothese faite sur ¢ s’écrit

W) Bo)

v(t) A+ B[y d(s)ds

t>0.

)

En intégrant sur [0, t] chaque membre de cette inégalité, on trouve que
Iny(t) —Inp(0) =Iney(t) —In A < Bt

d’ou
o(t) < 9(t) < AePt| pour tout ¢ > 0.
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(b) D’apres le théoreme de dérivation des solutions d’équations différentielles
par rapport & la condition initiale (cf. [17] Théoréme 2.2, et Proposition 5.6),
pour tout instant initial ¢ € [0, T] fixé Uapplication (s, z) — X (s,t, z) admet une
dérivée partielle 0, X (s, t, ) pour tout (s, x) € [0,T]xRY et tout j =1,...,N.
De plus, cette dérivée partielle est 'unique solution définie pour tout s € [0, T
de I'équation différentielle linéaire

0502, X (s,t,2) = V.V (s, X(s,t,2))0:, X (5,1, 2),
0z, X(t,t,x) = ¢;

ol e; est le j-ieme vecteur de la base canonique de RY. Enfin la dérivée partielle
(s,2) = 0y, X (s,t,x) est continue sur [0, 7] x RY pour tout j =1,...,N.

On déduit alors de ’équation différentielle linéaire ci-dessus que, pour tout
j=1,..., N, la dérivée partielle seconde

(s,@) = 0505, X (s,t,2) est continue sur [0,7] x RV .

D’apreés (H1) l'application partielle V (s, -) est de classe C sur RY ainsi
que Papplication X (s,t,-), dont on a vu qu’elle admet des dérivées partielles
0z, X (s,t,-) continues sur RY pour tout j = 1,...,N. Ainsi le membre de
droite de ’équation

s X (s,t,x) =V (s, X(s,t,x)), (s,2)€]0,T[xRN.

est-il de classe C! en la variable x et le théoreme de dérivation des fonctions
composées entraine que, pour tout j =1,..., N,

02;0sX (s,t,2) =V, V (s, X(5,t,2))0:, X (5,t,2) = 050,, X (5,1, )

pour tout (s,z) € [0,T] x RY — la deuxiéme égalité ci-dessus étant précisément
I'équation différentielle linéaire vérifiée par la dérivée partielle 9, X.
(c) D’apres le (b), pour tous s,t € [0,7], application X(s,t,-) admet des
dérivées partielles par rapport & toutes les variables x; pour j = 1,..., N, et
ces dérivées partielles sont continues en tout point 2 € RY : donc 'application
X (s,t,-) est de classe C! sur RY.

Appliquons d’autre part le (a) avec t3 = t; = set ty = ¢, puisavects =t; =t
et to = s : on en déduit que

X(s,t,-) est une bijection de RY sur R d’inverse X (s,t,-)"! = X(t,s,-).

Comme la bijection X (s,t,-) et son inverse X (¢, s,-) sont de classe C! sur RY,
c’est un C'-difféomorphisme de RY sur lui-méme.
Considérons enfin le déterminant jacobien

J(s,t,x) =dét(V, X (s,t,x)).

Le point (b) entraine que 'application s — J(s,t,z) est continue de [0, 7] dans
R ; d’autre part J(t,t,x) = 1 et J(s,t,x) # 0 pour tout s € [0,7], car c’est
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le déterminant jacobien du difféomorphisme X (s,¢,-). Le théoréme des valeurs
intermédiaires implique alors que J(s,t,z) > 0 pour tout s € [0,T], ce qui
équivaut & dire que le difféomorphisme X (s,t,-) préserve l'orientation de R”.
(d) D’apres le (b), lapplication (s,t,2) — X(s,t,2) admet des dérivées par-
tielles continues par rapport aux variables x; pour tout j = 1,..., N et tout
(s,t,7) €[0,T] x [0,T] x RY, ainsi évidemment que par rapport & la variable s
puisque, par définition, 95X (s, t,z) = V (s, X (s,t,x)).

Montrons que X admet aussi une dérivée partielle continue par rapport a la
variable t. Pour (s, ) € [0,T] x R fixé, le point X (s,t, ) est I'unique solution
y(t) de I'équation

F(t,y(t) =0

ol on a posé
F(t,y) :X(t,s,y)—l'.

L’application F : [0,7] x RY + RY est de classe C!, et, pour tout temps
t € [0,T], la matrice V,F(t,y) = V,X(t,s,y) est inversible — en effet, on a
déja vu que dét(VyF(t,y)) = J(t,s,y) # 0. D’apres le théoréme des fonctions
implicites (voir [17], Théoréme 1.4), la solution ¢t — y(t) est donc dérivable et
on a
dy . -1
20 ="V F(ty() " 0 F (¢, y(t))
= V. X(t,s,X(s,t,2)) ' V(t,X(t,5,X(s,t,2)))
= V. X(t,s,X(s,t,2) ' V(t,x).

Cette derniere formule montre que ’application 9; X est également continue sur
[0,T] x [0,T] x RY.

Comme 'application X admet des dérivées partielles continues en tout point
de [0,T] x [0,T] x R¥, elle y est de classe C'. m

Expliquons maintenant comment on résout le probleme de Cauchy pour une
équation de transport a coefficients variables gréace a la connaissance de son flot
caractéristique. Ainsi, le Théoreme 2.2.3 ci-dessous se spécialise en Théoreme
2.1.2 lorsque V = Const.

Théoréme 2.2.3 Soit V' un champ de vecteurs vérifiant les hypothéses (H1)
et (H2), et soit f* € C*(RYN). Alors le probléeme de Cauchy pour I’équation de
transport

Oif(t,x) +V(t,x) - Vuf(t,x) =0, 0<t<T,zecRY,
f(0,2) = f™(x), xeRN,

admet une unique solution f € C1([0,T] x RYN). Cette solution f est donnée
par la formule

f(t’x) = fm(X(Oat’x))

ot X est le flot caractéristique du champ V. — c’est-a-dire que s — X (s,t,x)
est la courbe intégrale du champ V passant par x a linstant t.
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Démonstration. Commencons par 'unicité, et pour cela, procédons par condi-
tion nécessaire.

Soient donc f € C1([0, T]xRY) et z € RY fixés; on va considérer la fonction
¢ s @(s) = f(s,X(s,0,2)). Cette fonction est de classe C! sur [0, T] comme
composée de f et de 'application

s+ (s,X(s,0,2))
qui est de classe ! d’apres la Proposition 2.2.2 (d). Calculons sa dérivée

99 (4 = 0,1(5, X (5,0,2)) + Vi f (s, X(5,0,2)) - 0uX (5,0, 2)

ds
=0 f(s5,X(s,0,2)) +V(s,X(s,0,2)) - V.. f(s,X(s,0,2)).
Par conséquent, si f est solution de I’équation de transport
of(t,x) +V(t,z)-Vaf(t,z)=0, 0<t<T,zecRY,

on a

d
d—f(s) = ( pour tout s €]0, 7],

de sorte que la fonction ¢ est constante sur l'intervalle [0,7]. En particulier,
pour tout s € [0, 7],

¢(s) = f(5,X(5,0,2)) = £(0,X(0,0,2)) = f(0,2) = ¢(0) = " (2).
Faisons le changement de variables = X(s,0, z) ce qui, d’aprés la Proposition
2.2.2 (a)-(c) équivaut & z = X (0, s, z). On trouve alors que

f(s,z) = f™(X(0,s,x)) pour tout (s,z) € [0,T] x RV .
Réciproquement, montrons que la formule

f(t,l‘) = fm(X(Ovt7x))

définit une fonction de classe C* sur [0,7] x R, qui est solution du probléme
de Cauchy pour I’équation de transport.

D’abord, f € C'([0,7] x RY) comme composée de " qui est de classe C!
sur RV, et de l'application (¢,7) — X(0,¢,z), de classe C! sur [0,T] x RY
d’apres la Proposition 2.2.2 (d).

D’autre part, f(0,2) = f"(X(0,0,7)) = f™(x) pour tout x € RV.

Enfin ]

Of(t,x) =Vf"(X(0,t,2))-0:X(0,¢t,x),
Oz, [(t,x) = V" (X(0,t,2)) - 0p; X(0,t,7),
de sorte que

atf(tvx) + V(t,.’ﬂ) ! sz(t7l’)
N
= VX 0,t2) - | X (0,t,2) + Y Vj(t, 2)0., X (0,1, 2)

Jj=1

Le résultat annoncé découle alors du lemme suivant. m
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Lemme 2.2.4 Le flot caractéristique X vérifie

N
0 X (0,t,2) + Y Vi(t, )0, X(0,,2) = 0
j=1

pour tout (t,x) € [0,T] x RV.
Démonstration. Partons de la relation (a) de la Proposition 2.2.2 :
X(t37t27X(t27t17$)) = X(t37t17x)

pour tous t1,ts,t3 € [0,7] et tout z € RV,

Dérivons chaque membre de cette égalité par rapport a ¢t : comme le flot
caractéristique X est de classe C! sur [0,7] x [0,T] x R, le théoreme de
dérivation des fonctions composées entraine que 2

0 X (t3,t2, X(t2,t1, Za X (ts,to, X(to,t1,2))0sX;(t2, t1,2) =0,
ou encore
875X(t3at27 t?ytla Za X t37t25 (tQatlax))‘/}(tQaX(tQatla'r)) =0.

Posant t3 = 0 et to = t; = t, on aboutit a la relation annoncée. m
A nouveau, remarquons que la formule

f(tvx) = fin(X(Ovtvx))

garde un sens méme si f*"* n’est pas dérivable, et on aimerait pouvoir dire qu’elle
définit une solution en un sens généralisé de I’équation de transport

Oif(t,z) +V(t,x) - Vuf(t,z) =0.

Toutefois, pour donner un sens a un tel énoncé, on devra avoir recours a la
théorie des distributions, présentée dans la suite de ce cours.

2.3 Equations aux dérivées partielles non liné-
aires d’ordre un : étude d’un exemple

L’équation de Hopf — également appelée équation de Burgers sans viscosité
— intervient dans différents contextes, comme par exemple la dynamique des

2. Dans tout ce qui suit

0s X désigne la dérivée de X par rapport a sa premiere variable,

0t X désigne la dérivée de X par rapport a sa seconde variable.
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gaz sans pression, ou encore en tant que modele (proposé par Ya. B. Zeldovich)
pour I’évolution a grande échelle d’amas de galaxies.
L’équation de Hopf, d’inconnue u = u(t,z) € R, s’écrit

Opu(t, ) + u(t,z)0zu(t,z) =0, t>0, z€R.

Autrement dit, u est la solution d’une équation de transport dont la vitesse
de propagation au point z et a l'instant ¢ est la valeur u(¢,z) de 'inconnue.
Cette équation est non linéaire a cause de la présence du terme ud,u qui est
quadratique en wu.

Appliquons a cette équation la méthode des caractéristiques. Supposons donc
que u est une solution de I'équation de Hopf de classe C! sur [0, T[xR. Soit
X = X (s,t,x) le flot caractéristique de 'opérateur de transport 9 + u(t, x)9,,
c’est-a-dire que

0s X (s,t,2) =u(s, X(s,t,2)), 0<s<T,
X(t,t,x) ==x.

(L’existence et I'unicité locales de X découlent du théoreme de Cauchy-Lipschitz
puisque u est de classe C1.) Alors la fonction s — u(s, X(s,t,2)) est de classe
C' comme composée de fonctions de classe C' et on a

d%u(s,X(s,t,z)) — (Oyu + udyu) (5, X (5,1, 2)) = 0.

La fonction s +— u(s, X (s,t,2)) est donc constante sur [0, T, de sorte que
u(s, X(5,t,2)) = ult, X(t,t,2)) =ult,z), 0<s<T.
Injectons cette information dans I’équation différentielle vérifiée par le flot X :

0s X (s,t,2) =u(s, X(s,t,x)) =u(t,z), 0<s<T,
X(t,t,2) =z,
de sorte que
X(s,t,2) =z+ (s —thu(t,z), 0<s<T.
En particulier
X(5,0,2) =z+su(0,z), 0<s<T.

Cette formule montre que le flot caractéristique X = X (s,t,z) se prolonge a
tout R x R x R en une application de classe C*.

Ecrivant a nouveau que la solution u est constante le long des courbes ca-
ractéristiques de l'opérateur de transport 0y + ud,, on trouve donc que

u(s,z 4+ su(0,2)) =u(0,2), 0<s<T, zeR.

En se basant sur cette égalité, on aboutit au résultat suivant :
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Théoréme 2.3.1 Soit u'™ € CY(R), bornée sur R ainsi que sa dérivée (u™™)’.

(a) Le probléeme de Cauchy pour l’équation de Hopf
Owu(t, z) + u(t, z)0yu(t,x) =0, t>0, zeR
u(0,z) = u'"(x), r€eR,
admet une unique solution de classe C* sur [0, T[xR, ou

1

= b (max(0, — (@) (2))

avec la convention 1/0 = 4+o00. Cette solution est définie par la relation implicite
u(t,z + tu™(2)) = u(2), (t,2)€[0,T[xR.

(b) Siu € CY(Ry x R) est solution de I’équation de Hopf sur Ry x R, alors la

donnée initiale z — u(0, z) est croissante sur R.

Démonstration. (a) Pour s > 0, posons
¢s(2) = 2+ su(z), z€R.
La fonction ¢, est de classe C' sur RV et

#.(2) = 1+ s(u™)'(2) > 0 pour tout (s,2) € [0,T[xR,

par définition de T. Comme u'"(z) = O(1) pour |z| — +o0,
@s(z) = oo pour z — +00.

Par conséquent ¢ est une bijection croissante de R sur lui-méme pour tout
s €[0,T][, de classe C! ainsi que sa réciproque ¢;!.
Enfin, en appliquant le théoréme des fonctions implicites (voir [17], Théoréme
1.4) a I’équation
F(t,2) ==z +tu"(2) —x =0

dont 'unique solution est z = ¢, 1(x), on vérifie que I’application
P (t,l’) = (I)(t,l’) = (rbt_l(‘r)
est de classe C! sur [0, T[xR, avec

u™ ((t,x))
1+ twn) (B(t,2))

8t<I>(t, .’L') = —

8, B(t, ) = +

Donc la fonction '
u(t,x) = u"(®(t, z))
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y = u"(x)
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FI1GURE 2.3 — Apparition d’une onde de choc dans la solution de 1’équation de
Hopf. Le graphe de la donnée initiale u'" est transporté par les caractéristiques.
Or les caractéristiques issues de P et @ se coupent a linstant T'. Le graphe
de u'™ transporté par le flot caractéristique cesse donc, en temps fini, d’étre le
graphe d’une fonction. La figure montre 1’évolution d’une donnée initiale dont
le graphe est une courbe croissante puis décroissante. A l'instant ¢y, le graphe
de u™™ transporté par le flot caractéristique est encore le graphe d’une fonction
— précisément de z +— u(t,z). En revanche, a I'instant ¢, le graphe de ui"
transporté par le flot caractéristique n’est plus le graphe d’une fonction.
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est de classe C! sur [0, 7[xR comme composée de fonctions de classe C!.
Enfin

Bu(t,z) = (u™) (B(t, )8, D(t, ) = _(u

Opu(t,z) = (u'™) (®(t,2))0,(t,x) = +

de sorte que ,
Opu(t, z) + u'™(D(t, x))0yu(t,z) = 0.

Comme u™(®(t,x)) = u(t,x), on en déduit que u est bien solution de '’équation
de Hopf (la condition initiale étant évidente, puisque ®(0,z) = ¢, ' () = z.)

L’unicité provient de I'application de la méthode des caractéristiques rap-
pelée avant I’énoncé du théoreme. En effet, toute solution de I’équation de Hopf
de classe C! sur [0, T[xR vérifie

u(t, z + tu(0, 2)) = u(0,2), (t,2) €[0,T[xR,

c’est-a-dire
u(t, di(2)) = u™(2), (t,2)€[0,T[xR.

En faisant le changement de variables ¢;(z) = x, c’est-a-dire
2=6,'(2) = 0t ),

on trouve que

u(t,x) = u™(@(t,2),  (t2) € [0,T[xR.

(b) Si u est solution de classe C* de I’équation de Hopf sur Ry x R, elle vérifie
la relation

u(s,z + su(0,2)) =u(0,2), pourtout (s,z) € Ry xR,

d’apres la méthode des caractéristiques.
Supposons que z — u(0, z) n’est pas croissante sur R : il existe donc z; < 29
tel que w(0, z1) > u(0, z2). Définissons
* 22 — X1

p— 0~
y u(0, 21) — u(0, 22) o

Alors
21+ s"u(0,21) = 22 + s™u(0, 22)

de sorte que
(0, 21) = u(s™, z1 + s*u(0, z1)) = u(s™, z2 + s*u(0, z2)) = u(0, 22) .

On aboutit ainsi a une contradiction, ce qui infirme I’hypothése de départ, a
savoir que z — u(0, z) n’est pas croissante sur R. m
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Ce résultat montre que, pour une équation de transport non linéaire, il se
peut

(a) que le flot caractéristique soit défini globalement,

(b) que la donnée initiale soit globalement de classe C*,
et pourtant que la solution ne soit pas définie et de classe C! globalement,
c’est-a-dire pour tout (¢,2) € Ry x R.

Ce type de comportement est caractéristique des équations différentielles
non linéaire, aux dérivées partielles ou non.

Nous avons déja évoqué plus haut ’exemple de I’équation de Riccati

dy _ o

= 0) = ¢y
prial A y(0) =y,

dont la solution

in

Y
n’est pas définie globalement, c’est-a-dire pour tout t € R, si y™ # 0.

L’exemple de I’équation de Hopf présenté ci-dessus est tout a fait analogue
au cas de ’équation de Riccati.

Toutefois, il est possible de prolonger la solution locale de classe C! de
I’équation de Hopf apres le temps T' donné dans le Théoréeme 2.3.1, en une
fonction qui n’est plus de classe C!, qui admet en général des discontinuités
de premiere espece, mais qui est pourtant solution de ’équation de Hopf en un
sens généralisé. Ce phénomene d’apparition de singularités dans des solutions
d’équations aux dérivées partielles est une nouvelle motivation pour développer
le formalisme des distributions.

2.4 Exercices

Exercice 1. Appliquer la méthode des caractéristiques pour résoudre le probleme
de Cauchy

Onf(t,x) +v-Vauf(t,x) +alt,x)f(t,z) =0, zcRY t>0,
f(O,JZ) :fin(m)v xeRNa

otta € CH(Ry x RY).
Exercice 2. Méme question pour le probleme avec second membre
f(t,2) +v- Vo f(t,a) +alt,2) f(t,2) = S(t@), v eRY, >0,
f(0,z) = fi"(z), zeRN,
o aetSeCH R xRY).

Exercice 3. Soient A > 0, a et S € C'(RY). Supposons qu’il existe M > 0 tel
que

a(z) >0 et [S(x)| + |VS(2)| + |Va(z)| < M pour tout = € RV .
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Montrer que 1’équation de transport stationnaire
M(z) + vV f(z) +a(@)f(z) = S(x), zeRY,

admet une unique solution bornée f de classe C* sur RY, et que cette solution
est donnée par la formule

+oo .
f(z) = / e~ Jo alz=sv)ds (5 _ 1y)dt |
0

Exercice 4. Soit f € C?(R) telle que f”(U) > a > 0 pour tout U € R.
Considérons le probleme de Cauchy

0w + f(Ozv) =0,
V]mg ="

ol v’ € C%(R) est bornée sur R ainsi que ses deux premieres dérivées.

1) Quelle est I’équation satisfaite par O v ?

2) En déduire un résultat d’existence et unicité locale pour le probleme de

Cauchy vérifié par v.
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Chapitre 3

Calcul des distributions

3.1 Introduction

Comme nous ’avons montré dans le chapitre précédent, il est naturel d’avoir
a considérer des solutions d’équations aux dérivées partielles en un sens suffi-
samment généralisé pour n’étre méme pas forcément différentiables. La théorie
des distributions répond précisément a cette exigence.

Mais avant d’entrer dans le vif du sujet et de développer en détail les notions
de base de cette théorie, nous allons présenter une maniere naturelle d’écrire
qu'une fonction non nécessairement différentiable est solution d’une équation
aux dérivées partielles.

Considérons par exemple le cas de I’équation de transport en dimension
N=1:

ou+co,u=0, zeR, t>0,
ufy g =u",
ou la fonction inconnue est (¢, z) — u(t, z), et ou la vitesse est ¢ € R.

Supposons dans un premier temps que u™ € C%(R), de sorte qu’il existe une

unique solution v € C1(R, x R) au probleme ci-dessus, donnée par la formule

u(t,z) =u™(x —ct), z€R,t>0.
Dire que la fonction u € C1 (R, x R) vérifie 'équation aux dérivées partielles
(A) Owu+ cOpu =0 sur R} xR

c’est dire que la fonction (¢, z) — dwu(t,x) + cOpu(t, x) vérifie
(B) // (Oru(t, z) + cOpu(t, z)) ¢(t, x)dtde = 0
R’ xR
pour toute fonction ¢ € C°(R% x R), ou encore, de facon équivalente, que

(@) /AiXRu(t,x) (0:p(t, ) + cOr(t,x)) dtdz = 0

53
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pour toute fonction ¢ € C° (R x R).
Les conditions (B) et (C) sont évidemment équivalentes : pour tout entier
n > 1 tel que supp(¢) C]1/n,n[x] —n,n[, on a

/ / (Opu(t, z) + cOyul(t,z)) p(t, z)dtdx
R% xR

= // (Opu(t, ) + cOpu(t, x)) ¢(t, x)dtdx
11/n,n[x]—n,n|

n z=n

- / ' [u(t,x)qs(t,x)}:/ndwc /1 y [utt.)s(2)] " ar

—n r=—n

_ / / u(t, z) (Dt ) + cOud(t, 7)) dida
R.jr xR

en appliquant le théoreme de Fubini et en intégrant par parties en ¢ puis en
x. Comme ¢ est identiquement nulle sur le bord du pavé ]1/n,n[x] — n,n|[, les
deux premieres intégrales au membre de droite sont nulles et

R xR
= ([ uttw) @uott.0) + et e
R’ xR

d’our I’équivalence entre les conditions (B) et (C).

Que la condition (A) implique (B) est trivial.

Réciproquement, comme u est de classe C*, la condition (B) implique que,
pour tout entier n > 1, la restriction

(Oru + cOzu C([1/n,n] x [-n,n])

)|[1/n,n]><[fn,n] €
définit un élément de 'espace de Hilbert L?([1/n, n] x [-n,n]) qui est orthogonal
au sous-espace dense C2°(]1/n, n[x] —n,n[) — voir Théoréme 1.4.2. Cet élément
est donc nul :

Opu + cOyu = 0 p.p. en (t,z) € [1/n,n] X [-n,n]

et comme Jiu 4 cdyu est continue sur R4 x R et que n est arbitraire, on en
déduit que I'annulation ci-dessus a lieu partout sur R4 x R, c’est-a-dire que u
vérifie la condition (A) ci-dessus.

Parmi les trois conditions (A), (B) et (C) ci-dessus, la condition (C) est la
seule qui ne fasse pas intervenir explicitement les dérivées partielles de u — ce
n’est que pour montrer ’équivalence entre cette condition (C) et les deux autres
conditions (A) et (B) que l'on a besoin de savoir que u est de classe C.

Cette observation suggere de généraliser la notion de solution de I’équation de
transport comme suit : on dira qu’'une fonction u continue, ou méme seulement
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localement intégrable — et en tout cas pas forcément de classe C' — sur Ri xR
est “solution généralisée” de ’équation de transport

Oyu + cyu =0 sur R} xR

si cette fonction u vérifie la condition (C) ci-dessus pour toute fonction ¢ dans
C*(RL xR).

La fonction ¢ € C°(R% xR) arbitraire dans la formulation (C) de I’équation
de transport est habituellement nommée “fonction test” — c’est pourquoi on a
pris 'habitude d’appeler C2°(Q2) I'espace des fonctions test.

Cette formulation suggere fortement que 'objet mathématique remplagant,
pour une fonction continue (ou méme seulement localement intégrable) u quel-
conque, et en tout cas pas forcément différentiable, le membre de gauche de
I’équation de transport, c’est-a-dire la fonction

Oyu + cOzu,

est la forme linéaire

¢ — u(t, ) (0pp(t, x) + cOpo(t, x)) didx

R} xR

sur le R- (ou C-) espace vectoriel C2°(R% x R). Ceci est évidemment a rap-
procher de la notion de dérivée faible dans L? présentée dans [1], chapitre 4.2.2
— la différence essentielle étant qu’on ne demande pas que la forme linéaire
ci-dessus soit continue sur L?, et donc représentable par une fonction de L? —
d’apres le théoreéme de représentation de Riesz (cf. [6], Théoréme 11.2.11, ou [9],
chapitre VIII, Théoreme 2.2.1 et 2.2.5)

Cette méthode s’applique évidemment a toutes les équations aux dérivées
partielles linéaires : I'idée consiste a faire porter toutes les dérivées partielles sur
la fonction test en intégrant par parties autant de fois que nécessaire.

La théorie des distributions consiste précisément a formaliser 1'idée que nous
venons de présenter sur ’exemple tres simple de ’équation de transport

3.2 Les distributions : définitions et exemples

3.2.1 Notion de distribution

Commencgons par définir ce que sont les distributions.

Définition 3.2.1 (Notion de distribution) Soient N > 1 entier et Q un
owvert de RN . Une distribution T sur Q est une forme R - (ou C-) linéaire
sur C°(Q) a valeurs réelles (ou complexes) vérifiant la propriété de continuité
sutvante :

pour tout compact K C €, il existe Cxk > 0 et px € N tels que, pour toute
fonction test ¢ € C°(§2) avec supp(¢) C K,

(T, ¢)| < C max sup 0% ()]

la|<pze
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Lorsque px peut-étre choist indépendemment de K dans la condition de
continuité ci-dessus, c’est-a-dire lorsqu’il existe un entier p € N tel que px < p
pour tout compact K C Q, on dit que T est une distribution d’ordre < p sur €.

Dans ce cas, on appelle “ordre de la distribution T” le plus petit entier p
positif ou nul tel que T soit une distribution d’ordre < p.

On note toujours D’'(Q2) 'espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur
Q (& valeurs respectivement réelles ou complexes ) — et souvent D(£2) = C°(Q).

Exemple 3.2.2 (Fonctions localement intégrables) A toute fonction f de

1 : o .
L;,.(Q), on associe la forme linéaire définie par

Tp: ¢ Qf(x)cﬁ(ﬂ«“)d%

pour toute fonction test ¢ € C°(§2).

Observons que, pour tout compact K C €2 et pour toute fonction ¢ € C*(Q)
a support dans K, on a

(Ty,8)] < C sup |¢(z)],  avee Cx = / @)\
zeEK K

Donc T} est une distribution d’ordre 0 sur €.

Proposition 3.2.3 (Plongement de L}, () dans D'(Q)) L’application liné-
aire
L. (Q) > f+— Ty € D'(Q) est injective.

Convention. Dorénavant, nous identifierons donc toute fonction f localement
intégrable sur Q avec la distribution 7' qu’elle définit sur (2.
Démonstration. Supposons que f € L} () appartient au noyau de cette
application linéaire, c’est-a-dire que

/ f@)p(z)de =0 pour tout ¢ € C°(9).
Q

Etape 1 : Soit zg € Q et r > 0 tel que B(zg,2r) C ©; montrons que f =0 p.p.
sur B(zg,r).
En effet, soit F € L'(RY) définie par
F(z) = 1p(gy2n () f(xz) pp.enz € Q, F(z)=0siz¢Q.

Soit d’autre part ¢ € C°(RY) telle que

¢=0, supp(¢) C B(0,1), ((z)de =1.
RN
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On sait qu’alors la famille de fonctions (. définies par

o) = ¢ () werY,

indexée par € €]0, r[ est une suite régularisante.
D’apres le Théoreme 1.3.14 a),

¢ * F — F dans L' (RY) lorsque € — 0.

D’autre part, pour tout x € B(zo,r),
G Fo)= [ Py
RN
— [ iy = [ Fwe -y =0
B(zo,2r) Q

d’apres Phypothese faite sur f, car la fonction y — (. (x — y) est de classe C*
a support dans B(xg, 2r).

En effet, si ((x —y) # 0, c’est que |z — y| < r, or comme |z — zo| < 7, il
s’ensuit que |y — zo| < 2r.

Par conséquent F = 0 p.p. sur B(zo,r); de plus par définition, f = F p.p.
sur B(z,2r). Donc f =0 p.p. sur B(xg,r).

Etape 2 : Soit maintenant, pour tout entier n > 1, I’ensemble
K, ={z€Q]|z| <net dist(z,00) > 1/n},

qui est compact (car fermé borné) dans Q. Evidemment

K, C U B(z, 5-)
zeK,

de sorte que, par compacité de K, il existe un nombre fini de points z1,..., Ty
de K, tels que
K, C B(Il, ﬁ) U... UB(xk, ﬁ) .

Or d’apres I’étape 1, f = 0 p.p. sur B(z;, %) pour j =1,...,k, ce qui implique
que f =0 p.p. sur K,,.

Comme ) est la réunion dénombrable des K, pour n € N* et que f =0
p-p- sur K, 'ensemble

{zeQf(2)#0} = [J{z e Kulf(z) #0}

n>1

est de mesure nulle comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle.
Autrement dit, f = 0 p.p. sur ) comme annoncé. =

Mais il existe aussi des distributions qui ne sont pas de la forme Ty avec

f € L},.. En voici plusieurs exemples.
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Exemple 3.2.4 (Masse de Dirac) A tout point o € Q ouvert de RN, on
associe la forme linéaire définie par

(020, ®) = d(x0),  pour toute fonction test ¢ € C°(Q).

Evidemment, pour tout compact K C Q et toute fonction test ¢ € C*(Q)
a support dans K, on a

{0, 9)| < sup [B()] -
reK
Donc 4, est une distribution d’ordre 0 sur €.

Exemple 3.2.5 (Mesure de surface et distributions de simple couche)
Soit ¥ hypersurface de RN de classe C, et do l’élément de surface sur ¥ —
cf. Appendice, section 6.2 pour une présentation de cet objet. Etant domnée
f e C(X), on appelle “distribution de simple couche de densité [ portée par X7
la forme linéaire

C>® (RN do .
o )9¢>H/E¢f

C’est une distribution d’ordre 0. Dans le cas particulier ou f = 1, on appelle
habituellement la distribution de simple couche correspondante la “mesure de
surface portée par RN 7. (Voir plus loin, dans la section 3.2.2, une justification
de cette terminologie.)

Voici maintenant des exemples de distributions d’ordre strictement positif.
Exemple 3.2.6 A tout point xg € R, on associe la forme linéaire définie par

(60m) @) = (=)™ (20),  pour toute fonction test ¢ € C°(R).

To

A nouveau, pour tout compact K C R et toute fonction test ¢ € C°(R) a
support dans K, on a

(65, 6)| < sup o™ ()],
zeK

et on vérifie que 53(02") est une distribution d’ordre m sur R.

Exemple 3.2.7 (Valeur principale de 1/x) La fonction © — 1/x n’est pas
localement intégrable sur R. Mais on définit la distribution “valeur principale”
de 1/x par la formule

<vp313,¢> = Jim ) @dw = /000 9lz) — #(za) _x(b(_x)dx.

e—0T

L’idée motivant la notion de valeur principale — due o Cauchy — est la sui-
vante : la troncature symétrique dans l’intégrale consiste a y retirer un terme

du type . .
de = gb(())/ dx + O(e)

xT x

—€ —€
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et a considérer que le premier terme au membre de droite est nul car la fonction
1/x est impaire. Evidemment le calcul ci-dessus est purement formel puisque ni
x = ¢(x)/z, ni x — 1/x ne sont intégrables sur [—e, €.

Pour tout R > 1 et toute fonction test ¢ € C*°(R) & support dans [—R, R],

(whid) = [ A0, "o =oa),,

Alors, d’apres le théoreme des accroissements finis,

)dx

<2 sup |¢'(2)],
|z|<1
tandis que
)dm <2InR sup |¢(z)].

|z|<R

Par conséquent

’<Vpi,¢>’ <2 sup |¢'(z)|+2In R sup |¢(z)]|

jo|<R je|<R
<2(1+InR) sup max(|p(z)], ¢ (x)]).

lz|<R

A partir de la, on montre sans difficulté que vp % est une distribution d’ordre 1
sur R.

Revenons sur ce que nous avons appelé la “propriété de continuité” des
distributions. Pour pouvoir en parler précisément, il faudrait commencer par
définir la topologie de 'espace C2°(2). Il s’agit 1& d’une question assez délicate
sur le plan technique et qui dépasse le cadre de notre cours.

En revanche il est tres facile de raisonner avec des suites convergentes de
fonctions test.

Définition 3.2.8 (Convergence des suites de fonctions test) Soient Q un
ouvert de RN, une suite (¢pn)n>1 d’éléments de C°(Q), et une fonction test
¢ € C(9).
On dit que
¢Pn — ¢ dans C(2) lorsque n — 00

st et seulement si
(a) il existe un compact K C Q) tel que

supp(¢,) C K pour tout n > 1;
(b) pour tout multi-indice o € NV,

0% ¢y, — 0%¢ uniformément sur Q lorsque n — oo.
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Cette notion de convergence, qui est tres forte — en particulier du fait que
tous les termes de la suite (¢, )n>1 doivent étre & support dans le méme compact
K — est bien adaptée a la propriété de continuité des distributions, comme le
montre I’énoncé suivant.

Proposition 3.2.9 (Continuité séquentielle des distributions) Soient 2
ouvert de RN et T € D'(Q). Alors, pour toute suite (¢pn)n>1 de fonctions test
appartenant 6 C°(Q) et telle que

¢ — ¢ dans C°(2) lorsque n — oo,

on a
(T, dn) — (T, P) lorsque n — co.

Démonstration. Puisque ¢,, — ¢ dans C2°(f2) lorsque n — oo, il existe un
compact K C € contenant supp(¢,) pour tout n > 1, ainsi que supp(¢).

Au compact K ainsi défini, la propriété de continuité des distributions associe
un entier px > 0 et une constante Cx > 0 telle que

(T, 4)| < Cx max sup [0%)(z)|
‘MSPK reK

pour toute fonction test ¢ € C*°(2) a support dans K.
Appliquons cela a la fonction test ¥ = ¢, — ¢ :

(T, ¢n) — (T, ¢)| < Cx max sup [0% ¢y (x) — 0d(x)].

la|<pr zeK

Le membre de droite de cette inégalité converge vers 0 puisque
0% ¢, — 0%¢ uniformément sur K lorsque n — oo.

On en conclut que
(T, ¢n) — (T, $) lorsque n — .

3.2.2 Distributions positives

Bien qu’on ne puisse pas parler de la valeur d’une distribution en un point
de l'ouvert ou elle est définie, il existe une notion naturelle de positivité pour
une distribution.

Définition 3.2.10 (Distributions positives) Soient Q ouvert de RN et T
une distribution sur €. On dit que T est une distribution positive, ce que l’on
note T'> 0, si

(T, ¢) > 0 pour tout ¢ € C°(Q) telle que ¢ > 0 sur Q.

Les distributions positives vérifient la propriété remarquable suivante.
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Théoréme 3.2.11 (Ordre des distributions positives) Toute distribution
positive sur un ouvert de RN est d’ordre 0.

Dimonstration. Soit donc T' € D'() telle que T > 0, ot Q est un ouvert de
" éoit K C Q compact. D’apres le Lemme 1.4.1, il existe x € C*°(Q) telle que
x = 1 au voisinage de K, supp(x) compact C 2, 0<yx<1.

Pour tout ¢ € C°(Q) telle que supp(¢) C K, on a
¢ = x¢, de sorte que (T, ¢) = (T, xd) .

Evidemment, comme x > 0 sur €2, on a

—x (@) sup [¢(y)| < x(x)p(x) < x(x) sup |¢(y)| pour tout z € Q.
yeK yeK

Comme T >0

<T,x (;g}gl(b(y)l —¢> > >0 et <T,x <¢+§g§|¢(y)) > >0

(T, x¢)| < Cr sup [¢(y)|, avec Cx = (T, x)-
yeK

d’ou

Ceci signifie précisément que T est d’ordre 0. m
Une conséquence importante de ce théoreme est le fait que toute distribution
positive s’identifie & une mesure de Radon positive (cf. [9], chapitre V.5.1.)

Corollaire 3.2.12 Toute distribution positive sur Q ouvert de RN se prolonge
de maniére unique en une mesure de Radon positive sur §, ¢’est-a-dire en une
forme linéaire positive sur C.(Q).

Démonstration. Soit T distribution positive sur 2. On a vu dans la démonstration
du théoreme précédent que, pour tout compact K C €2, il existe Lx > 0 tel que,
pour tout ¢ € C°(Q)) a support dans K, l'on ait

(T, ¢)| < Cr sup |p(y)]-
yeK

Notons C% () (resp. C¥(Q)) ensemble des fonctions continues (resp. de
classe C) sur & valeurs réelles et & support dans K. L’espace vectoriel C'% ()
est muni de la norme de la convergence uniforme

I fllx == sup | f(y)],
yeK

et d’apres le Théoréme 6.1.1, la restriction Tk := T’Cm(m admet un seul pro-
K

longement continu & I’adhérence C5°(Q) de C%°(£2) dans C%(Q2), noté Tk.
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Pour tout n € N*, on définit le compact

K, ={x € Q|dist(z,00) > 1/n et |x| <n}.

Par construction, C () C CF () dés que n > m > 1, et Tk, est la restric-
tion a O () de Tk, pour tout n >m > 1.

Evidemment, pour tout compact K C €, il existe n > 1 tel que K C K,.
D’apres le Théoreme 1.3.13

C.(Q) = | J Cx. (),

n>1

et on définit la forme linéaire T sur C.(Q) en posant (T, f) = (Tk,, f) pour
tout n > 1 tel que f € CF ().

Par construction, la forme linéaire T' est un prolongement de T' (autrement
dit, elle coincide avec T sur le sous-espace C'2°(§2) de C.(9)).

Ce prolongement est positif. Soit en effet un compact K C Q et f € C.(Q)
4 support dans K ; supposons que f > 0 sur Q et montrons que (T, f) > 0.
Choisissons n > 1 tel que K C K,,. Soit ((.)eso suite régularisante de RY telle
que supp({e) C B(0,¢€). Pour tout € < 1/2n, la fonction f x (. (ou 'on identifie
f & son prolongement par 0 au complémentaire de ) vérifie

f*C=0, et fx(e€CE, (Q),

et de plus f x (. — f uniformément sur 2. Ainsi

f € Cx, (@) et (T, f) = lim (T, f ) = 0.

Démontrons enfin 'unicité du prolongement positif 7.

Soit S forme linéaire positive sur C.(€2). Pour tout compact K C €, il existe
¢ € C.(Q) telle que 0 < ¢ < 1 sur Q et ¢|K = 1; posons Lg = (S,¢) > 0.
Alors, pour toute fonction f € C.(2) a support dans K, on a

—sup |f(y)|¢sup |flp sur Q,
yeN ye

de sorte que, par positivité de la forme linéaire S, on a

I(S, f)l < L sup[f(y)|.

yeQ

Supposons que S coincide avec T sur C2°(€2). Alors, pour tout n > 1, la
forme linéaire S coincide avec Tk, sur C% (), puisque ces deux formes linéaires
continues pour la topologie de la convergence uniforme coincident avec T sur
C3% (€). Autrement dit S et T' coincident avec C72 (Q) pour tout n > 1, ce qui
montre que S=T7. m

Ainsi, bien qu’a priori une distribution positive sur ) soit définie comme
forme linéaire sur ’espace des fonctions tests de classe C*° a support compact
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sur (Q, le corollaire ci-dessus montre que, dans un premier temps, une telle
distribution se prolonge par continuité de facon unique en une forme linéaire
positive sur ’espace des fonctions continues a support compact.

Par exemple, si ¥ est une hypersurface de classe C* de R", dont I’élément
de surface est noté do, la distribution de simple couche de densité 1

@WRW9¢Hﬂm¢%{/¢@MN@
>

est une distribution positive, qui se prolonge donc de maniére unique en une
mesure de Radon positive, c’est-a-dire en une forme linéaire positive sur C,(RY).

Mais on peut aller plus loin : le processus de prolongement par monotonie,
utilisé pour définir I'intégrale de Lebesgue a partir de l'intégrale de Riemann,
s’applique dans ce cas et permet de définir I’espace des fonctions sommables pour
cette distribution positive, espace qui contient toutes les fonctions continues
a support compact, et dans lequel la distribution positive vérifie les énoncés
habituels de convergence monotone ou dominée. (Voir les chapitres III et V de

[9].)

3.2.3 Remarques sur la définition des distributions

Revenons a la définition de la notion de distribution, en gardant a l’esprit
que cette notion doit généraliser celle de fonction.

Il peut évidemment paraitre étrange a priori de choisir pour ce faire une
notion de forme linéaire continue sur un certain espace de fonctions®. Il y a
pourtant plusieurs raisons a cela.

Au départ, la notion de fonction (numérique) consiste & associer une valeur
réelle ou complexe a chaque point de I’ensemble de départ. Or la théorie de
Lebesgue de l'intégration nous a déja habitués a abandonner cette vision des
choses, puisqu'une “fonction” appartenant & L'(R) est en réalité une classe
d’équivalence de fonctions égales presque partout sur R. De la sorte, on ne
peut jamais parler de la valeur prise par une “fonction” de L!'(R) en un point
quelconque zy € R, puisque le singleton {z(} est de mesure nulle. Ainsi, deux
fonctions f et g mesurables sur R, telles que

[ @iz <o et [ jgtajr < .

égales en dehors de {zo} et prenant en zg des valeurs différentes quelconques,
définissent le méme élément de L'(R).

Cette remarque explique bien pourquoi on est amené naturellement & aban-
donner en intégration l'idée classique de fonction comme regle associant une
valeur réelle ou complexe a tout point de son ensemble de définition. Toutefois,
I'idée de considérer comme fonctions généralisées des formes linéaires sur des

1. Cette définition ne s’est d’ailleurs pas imposée d’emblée a ’esprit de Laurent Schwartz,
a qui 'on doit la théorie des distributions. Les lecteurs intéressés pourront consulter les pp.
243-251 de ses mémoires Un mathématicien auz prises avec le siecle, Odile Jacob, Paris 1997.
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espaces de fonctions — idée qui nous avons justifiée par la Proposition 3.2.3 —
a de quoi surprendre du strict point de vue ensembliste, puisqu’elle consiste a
identifier certaines applications (ici certaines formes linéaires sur I’espace des
fonctions test) avec des éléments de leur ensemble source (c’est-a-dire avec des
fonctions de classe C* & support compact.)

Cependant, le lecteur aura déja rencontré plusieurs exemples de ce genre
d’identification.

Le théoréme de représentation de Riesz (voir [6], Théoréme I1.2.11 ou [9],
chapitre VIII, Théoréme 2.2.1 et 2.2.5) appliqué & I'espace de Hilbert L?(R)
identifie toute “fonction” f € L?(R) & la forme linéaire continue sur L?(R)

b /R f(@)d(x)de

(dans le cas ou f est a valeurs réelles).

Toutefois, méme si ce résultat permet d’identifier toute “fonction” de L?(R)
A une forme linéaire continue sur L?(R), il ne donne lieu & aucune généralisation
de la notion de “fonction” de L?(R), car il montre que L?(R) est isomorphe a
son dual.

Il n’en va pas de méme pour les espaces LP avec p # 2.

Pour tout p €]1, o], notons p’ = %. Considérons I'application

LV ([0,1]) 3 f = Ay € LP([0,1]),
ou LP([0,1])" désigne le dual topologique de LP([0,1]), et ot

As(d) = / F(@)¢(x)da

est une forme linéaire continue sur LP([0,1]) puisque, d’apres l'inégalité de
Holder (Théoreme 1.5.1)

A I—‘/f )z

On voit donc que cette application linéaire

< Mfllzer o, 1l e o,1) -

L7([0,1]) 3 f = Ay € LP([0, 1],

évidemment injective, identifie toute fonction de L¥'([0,1]) & une forme linéaire
continue sur L?([0,1]). (En fait, on démontre que cette application linéaire est
un isomorphisme isométrique, mais nous n’aurons pas besoin pour l'instant de
ce résultat plus précis.)

Orsi2 < p<oo,alors 1 < p' <2 et en particulier p’ < p. D’autre part
Lr([0,1]) C Lp/([O, 1]), toujours d’aprés l'inégalité de Holder, car, pour tout

p < qe€]l, o0
/Ollf(w)pdw<</ dx)l B ( / fe |qu) :
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c’est-a~-dire que
11l o) < IfllLaqo,a)y,  pour tout f € LU([0,1]).

D’autre part, I'inclusion est stricte : la fonction f : z — 1/z% est dans L? ([0, 1])
mais pas dans LP([0,1]) lorsque 1/p < o < 1/p’. Ainsi le dual topologique de
L?([0,1]) est, pour 2 < p < 0o, un espace plus gros que LP([0, 1]) lui-méme, qu’il
contient.

Le raisonnement ci-dessus montre d’ailleurs que, si I’on admet 1’isomor-
phisme isométrique

7 (10,1)) = L7([0,1])’  pour tout p €]1, o],

plus Pespace LP([0,1]) est petit, plus son dual topologique L? ([0, 1]) est gros.
Par comparaison, pour définir D’(]0, 1[), on part de I'espace C2°(]0,1[) qui est
contenu strictement dans LP ([0, 1]) pour tout p €]1,00[. On s’attend donc a ce
que lespace D’(]0, 1[) obtenu par dualité & partir de C2°(]0,1[) contienne stric-
tement LP([0, 1]) pour tout p €]1, 00[ — autrement dit, & ce que les éléments de
D’(]0,1[) soient des objets encore plus généraux que les “fonctions” des espaces
de Lebesgue LP([0,1]) pour tout p €]1, col.

Ceci va bien évidemment a ’encontre de l'intuition que nous donne le cas
des espaces vectoriels de dimension finie, qui sont toujours isomorphes a leurs
duaux.

La discussion ci-dessus montre que 'idée de construire une généralisation
de la notion de fonction par un argument de dualité n’est finalement pas aussi

surprenante sur le plan mathématique qu’on pourrait le croire a priori 2.

Il reste que l'idée de généraliser les fonctions indéfiniment dérivables en les
plongeant dans le dual d’un espace fonctionnel “assez petit” — celui des fonc-
tions indéfiniment dérivables et a support compact — n’est pas des plus intui-
tives, et d’ailleurs, les arguments que nous avons présentés pour tenter de la
justifier relevent de ’analyse fonctionnelle plutot que de I'intuition que chacun
peut avoir de la notion de fonction.

Du point de vue physique, on pense souvent a une fonction comme a une
collection de mesures d’une certaine grandeur — par exemple la pression, ou la
température dans un fluide, ou encore les composantes d’un champ électromagné-
tique — que 'on effectuerait en tout point de I’espace.

Ceci est toutefois une vue de l'esprit, car un appareil de mesure ne fournit
jamais qu'une valeur moyenne locale de la quantité mesurée — comme la pres-
sion dans un fluide par exemple. C’est-a-dire qu’au lieu de fournir la pression

2. Encore que ce procédé ne se soit pas imposé de prime abord comme le plus naturel
— cf. note précédente. D’ailleurs, I'idée d’écrire une équation aux dérivées partielles “au
sens des distributions”, c’est & dire sous la forme (C) dans I'introduction de ce chapitre, était
connue plus de dix ans avant I’introduction par L. Schwartz de la notion de distribution. Cette
formulation des équations aux dérivées partielles apparait déja au début des années 1930 dans
un article fondamental de J. Leray sur les équations de Navier-Stokes de la mécanique des
fluides visqueux incompressibles, ou encore dans les travaux de S.L. Sobolev.
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p(r) en tout point x € R3, ce que 1'on peut mesurer est plutot une quantité du

type
il
— | p(x)dx
a1 /7

pour tout cube A de l’espace R3 — par exemple — ce que I'on écrit encore

1

TA] Jre 14(z)p(x)dx.

Ceci suggere qu'une mesure physique fournit des quantités du type

o(z)p(z)dz
R3
pour ¢ décrivant une classe bien choisie de fonctions — dépendant typiquement
de l'appareil de mesure — plutot que la valeur p(z) de p en tout point x de R3.
Dans ce point de vue, la quantité physique p intervient seulement par le biais
de la forme linéaire

¢ | oz)pla)dr.
R3

C’est d’ailleurs ce point de vue qui prévaut en mécanique quantique. Les
quantités (énergie, impulsion...) relatives & un systéme que 1’on mesure en mécani-
que quantique, quantités nommeées les “observables”, sont des valeurs moyennes
d’une fonction par rapport au carré du module de la fonction d’onde dans I’es-
pace des positions ou celui des impulsions — voir I'introduction du chapitre 10,
ou, pour plus de détails, [2], chapitre 3.

Les considérations qui précedent montrent que 1’idée de remplacer la notion
de fonction comme regle associant une valeur a tout point de I’espace par la
donnée de ses valeurs moyennes — ou, ce qui revient au méme, par celle de ses
intégrales contre n'importe quelle fonction test — rend finalement tres naturelle
la Définition 3.2.1 des distributions.

La suite de ce cours permettra d’apprécier tout le bénéfice que I'on retire de
ce changement de point de vue.

3.3 Convergence des suites de distributions

La convergence des suites de distributions n’est rien d’autre que la conver-
gence simple — c’est-a-dire ponctuelle — des suites de formes linéaires.

Définition 3.3.1 (Suite convergente de distributions) Soient N > 1 en-
tier et Q ouvert de RY, ainsi que (Th)n>1 une suite de distributions sur Q. On
dit que

T, — T dans D' () lorsque n — oo,

si, pour tout ¢ € C°(£2),

(T, ) = (T, d) lorsque n — 0.
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Evidemment, toute suite f,, de fonctions localement intégrables sur {2 conver-
geant vers f dans L} (€2) — c’est-a-dire que, pour tout compact K C

/ | fn(z) = f(z)|dz — 0 pour n — oo
K

— converge vers f dans D'(Q).

Mais cette nouvelle notion de convergence est beaucoup plus souple et permet
de rendre compte de nombreux phénomenes intéressants.

Voici donc quelques exemples importants de suites convergentes de distribu-
tions.

Exemple 3.3.2 (Dipole de moment p) Dans le cas N =1 et Q@ = R, on
pose

n
T, = M§(51/n —0_1/n), n=>1.

Alors on vérifie sans peine que
T, — —us(" dans D'(R).

Comme les masses de Dirac 6/, et d_i/, représentent, du point de vue
intuitif, des charges unité ponctuelles situées respectivement en z = +1/n et
x = —1/n, la limite des T,, représente un dipole d’intensité — ou de moment —
i localisé au point = 0.

La notion de dipole intervient également dans le contexte de ’analyse numérique
des équations différentielles. La résolution numéri- que d’une équation différentielle
de la forme

o(t) = f(t, (1)),
d’inconnue la fonction ¢t — x(t), s’effectue en remplagant la dérivée & () par une
“différence finie”, c’est-a-dire que ’on fait ’approximation

_x(t+ At) — () ou z(t) — z(t — At)

t) ~
&(®) At At ’
ou At > 0 est un pas de temps pris suffisamment petit. En écrivant
x(t+ At) — (¢ 1
M8 ) (s a0,
x(t) —zx(t—At) /1
I Kt((;t —0t—At), T ),

on voit que la méthode des différence finie consiste a approcher la dérivation
par rapport a t par un dipole, puisque, au sens des distributions,
1 (1) 1
— (6 —0t) = —d; ) et —
ApOrrar =) tT AL

et que

(0 — 0t—nt) — —5,51) lorsque A — 07,

(=6 2y = 2(t).
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Exemple 3.3.3 Dans R, on considére, pour tout entier n > 1, la fonction
localement intégrable sur R définie par
L/ 4oof(12])

T,: x— —"——;
T

Alors, on vérifie a nouwveau sans aucune difficulté que
1 /
T, — vp — dans D'(R) lorsque n — oo.
x

Les deux exemples ci-dessus montrent qu’une suite de distributions de méme
ordre p donné peut tres bien converger vers une distribution d’ordre > p.

Exemple 3.3.4 (Valeurs au bord de 1/z sur ’axe réel) Pour ¢ > 0, on
considere les fonctions f et fo définies par les formules

1

1
+ — - —
fe (x)_x—f—ZG, fe ('T)_x_iev ﬂfeR

Ces deuz fonctions sont continues et bornées sur R, donc localement intégrables,
de sorte qu’elles définissent des distributions sur R.

Nous allons montrer que, pour toute suite €, — 07, les suites de distributions
f:; et fo. convergent vers des limites qui sont indépendantes du choix de la suite
€, — 0. On notera ces limites

1 1
— = lim f, — = lim f_ .
x + 10 n—oo " x — 10 n—o0 * "
On trouve que
1 1 -
=vp— —im
x + 10 P2 0
1 1 .
— =vp— +indp
x — 10 T

En effet, pour toute fonction test ¢ € C°(R), il existe R > 0 tel que
supp(¢) C [—R, R]. Alors

R R
o= [ 0w —sonas+oo) [

_R‘T+7j€ _Rx+i€

D’une part, d’apres le théoreme des accroissements finis,

o) - s el <o a0 max o)

x + e T |z 4de] T |z|<R

]

de sorte que, par convergence dominée

R R B
/ 1(¢($)—¢(0))d:€—>/—RMd$

_RZ + i€
_ /R o) — (-2 .
0

T

0 x

T
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D’autre part,

B dx L —r (R € . x\e=t+R
- ———dr = —i ———dr = —i {arctan (7)}
R T+ 1€ RT“+E€ RT“ T € €/lz=—R

= —i (arctan(R/e) — arctan(—R/€)) — —im

lorsque € — 07. On en déduit que, pour toute suite €, — 07,
1 .
156 > (W 1.0) — ino(0).

9 N : 1 1
d’ou la relation entre ——75, vp et do-
1

r—1€

On procede de méme pour étudier lorsque € — 0.

Voici encore un exemple important de suite de fonctions convergeant au sens
des distributions vers une limite qui n’est pas une fonction mais une distribution.
Il fait comprendre 'essence de la distribution d,, : une masse unité concentrée
au point zg.

Les suites régularisantes (cf. Définition 1.3.12) reléevent évidemment de la
proposition ci-dessous.

Proposition 3.3.5 (Critére de convergence vers une masse de Dirac)
Soient Q ouvert de RN et xg € Q. Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesu-
rables sur Q vérifiant

fn =0 p.p. surQ, supp(fn) C B(xo, ),
et
/ fu(x)dz — 1 lorsque n — oo.
Q

Alors
sir, =07, onaf,— 8z, dans D'(2)

lorsque n — 0.

Démonstration. En effet, pour tout ¢ € C*(2), on a

/Q fu(2)pla)d = / Ful@) (6(2) — d(0)) det + (o) / fo(a)da

D’apres le théoreme des accroissements finis, comme f, est & support dans
B(zg,ry), on a

[¢(x) — d(xo)| < |2 —xo| sup  [V(x)].

|[z—z0|<Tn

Par hypothese, 7, — 0 lorsque n — oo ; soient r* > 0 tel que B(xg,7*) C Q
et n* > 1 tel que 0 < r, < r* pour tout n > n*. Alors, pour tout n > n* et
tout x € B(xo,7n)

6(2) — §(0)] < C*rn,  avec C* = sup V().

|z—zo|<r*
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Ainsi, comme f,(z) > 0 p.p. en z € 2, 'on a

/Q ful2) (6(z) — é(0)) da

< /B o F@)166) — o) da

< C*Tn/ fo(x)dz =0
Q
lorsque n — oo puisque, par hypothese,
rn — 0t et / fn(x)dz — 1 lorsque n — 0.
Q

De méme, toujours par hypothese sur la suite (fp,)n>1,

&(xo) /Q fu(x)dz — ¢(xq) lorsque n — co.

On en déduit que

/Q fo () () = / Ful2) (8(2) — @) det + B(z0) / fo(@)da
s $(w0) = (B, &)

d’ou la convergence annoncée. m

Nous allons terminer cette section sur des considérations plus délicates rela-
tives a la convergence des distributions et des fonctions test.
L’énoncé fondamental est le

Théoréme 3.3.6 (Principe de bornitude uniforme) Soient Q) ouvert de R™
et K C Q compact. Soit une suite (Iy,)n>1 de distributions sur § telle que

la suite (T,,, ¢) est convergente pour tout ¢ € C(Q) a support dans K.
Alors il existe un entier p > 0 et C > 0 tels que
(T, 9)] < C max sup |0%¢()|

la|<pze

pour tout n > 1 et toute fonction test ¢ € C°(Q) a support dans K.

Nous ne donnerons pas la preuve de ce résultat, qui est une variante du
théoreme de Banach-Steinhaus — également basée sur le théoreme de Baire.
Voici deux conséquences remarquables du principe de bornitude uniforme.

Corollaire 3.3.7 Soient Q ouvert de RN et (T,,),>1 une suite de distributions
sur §2. Supposons que

la suite (T,,, @) est convergente pour tout ¢ € C°(Q).
Alors il existe une distribution T € D'(Q2) telle que
lim (T, ¢) = (T, ¢) pour tout ¢ € CX(£2),
n—oo

c’est-a-dire que
T, — T dans D'(RY) lorsque n — oo.
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Démonstration. Evidemment, ’application
¢ — lim (T, @)
n—oo

est une forme linéaire T sur C2°(§2). 1l suffit donc de vérifier que cette forme
linéaire T" a la propriété de continuité des distributions.

Or, pour tout K C  compact, il existe, d’apres le principe de bornitude
uniforme, un entier px > 0 et une constante C'x > 0 tels que

(T, ¢)| < Cx max su§|aa¢<x>|,
S

la|<pk
pour toute fonction ¢ € C°(Q2) & support dans K.

En passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus, on voit que

(T, ¢)| < Cx max sup [0%¢(z)],
la|<px zcK

pour toute fonction ¢ € C'*(Q) a support dans K, ce qui est la propriété de
continuité assurant que 7' € D'(Q2). m

Proposition 3.3.8 (Continuité séquentielle du crochet de dualité) Soient
Q ouvert de RN, une suite (T),)n>1 de distributions sur 0, et une suite (¢n)n>1
de fonctions test appartenant a C° (). Supposons que

T, =T dans D'(Q) lorsque n — oo, et

On — ¢ dans C°(Q) lorsque n — 0o.

Alors
(T, ) — (T, $) lorsque n — oo.

Démonstration. Comme ¢,, — ¢ dans C°(Q), il existe K C Q compact tel
que supp(¢,) C K pour tout n > 1.

D’aprés le principe de bornitude uniforme (Théoréme 3.3.6), il existe un
entier p > 0 et une constante C' > 0 tels que

(T3, )| < C max sup |0%)(z)|
la|<pzeK

pour tout n > 1 et pour toute fonction test ¢ € C*°(Q2) a support dans K.
Appliquant cela a ¥ = ¢, — ¢, on trouve que

(T, b0 — @)| < c%;@%wa(m - ¢)(x)| =0

lorsque n — oo, puisque, par hypothese sur la suite (¢y,)n>1,
0%y, — 0%¢ uniformément sur K pour n — oo.

Alors
<T7L7 ¢n> - <T7 ¢> = <Tn7 ¢n - ¢> + <T7L - Ta ¢> .
On vient de voir que le premier terme au membre de droite converge vers 0

lorsque n — oo ; quant au second, il converge également vers 0 puisque 1, — T
dans D'(92). m
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3.4 Opérations sur les distributions

Nous allons définir dans cette section les premiers exemples d’opérations sur
les distributions. D’autres opérations, plus complexes (comme la transformation
de Fourier) ne peuvent étre définies que sur certaines classes plus restreintes de
distributions, que nous étudierons ultérieurement.

3.4.1 Dérivation des distributions

La dérivation des distributions s’effectue comme suggéré par 'exemple étudié
dans l'introduction du présent chapitre.

Définition 3.4.1 (Dérivation des distributions) Soient N > 1 entier, Q
ouvert de RN et T € D'(Q). Pour tout j = 1,...,N, on définit la distribution
0z, T par la formule

<aija ¢> = _<T7 a:rj QS) ) pour tout ¢ € CEO(Q) :

Evidemment, cette notion de dérivation coincide avec la notion habituelle
pour les fonctions de classe C.

Proposition 3.4.2 (Dérivation classique et dans D’) Soit Q ouvert de RV .
Pour toute fonction f € C1(Q)

O, Ty =To,,5, Jj=1,...,N.
Commencons par le cas ot N = 1 et out Q =|a, b[. Pour toute fonction test
¢ € C(]Ja,b]), en intégrant par parties

(Th,¢) = — (T}, &') /f

— @)@, + / F(@)é(x)dz = / f(@)é(z)dz = (Ty, ¢)

puisque ¢(a) = #(b) = 0. Donc T} = Ty dans D’(]a, b[).

Pour N > 2, on aura besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.4.3 Soit C =]ay,bi[x ... x]an,bn[ cube ouvert non vide de RY, et
soit 1 € CH(C). Alors, pour touti=1,...,N, on a

/C By, (z)dz = 0

Démonstration de la proposition. Soit K = supp(¢) compact dans €, et
posons 1 = ﬁ dist(K, 982) > 0. Pour tout 2 € RY et r > 0, on note

N
C(z,r) = H]xl —rxz;+r|.

i=1
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La famille (C(z,n))zex est un recouvrement ouvert de K dans ; il existe
donc z1,...,xz, € K tels que
K cCxy,n)U...UC(xn,n).
D’aprés le Théoreme 1.4.3, il existe (x1,...,Xn) partition de 'unité de classe

C*° subordonnée au recouvrement fini (C(zk,n))1<k<n €t telle que

Z Xx = 1 sur un voisinage de K .
k=1

On calcule donc

(02, Ty, 6) = / f(2)0s,¢(x)dz = — /Q f(2)0n, (; xk(x)qﬁ(fv)) dx

= — O x)dx
,;1 /C @0, 0u)w)

:;/C(IM) X (2)d(2) 8y, f (2 dx—Z/M 2 (X f)(2)dw

Or, d’apres le lemme ci-dessus appliqué & la fonction yxof € CH(C(zk,n)),

on a
[ o tuen@is =0
C(zk,m)

pour tout 5 =1,..., N, de sorte que

3

(00,17, 6) = /C IRCCIEINETIEDY / 3k(2)0(2)0s, £ ()

=1 k=1
:/Q (I;Xk > )0, f (2 )d:c:/ﬂcb(x)é‘zif(x)dﬂ:

d’ou 'on tire que

8@7 Tf = Tamjf dans D/(Q) .
]
Démonstration du Lemme. Notons

Ci ::]al,bl[x . X]G,iflbifl[X]aiflbifl[X . ><]G,N7 bN[

et & = (x1,-..,%i—1,%ix1,...,2TN). Pour tout &; € C;, on a
ZL’,;:bi
/ O, d(x)da; = [cﬁ(m)} =0
Ti=aj
puisque

(b(xl,...,mi_l,ai,xi+1,...,x1\;) = qb(xl,...,xi_l,bi,xi_,_l,...,xN) = 0,
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pour tout Z; € C;, la fonction ¢ étant a support compact dans C.
Enfin, la fonction 0,, ¢ étant continue a support compact dans le cube C', on
peut échanger 'ordre d’intégration par rapport aux variables x1,...,xy, et

/C 0, 6(x)dx = /C < /a b 8mi¢(:v)dwi> di; = 0.

Voici un premier exemple de fonction dont la dérivée au sens des distributions
n’est pas (représentée par) une fonction localement intégrable.

Exemple 3.4.4 (Dérivée de la fonction de Heaviside) Notons H la fonc-
tion de Heaviside définie par

H(z)=1gr (z), z€R.

Alors
H' =6y dans D'(R).

La vérification de ce calcul ne pose aucune difficulté.

On sait que toute fonction de classe C'! sur un intervalle ouvert de R et dont
la dérivée est identiquement nulle sur cet intervalle est une fonction constante.
Le méme énoncé vaut dans le cas des distributions, mais la démonstration en
est assez différente — au moins a premiere vue.

Proposition 3.4.5 (Dérivation et constantes) Soit I intervalle ouvert de
R et T € D'(I). Supposons que

T'=0 dans D'(I).
Alors T est (la distribution définie par) une fonction constante.

Démonstration. Notons I =|a, b[. Dire qu'une fonction ¢ est la dérivée d’une
fonction test ® € C2°(I) équivaut & dire que

¢ € CX(I) et que /¢(m)dm:0.
I

En effet, soit [¢,d] Cla, b tel que supp(¢) C [c,d]. Alors la fonction ® définie
par

o) = [ o)y
satisfait aux conditions suivantes :
decC®(I), & =¢, supp(®)Cc,d]

puisque, pour tout z €]d, b on a

B(2) = / o(x)dz = /Iqﬁ(a:)dx ~0.
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Soit donc ¢ € C(I) quelconque ; posons

d(r) = p(x) — X(x)/l¢(y)dy, pour tout x € I

ol x € C(I) est telle que

/Ix(y)dy =1.

/I¢(a:)dx = /Iw(x)dm - (/I x(a:)dx) /I¢(x)dm =0

de sorte que, d’apres ce qui précede, il existe ® € C°(I) telle que ¢ = P,
Autrement dit

Alors

P(z) = &' (z) + x(2) /I ¥(y)dy, pour tout x € I.

Par conséquent
(T,0) = (1.8 + () [ w(o)is
= (") + (Tx) [ wla)de = C(1) avec € = (T.)

pour toute fonction test ¢ € C°(I). Autrement dit 7= C dans D'(I). m

Par dualité, la dérivation au sens des distributions hérite évidemment des
propriétés linéaires de la dérivation agissant sur les fonctions de classe C*°. En
voici un premier exemple :

Lemme 3.4.6 (Symétrie des dérivées multiples) Soit Q ouvert de RY. Pour
toute distribution T € D' () et tout j #k € {l,...,N}, on a

O, (02, T) = Oy, (0,,T) dans D'(1).

Démonstration. En effet, pour tout ¢ € C°(9), le lemme de Schwarz assure
que

893]‘ (aibk ¢) = amk (am] ¢) sur €.

Par conséquent

<a:cj (8ka> »¢> = <T7 83% (8x,¢)> = <T, 83:; (ark¢)> = <aﬂ’:k (aach) a¢>a
d’ou l'identité anoncée. m
Le lecteur a sans doute présent a l'esprit les contre-exemples a la symétrie

des dérivées croisées d’ordre 2 dans le cas de fonctions qui ne sont pas 2 fois
différentiables. Ainsi la fonction f définie sur R? par

2 2

z? —y
=y~ 0,0) =0
f(@,y) W f(0,0)=0,
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est de classe C! et vérifie

awf<07y) =Y, et ayf($70) =T,

de sorte que

2 _ _ a2
Pourtant, on vérifie sans difficulté que
2 _ 92 : / 2
0z yf =0,,f in D'(R7).
A partir du lemme ci-dessus, on peut définir par récurrence ’action de n’im-

porte quel monéme différentiel sur une distribution.

Définition 3.4.7 (Dérivées d’ordre supérieur dans D’) Soient un entier
N > 1, un owvert Q de RN et T € D'(Q). Pour tout multi-indice « € N,
on pose

(08T, ¢) = (—1)1*KT,09¢),  pour tout ¢ € C2(Q).

Exemple 3.4.8 (Dérivées de la masse de Dirac) Dans D'(R), on a
0"z, = 057"
ot JQ(L-T) est la distribution d’ordre m définie ci-dessus par la formule
(5, 0) = (=1)™ (8, ') = (=1)™ 6™ (x0)
pour toute fonction test ¢ € C°(R).

L’un des grands avantages de la notion de distribution — et la premiere
motivation pour l'introduire — est que, contrairement au cas des fonctions,
toute distribution peut étre dérivée autant de fois qu’on le désire.

Mais ce n’est pas le seul. Un autre avantage de cette notion est la conver-
gence au sens des distributions, qui donne des énoncés d’une grande souplesse
d’utilisation, comme on va le voir.

Proposition 3.4.9 (Continuité de la dérivation dans D’) Soient Q ouvert
de RN et (Th)n>1 une suite de distributions sur Q. Supposons que

T, — T dans D' (Q) lorsque n — oco.
Alors, pour tout multi-indice o € N, la suite des dérivées multiples
0eT, — 03T dans D'(QY) lorsque n — co.
Démonstration. En effet, pour toute fonction test ¢ € C°(2), on a
(09T, ¢) = (=1)1*UT,, 059) — (~1)1*NT, 07¢) = (92T, ¢)

lorsque n — co. m
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En particulier, si f,, — f dans L}, (), alors 9% f, — 0% f — autrement dit,
avec nos conventions de notation, 95Ty, — 051y — au sens des distributions
sur €.

Le lecteur comparera 1’énoncé ci-dessus, qui est d’une simplicité maximale,
avec les énoncés classiques de dérivation terme & terme des suites de fonctions
— ou on doit vérifier, typiquement, la convergence uniforme locale de la suite
des dérivées. Il est vrai que la Proposition 3.4.9 ne donne que la convergence des
dérivées au sens des distributions, c’est a dire en un sens tres faible, contraire-

ment a I’énoncé classique rappelé ci-dessus.

Exemple 3.4.10 La fonction x — In|z| étant localement intégrable sur R, elle
définit un élément de D'(R). On a

1
(In|z])’ = vp = dans D'(R).
x

En effet, pour tout ¢ € C°(R), on a, en intégrant par parties,

—+o0 o0
- / In |z] (2)diz = — / In |z](¢ (z) + ¢'(—2))do

~[mieote) - o]+ [ D=

T
1
= < vp ;7 ¢> .
¢(z)—o(—x)

Noter que les fonctions z +— ¢'(z)In|z| et = — - , continues sur R*,
sont sommables sur R car ¢ est de classe C!, de sorte que Iintégration par
parties ci-dessus est bien justifiée.

Le méme calcul que ci-dessus, mais en en intégrant par parties sur I'intervalle
[1/n,4+o00[ pour n > 1 montre que

((In|z[)’, ¢)

- lnn(él/n - 5—1/n)

151
(llxlzl/n|ln‘x|)’ _ %

dans D'(R). Or
1jz>1/n|In|z[ — In|z| dans LZIOC(R)

lorsque n — +00 par convergence dominée, tandis que

12>1/n 1
“ll2ln L op 2 dans D'(R)
T

par définition. Enfin, pour tout ¢ € C°(R), on a
Inn(p(l/n) —¢(—1/n)) =lnn-O(1/n) =0
lorsque n — 400, par le théoréme des accroissements finis, de sorte que

Inn(dy/n — 6-1/,) = 0 dans D'(R)
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lorsque n — 400. En passant a la limite pour n — +oo dans 1’égalité

1 z|>1/n
(Ljaj>1/n| In |2]) = % — Sy —6_1/n)

au sens des des distributions, on retrouve la formule (In|z[)’ = vp 1.

Exemple 3.4.11 (Solution de I’équation de transport dans D’) Soient une

fonction fi" € LY (RN) et un vecteur non nul v € RN ; posons

flt,z) = f"(x — tv) p.p. en (t,x) € R x RN,

Alors

(a) pour tout R > 0, la restriction de f a R x B(0, R) est continue ent € R a
valeurs dans L*(B(0, R)) ; et

(b) la fonction [ est solution de l’équation de transport
Ouf +v-Vuf =0 dans D'(R; x RY).

On peut évidemment vérifier le (b) & partir de la définition de la dérivée au
sens des distributions.

Une autre méthode consiste & approcher f** par une suite fi"* de fonctions
de classe C*° a support compact, par exemple en posant

otl (c)eso est une suite régularisante sur RY.
D’apres le Théoreme 2.1.2, la fonction f, définie par

folt,z) = fi"(z —tv), (t,z) e R xRN,
est I'unique solution (au sens classique) du probleme de Cauchy

Oifn+v-Viufn =0 sur Rx RN,
fa |t:0 - :ln ’
Enfin on passe a la limite au sens des distributions dans I’équation de transport
grace a la Proposition 3.4.9, en remarquant que f,, — f dans D’(Q).

3.4.2 Multiplication par une fonction de classe C*

Définition 3.4.12 (Produit C*°-D’) Soient N > 1 et Q ouvert de R™. Pour
toute fonction a € C*°(Q) et toute distribution T € D'(Y), on définit la distri-
bution produit de T par a, notée oT € D'(), par la formule

(aT, ) = (T,a0), pour tout ¢ € C(R).
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Vérifions que la formule ci-dessus définit bien une distribution sur §2, ce qui
se ramene & vérifier la propriété de continuité.
Or la formule de Leibnitz montre que, pour tout compact K C €2, on a

max sup |0 (a¢)(x)| = max sup e 0 Pa(x)0’p(x)
> (5)

la|<pzeKk lal<pzeK
< M, k|a] max sup \8ﬁ¢(9:)\
1BI<p zeK

avec

M, k[a] = 2P max sup |0%/(z)| .
lo|<pzeK

Evidemment, cette opération est (séquentiellement) continue :
Proposition 3.4.13 (Continuité du produit par a € C*) Soient Q) ouvert
de RY, une fonction a € C>=(Q) et une suite (T,,)n>1 de distributions sur

telle que
T, = T dans D'(Q) lorsque n — oo.

Alors
aT,, — aT dans D' (Q) lorsque n — 0.

Démonstration. En effet, pour toute fonction test ¢ € C°(2), on a

(0T, ¢) = (Tn,a0) — (T’ a¢) = (aT’, ¢)

lorsque n — co. =
La multiplication par une fonction C'*° et la dérivation au sens des distribu-
tions interagissent comme dans le cas des fonctions.

Proposition 3.4.14 (Formule de Leibnitz dans D’) Soient @ C RM ou-
vert, une fonction a € C*(Q) et une distribution T € D'(Q). Alors, pour tout
j=1,...,N, ona

Oz, (aT) = (9y,0) T + ady, T dans D'(1).
Plus généralement, pour tout multi-indice o € NV, on a
0%(aT) = Z <a> (0°7Pa)0°T  dans D'(Q).
B
BLa
Démonstration. En effet, pour toute fonction test ¢ € C°(€2), on a
<8T; (CLT), ¢> = 7<Tv a’afl'j ¢> - 7<Ta aTJ (a’¢) - (aT] a’) ¢>
= <8I] T7 a¢> + <(am7 a) T’ ¢>
= <aaij7 ¢> + <(81]a‘) T7 ¢>

d’ou la premiere formule.
La seconde formule découle de la premieére par récurrence, comme dans le
cas classique d’un produit de fonctions. m
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Exemple 3.4.15 (Produit d’une fonction C* par 0%,,) On vérifie sans
peine que, pour tout xg € Q et tout a € C*(Q), l'on a

a0z, = a(X0)0g, -
Puis, en appliquant la formule de Leibnitz, on trouve que, pour toutj =1,..., N,
a0z, 0z, = a(20)0z,; 0z, — (amj a) (20)0z, -
En procédant par récurrence, on calculerait de méme

ad%6,, pour tout a € NV,

3.4.3 Localisation et recollement des distributions

Il est impossible de définir une notion de valeur en un point d’une distribu-
tion. Mais on peut restreindre une distribution a n’importe quel ouvert, comme
suit.

Définition 3.4.16 (Restriction des distributions) Soient Q ouvert de R
et w C Q ouvert. A toute distribution T € D'(Q), on associe sa restriction & w,
notée T|w € D'(w) et définie comme suit :

(TL}7 ¢)=(T,®) pour tout ¢ € C(w)
ot @ est le prolongement de ¢ par 0 sur Q \ w.

Il se trouve qu’on peut reconstruire une distribution 7' connaissant sa res-
triction a chaque ouvert d’un recouvrement (ouvert) de §2.

Proposition 3.4.17 (Principe de recollement) Soient Q ouvert de RN et
(wi)ier famille d’ouverts de ) telle que

U w; = Q.

il
Soit (T};)ier famille de distributions telle que T; € D'(w;) pour tout i € I.
Supposons que

Hw;Nw; — J’wiﬂwj

pour tous i,j € I tels que w; Nw; # 0.

Alors il existe une unique distribution T € D'(Q) telle que

=Ty, iel.

Démonstration. }
Unicité. Supposons qu’il existe deux distributions sur 2, T et T', vérifiant
cette propriété. Alors la distribution S =T — T est telle que

S‘w‘ = 0 pour tout i € I.
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Montrons que S = 0.

Soit donc ¢ € C°(0) et soit K = supp(¢) compact dans Q. Comme (w;);cr
est un recouvrement ouvert de K, il en existe un sous-recouvrement fini, c’est-
a-dire 21, ...,%, € I tels que

K Cwj,U...Uuw,, .

Soit (x1, - .. Xn) partition de 'unité sur K subordonnée au recouvrement fini
(Wiyy .- swy, ) : Cest-a-dire que, pour tout k =1,...,n

0 < xx € C®(RY) est & support compact dans w;,

et ZXk =1 au voisinage de K .
k=1

Alors

@) = <S,I§Xk¢> = i <S|wik’xk¢> -

et comme ceci vaut pour toute fonction test ¢ € C2°(€2), on en déduit que S = 0.

Ezistence. Soit K compact dans 2 ; comme dans la preuve d’unicité, on déduit du

fait que la famille (w;);es fournit un recouvrement ouvert du compact K 'exis-

tence d’un sous-recouvrement fini (w;,, ..., w;, ) et d’une partition de I'unité sur

K notée (x1,...,Xn) subordonnée au sous-recouvrement fini (wj,,...,w;, ).
Soit maintenant ¢ € C*° () a support dans K ; on pose

n

k=1

Montrons que la forme linéaire Tk est indépendante du choix du sous-
recouvrement fini (w;,,...,w;, ) et de la partition de l'unité (x1,...,Xxn). Pour
cela, on va supposer qu’il existe un autre sous-recouvrement fini (w;, ..., w; )
et une autre partition de 'unité sur K notée (x},..-.,x,,) subordonnée & ce
sous-recouvrement. Il faut faire voir que

m

Z zk7Xk7¢ :Z aXl¢

k=1 =1

M:
‘%~
I
NE
S
=

k:l k=11=1

de sorte que, comme

= 1.
wikﬁwii ] wikmwi;
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on conclut que

n

Z< zkan:¢ =

k=1 k

NE

Z< ‘w ﬁw/’Xle¢>

=1

Z< il m,,xkxlczﬁ> = Z<Ti;,x2¢>.

=1 =1

1

~

I
M=

b
Il

1

~

Ainsi la forme linéaire Tk est-elle bien définie.
Maintenant, si K’ est un autre compact de 2, on montre de méme que

(Tr,¢) = Tk, 9)

pour toute fonction test ¢ € C°°(£2) & support dans K N K.
Posons alors

(T, ¢) = (Tk, $) pour tout ¢ € C*°() a support dans K.

Vérifions enfin que T' est bien une distribution. Pour £ = 1,...,n, écrivons
la propriété de continuité de T;, sur le compact supp(xx) C w;, :

[(Tiws xk¢)| < Cp max  sup 0% (xx)(2)]

|| <Pk zesupp(xr)
< CpCj;, max  sup |0%¢(z)|

lel <Pk z€supp(xn)

d’apres la formule de Leibnitz, en posant

Cj, = max  sup Z <g) 10° X (2)] .
Xk)ﬁ<a

|| <pr zE€supp(

En sommant membre a membre toutes les inégalités ci-dessus, on aboutit a
Iestimation

(T, ¢)| = [{Tk, ¢)| < C max sup |0%¢(z)]

la|<pzeKk
pour tout ¢ € C*°(Q) a support dans K, avec

n
= max py, et C = CLC,. .
p= max p kz_:l C

Ceci montre que la forme linéaire T définie plus haut est une distribution sur
AN |

3.4.4 Changement de variables dans les distributions

De facon générale, on aimerait pouvoir définir le produit de composition 7oy
d’une distribution 7" par une application y — comme on le ferait dans le cas
particulier ou T est une fonction.
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Dans le cas général ot T est une distribution, il est plus délicat, comme
on va le voir, de définir ce produit de composition, et cela nécessite d’ailleurs
certaines hypotheses sur 'application x.

Nous allons commencer par le cas le plus simple, celui ou on suppose que x
est un C*°-difféomorphisme entre ouverts de RY.

Supposons donc que €; et Oy sont deux ouverts de RY et que

X @ 1 — Qg est un difféomorphisme de classe C*°.

Pour toute fonction f € L, (Q2), on sait que la fonction f oy appartient a
Li,.(©1), et la formule du changement de variables dans les intégrales entraine
que

A fox(z)p(x)de = ; F@)o(x ()] dét(Dx(x ' (y)))| " dy
1 2
ot Dx(z) est la matrice jacobienne de y au point x.
On va donc définir le produit de composition T o x pour T € D'(22) en
s’inspirant de la formule ci-dessus.

Définition 3.4.18 (Changement de variables dans D) Soient deuz ouverts
0y et Qy de RN, T € D' () une distribution et un difféomorphisme de classe
COO

X - Ql — Qg .
L’image inverse de la distribution T sur Qo par le difféomorphisme x est la
distribution T o x sur §1 définie par la formule

(T'ox,¢) = (T, x«(¢)),  pour tout ¢ € C(),

ot l'image directe de la fonction test par le C°°-difféomorphisme x est donnée
par
X«(9)(y) = (x () deDx(x W), y € Q2.

Pour voir que T o x vérifie la propriété de continuité des distributions, on
applique la formule de dérivation des applications composées et la formule de
Leibnitz par récurrence sur 'ordre de la dérivation.

Evidemment, pour toute fonction localement intégrable f sur 25, on a — en
reprenant pour ’occasion nos anciennes notations —

Trox ="Tfoy.

Autrement dit, le changement de variables au sens des distributions coincide
avec le changement de variables au sens habituel lorsqu’on 'applique a une
fonction localement intégrable — on a tout fait pour cela.

On vérifie également sans difficulté que, si (T},)n>1 est une suite de distri-
butions sur €5 telle que

T, — T dans D'(3) lorsque n — oo

alors
T, ox — T ox dans D’'(2) lorsque n — oo
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Exemple 3.4.19 (Changements de variables affines) Pour toute distribu-
tion T € D'(RYN) et toute matrice carrée inversible a N lignes et colonnes
AeGLy(R), ona

(ToA,¢)=|dét(A)| " HT,po A™"), ¢ CRN).

Cette formule vaut en particulier lorsque A est une rotation ou une symétrie
orthogonale, ou plus généralement une matrice orthogonale A € On(R), auquel
cas A7t = AT et | dét(A)| = 1.

Elle vaut encore dans le cas particulier ou A est la matrice d’un homothétie :
pour A€ R* et A=A, on a

(T o (A),0) = A7 (T, 0(A71)).

Le cas d’une translation est identique : pour tout vecteur V.€ RN, notons
Tv la translation de vecteur V' :

v:z—z+ V.

Alors
(Tory,d) =T, poT_v), ¢E C'EO(RN).

La formule du changement de variables pour une masse de Dirac est tout
particulierement remarquable.

Exemple 3.4.20 (Changement de variables dans une masse de Dirac)
Soient Q1 et Qo ouverts de RY, et soit x : Q1 — Qo un difféomorphisme de
classe C*.

Pour tout yg € Qs, on a
dyo 0 X = | dét(Dx(w0))| ™ 0ze» 0t X(w0) = Yo

Par exemple, lorsque Qp = Qy = RN et x : 2 — Az avec X\ # 0, on trouve
que
Soo (M) = |\ 7Ny

Cette formule s’étend sans difficulté aux dérivées successives de la masse de
Dirac :

(9780) o (AI) = AN ~1*195,

dans D'(RY), pour tout o € NV,

3.4.5 Dérivation/Intégration sous le crochet de dualité

Les deux énoncés suivants généralisent, d’une part le théoreme de dérivation
sous le signe somme, et d’autre part le théoreme de Fubini.
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Proposition 3.4.21 (Dérivation sous le crochet de dualité) Soient un ou-
vert @ C RN, une distribution T € D'(Q) et une fonction test ¢ € C>(Q, xRY)
a support dans K x R™, ou K est compact dans 2. Alors la fonction

y—= (T,6(,y)) est de classe C> sur R™

et l'on a

1
loc

Lorsque T =Ty avec f € L;,.(Q2), I'énoncé ci-dessus se réduit au fait que

Y / f(@)o(x,y)dx est de classe O sur R™
Q

et que
o [ F@otw.ade = [ )ogote. s,

Ce cas particulier de la proposition ci-dessus se ramene donc a un énoncé de
dérivation sous le signe somme.

Démonstration. Soit yy € R™; écrivons la formule de Taylor a l'ordre 1 en yq
pour la fonction y — ¢(z,y) :

n

(;b(xa Yo + h’) = Qﬁ(ﬂf, Z/O) + Zayb¢)(x7 yo)hi + T(J"’yOa h)

i=1
avec

he !
r(x,yo,h) =2 Z a/o (1 —=1)0, é(z,yo + th)dt.

lov|=2

On a supp(¢) € K x R™ ou K est compact dans (2, de sorte que, pour tout
h € R"™, la fonction © — r(z,yo, h) est & support dans K. D’autre part, pour
tout € K et tout h € R™ tel que |h| < 1, on a, par dérivation sous le signe
somme dans l'intégrale qui définit r(z, yo, h) :

0r(eyo, W) < ST R sup |02df(x.y)|

18]=2 z€K,|y—yo|<1

< 2etDipP max  sup  |9200d(x,y)|.
1B1<2 ze K, |y—yo|<1

Alors
<T7 ¢('7y0 + h)> = <Ta ¢(7y0)> + Z<T7 ay1¢(7y0)>h7‘ + <T,’I’(~7y0, h)> )
=1

et

(T, 7(yo0.h))| < Cx|h[*  max sup |970 ¢z, y)| = O(AI?)

le|<pr,lB1=2 ze K |y—yol|<1
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lorsque |h| — 0, ou Ck et px sont les constantes apparaissant dans la condition
de continuité de T'.
Par conséquent

n

<T’ ¢('7y0 + h)> = <Ta ¢(7 y0)> + Z<T7 ay1¢(7y0)>hz + O(|h|2) ’

i=1

ce qui montre que la fonction

Y= <T7 ¢(’ y)>

est différentiable sur R"™, et que ses dérivées partielles sont

8yz‘ <Tv ¢(7y)> = <Ta 8y1¢(a y)> ) pour tout Yy < R™.

En itérant cet argument par récurrence sur 'ordre de la dérivation, on aboutit
a I’énoncé de la proposition. m

En fait, la démonstration ci-dessus peut se résumer ainsi : pour toute suite
(hm)m>0 de R™ convergeant vers 0 lorsque m — oo, la suite de fonctions test
() m>1 définie par

(I)m(w) = m (d)(xa Yo + hm) - d)(mayO) - Vy¢<xvyO) : hm)

1
vérifie
®,,, — 0 dans C°(2) lorsque m — oo .

Par continuité séquentielle de T' (cf. Proposition 3.2.9) on conclut que

<T’ ﬁ (é(z,yo + hm) — O(,90) — Vyo(2,90) - hn) > 0

lorsque m — oo. Comme ceci vaut pour toute suite (hy,)m>0 de R™ convergeant
vers 0, il s’ensuit que

1

<T, Tl (¢(z,y0 +h) — ¢(x,y0) — Vyo(x,50) - h) > =0

lorsque |h| — 0.

Proposition 3.4.22 (Intégration sous le crochet de dualité) Soient un ou-
vert @ C RN, une distribution T € D'(Q) et une fonction test ¢ € C°(Q, xRY).

o [ rotmar= (1. [ otai).

Démonstration. Commencons par traiter le cas ou n = 1.
Par hypothese, il existe K compact dans €2 et R > 0 tels que ¢ soit a support
dans K x [-R, R].
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Soit maintenant ¢ € C*°(R) & support dans [—R, R] et telle que

/R C(x)dz = 1.

Considérons la fonction
vlavy) = o) ) [ dle )iz
R

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, il est clair que la fonction
P € CP(Q x R) et vérifie

supp(?) C K x [-R, R] et / Y(x,y)dy = 0 pour tout = € Q.
R

En particulier, la fonction ¥ définie par

¥y = [ : b(, 2)dz

est telle que
U e C®(,R) et supp(¥) C K x [-R, R].
Vérifions que

T w0 = [ T2z, pour tout y € R.

— 00

Par dérivation sous le crochet de dualité (Proposition 3.4.21 ci-dessus), on
montre que les fonctions de y figurant dans chaque membre de ’égalité ci-dessus
sont de classe C*° sur R et ont méme dérivée

Y= <T7w(ay)> .

Ces deux fonctions different donc d’une constante.

De plus, ces deux fonctions sont identiquement nulles pour ¥y < —R, car
supp ¢ et supp(¥) C K x [—R, R] : on en déduit qu’elles coincident pour tout
y€R.

En particulier, on a

[ vtana - [ Z<T,¢<-,y>>dy ~(T96m)) ~0.

Or, par définition de ¢

/R (T, )y = /R <T,¢>(~,y>>dy—<T, /R ¢<-,z)dz> /R Cw)dy

_ /R<T,q$(«,y)>dyf <T,/R¢(-,z)dz> —0

d’oli le résultat dans le cas n = 1.

Pour le cas ou l'entier n > 1, on procede par récurrence a partir du cas
n = 1 en intégrant successivement par rapport & toutes les composantes de y et
en appliquant le théoreme de Fubini. m
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3.4.6 Produit de distributions

Dans tous les exemples précédents, on a vu qu’un grand nombre d’opérations
bien connues sur les fonctions se généralisent facilement au cas des distributions.

Malheureusement, toutes les opérations non linéaires que 1’on connait sur les
fonctions continues ne se généralisent pas au cas des distributions.

Un premier exemple est celui du produit usuel des fonctions & valeurs réelles
ou complexes, qui, & deux fonctions f,g : 2 — R ou C définies sur un ouvert
Q de RY, associe la fonction

fg: Q>z— f(z)g(z) € R ou C.

Il n’existe aucun moyen satisfaisant d’étendre cette opération aux distribu-
tions, sauf dans certains cas particuliers.
Par exemple, s’il parait tout a fait naturel de poser

82,0z, = 0 dans D'(RY) lorsque x1 # 3,
il n’est pas possible de donner un sens a ’expression
(82,)° dans D'(RN),

sans risquer de se heurter a de graves contradictions.
Par exemple, on pourrait définir, dans D’(R),

2 . _
((50) = nh—>Holo (50(51/71 =0
d’apres la remarque ci-dessus. Mais le méme principe commanderait alors de
définir
2 .
(d0)” = lim (¢no)
n—oo

lorsque ¢, est une suite régularisante définie en posant

Cn() = n¢(nx)
ou ¢ € C(R) vérifie

supp(¢) C [-1,1], ¢>O0sur]—1,1], /Rg(x)dac =1.

Or, comme (,(0) = n¢(0) — +oo lorsque n — oo, la suite (,d0 = n¢(0)dy ne
converge pas dans D'(R).
Dans le méme ordre d’idées, il n’est pas possible de donner un sens a 1'ex-
pression
Hjg ot H = 1R, est la fonction d’Heaviside.

En effet, comme H™ = H pour tout n € N* et que H' = dy dans D'(R), la
formule de Leibnitz donnerait

So=H' = (H* =2H6y = (H®) = 3H?*5y = 3H6,
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d’ou on tirerait

Héy = 160 = 260,

1
3
ce qui est évidemment absurde.

Plus généralement, il n’est pas possible de donner un sens & F(T) pour
F: R — R de classe C'*° mais non affine et pour 7' distribution quelconque sur
un ouvert de RV,

En résumé, la construction des distributions par dualité a partir d’un espace
de fonctions indéfiniment différentiables permet de dériver toute distribution
autant de fois qu’on le souhaite. Malheureusement, avec cette construction, on
perd le calcul non linéaire qui existe sur les fonctions continues.

3.5 La formule des sauts et ses variantes

Le calcul des distributions permet de manipuler de facon systématique des
fonctions régulieres par morceaux dans le contexte des équations aux dérivées
partielles. Un exemple bien connu de ce type de situation est le cas des ondes
de choc en mécanique des fluides, sur lequel nous reviendrons ultérieurement.

3.5.1 Formule des sauts en dimension N =1

On cherche a calculer la dérivée au sens des distributions d’une fonction de

classe C'' par morceaux, n’ayant que des discontinuités de premiere espece 3.

Théoréme 3.5.1 (Formule des sauts en dimension 1) Soit f : R - R
de classe C'' par morceauz, n'ayant que des discontinuités de premiére espéce,
et dont on note

a; <ag <...<ap

les points de discontinuité.
La dérivée au sens des distributions de la fonction f est donnée par la for-
mule

F={f+> (flax+0) — flax — 0)) da,
k=1

o la notation {f} désigne*

{f't= (f}R\{al,...,an})/ ’

3. Soit f: I — R ou C, ou [ est un intervalle ouvert de R. On dit que f présente une
discontinuité de premiere espéce en un point a € I s’il existe € > 0 tel que f soit continue sur
la — €,a[Ula,a + €[, que f admette des limites finies & gauche et & droite de a, notées resp.
fla—0) et f(a+0), et enfin que f(a —0) # f(a+ 0).

4. On remarquera que {f’} n’est pas définie sur R, mais seulement sur R\ {a1,...,an},
ol elle est continue. En particulier, {f’} est une fonction mesurable définie p.p. sur R. Par
hypotheése, f’ est bornée au voisinage de ses points de discontinuité, de sorte que {f’} est
localement intégrable et définit donc bien une distribution sur R.
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c’est-a-dire que

{f'}(x) = f'(z) pour tout x € R\ {a1,...,an}.

Démonstration. Soit ¢ € C°(R); calculons

_/ f@ @ =— [ F@)d (0)de
n }

k=1 % n

Par hypothese, f est de classe C! sur Jag,ar11[ et se prolonge par continuité a
[ak, ag+1] pour tout k =1,...,n — 1. En intégrant par parties, on trouve que

- [ i@ @s = - [fe)]" "+ [ ot

Ak+1

ak

= (Flappr — 0)d(arss) — Flag + 0)d(ar)) + / " @),

/ F(2) (@)dz = —f(a1 — 0)6(as) / J(@)6(x)da
/f x)dx = f(an + 0)¢p(ay) /f (x)dx.

Par conséquent

tandis que

et

/ F(@)¢! (2)dx = — f(ar — 0)(ar) + F(an + 0)$(an)

ar +0)¢(ar) — flagt1 — 0)¢(ak+1))

+Z(f(
k=1
+/_(:f/(:c dm—&—Z/aHl d:r—i—/ [z

=1"%%

En regroupant d’une part les intégrales au membre de gauche et d’autre part
tous les termes faisant intervenir ¢(ax) pour tout k = 1,...,n, on aboutit a la
relation

/f dx—/f daz—l—z (ar +0) — f(ar — 0)) P(ak) ,
qui signifie précisément que

={f'}+ Z (ax +0) — f(ax — 0)) 6, dans D'(R).
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3.5.2 Formule de Green-Riemann : rappels

Nous allons rappeler ici la formule de Green-Riemann telle qu’elle figure au
programme des classes préparatoires. Nous aurons besoins dans la suite d’une
généralisation de cette formule, qui s’interpretera de fagon tres naturelle dans
le cadre des distributions.

Une 1-forme différentielle de classe C* sur U ouvert de R est une applica-
tion de classe C* de U dans I'espace (R™)* des formes linéaires sur RY.

Exemple 3.5.2 Pour toute fonction f de classe C**t' sur U a valeurs dans R,
sa différentielle notée df est une 1-forme différentielle de classe C* sur U. En
effet, df (z) est, pour tout x € U, une application linéaire de RN dans R, c’est-a-

dire une forme linéaire sur R . En particulier, si f(x) = x; oui=1,...,N, on
adf(z) =e} (ou(e},...,ey) estla base duale de la base canonique (e1,...,enN)
de RN.)

Notation. Dans toute la suite, on notera dx; la différentielle de la fonction
x — x;, c’est-a-dire la 1-forme différentielle constante qui associe a tout point
x € U la forme linéaire e}.

Exemple 3.5.3 Une 1-forme différentielle sur U n’est pas toujours de la forme
df, ou f est une fonction de classe C* sur U ¢ valeurs réelles. Plus généralement,
si f est une fonction de classe C*T1 sur U a valeurs dans R et g une fonction
de classe C% sur U a valeurs dans R, alors gdf est une 1-forme de classe C*
sur U. Ainsi, xodx, est une 1-forme différentielle sur R? qui n'est pas de la
forme df avec f de classe C* sur R2.

Soit w une 1-forme différentielle de classe C* sur U ; pour tout 2 € U, on note
wi(z) la i-eme coordonnée de la forme linéaire w(x) dans la base (e7,...,ex)
(duale de la base canonique de RY.) Autrement dit, w;(z) = w(x) - e; ot e; est
le i-eme vecteur de la base canonique de RY, et comme par hypothese w est
une 1-forme de classe C¥, la fonction w; : =+ w(x) - e; est de classe C* sur U.
Ainsi, toute 1-forme différentielle de classe C* sur U ouvert de RN s’écrit de
fagon unique comme

N
w:Zwidmi, avecwl,...wNéCk(U).
=1

Venons-en a la notion de circulation d’une 1-forme différentielle sur un arc
de courbe. Soit 7 : [a,b] — RY un arc paramétré de classe C!, et w une 1-forme
différentielle de classe C° sur U. On suppose que P’arc de courbe ~([a,b]) C U.
La circulation de w sur 'arc paramétré  est

L o= [ wr1) -+ e
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FIGURE 3.1 — Orientation du bord d’un compact de R2.

Autrement dit, si

w = Zw7dxz ) et V(t) = (’Yl(t)7 s 77N(t)) pour tout ¢ € [CL, b] )

on a

Dans le cas oi N = 2, soit K compact de R? dont la frontiere est une réunion
finie de courbes de Jordan régulieres 71, . ..,7vm. (Rappelons quune courbe de
Jordan de R? est une application continue v : [0, L] — R? injective sur [0, L]
et telle que (0) = v(L), et que v est dite réguliere si v € C1([0, L]; R?) et que
~'(t) # 0 pour tout ¢ € [0, L].) Supposons que, lorsque chaque courbe ~; est
parcourue dans le sens des ¢ croissants, le compact K est localement a gauche
de la courbe ~;. De fagon analogue, si v(7;(t)) est le vecteur unitaire normal
a la courbe 7; au point v;(t) dirigé vers lextérieur de K, la base orthogonale
(v(7:(t)),vi(t)) est directe. Si tel est le cas, on dit que la courbe ~; est positive-
ment orientée par le champ de vecteurs normaux v.

Soit maintenant w = Pdx + Qdy une 1-forme de classe C° sur un ouvert U
de R? contenant le compact K. Alors

Formule de Green-Riemann.

Z nydx—!—Q(xydy—/ (0:Q — 0y P)(z, y)dzdy

Vi

Nous allons maintenant écrire cette formule sous une forme légerement différente.
Pouri=1,...,m,ona

L;
/ Pl y)dz + Q. y)dy = / (PO (8) + QUr(E)ALy (1))

i
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Notons

%) (e (®),7i,(1)
o \/%m 2470, (1)

le vecteur unitaire tangent a la courbe ~y; orienté dans le sens des t croissants;

le vecteur ,
(Vi (@), =i (1))

NGO

est 'image de 7(7;(t)) par larotation d’angle — 7. Autrement dit, (v(v;(t)), 7(vi(t))),
u (v(y:(t)),~i(t)) sont des bases orthogonales directes, de sorte que, d’apreés
Ihypothese faite sur orientation, v(v;(t)) est le vecteur unitaire normal & la
frontiere OK au point ~;(t) dirigé vers l'extérieur de K.
Ainsi

Py()7i.(t) + QUy()i y (H)dt = (=Q(vi(1)), P(7i(1))) - v(vi (1)) i (t)]dt
= (Q((®)), =P(vi())) - v(7i(£))ds(vi(t))

ou s une abscisse curviligne sur la courbe ~; croissante en fonction de ¢. D’autre
part

(1)) =

arQ(xay) - ayP(:c, y) = le(Qa 7P)($, y) .

Autrement dit, la formule de Green-Riemann se met sous la forme suivante,
ot v(o) désigne le vecteur unitaire normal & 9K au point o, dirigé vers I'extérieur
de K :

Formule de Green-Riemann : 2éme forme

/6 (Q=P)(o)- vlo)isto) = [[ div(Q.~P)a.)dady

C’est précisément cette forme de la formule de Green-Riemann que nous aurons
besoin de généraliser en dimension > 2.

3.5.3 Formule de Green(-Ostrogradsky)

Soit 2 € R ouvert & bord de classe C' de R". Rappelons que ceci signifie
que
(a) la frontiere A2 de €2 est une hypersurface de classe C* de RY ; et
(b) localement, Q est d’un seul cdté de O€.

La condition (b) veut dire la chose suivante : pour tout zy € 942, il existe un
ouvert wy de RN tel que g € wy et une fonction py de classe C! sur wq vérifiant
les conditions suivantes

Vpo(x) # 0 pour tout x € wy

ainsi que
0N Nwy = {x € wp|po(x) =0},

QNwy = {x € wol|po(z) <0}.
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Le vecteur normal unitaire au point x € 92 N wy pointant vers l'extérieur de €

est Vpo(2)
PolT
v(e)==0—=, x€INNwW.
V()]
Autrement dit, Q U 0 est une sous-variété a bord de R de dimension N
(voir la Définition 9.8 de [17]).

Etant donné un ouvert & bord Q de classe C' de RY, sa frontiere 9 est
une hypersurface de RY, dont on note v le champ unitaire normal dirigé vers
Pextérieur de 2, et do 1’élément de surface — cf. Appendice, section 6.2.

La deuxieme forme de la formule de Green-Riemann, rappelée ci-dessus, se
généralise alors immédiatement en dimension N > 2 quelconque de la maniére
suivante. La formule générale ainsi obtenue est connue sous le nom de formule
de Green, ou d’Ostrogradsky, ou encore de Green-Ostrogradsky :

Théoréme 3.5.4 (Formule de Green) Soient @ C RN ouvert a bord de
classe C1 et V, un champ de vecteurs de classe C' & support compact sur .
Alors

/ divVdx = V-vdo,
Q o0

ot v(x) est le vecteur unitaire normal au point x de O pointant vers lextérieur
de 1, et ou do est l’élément de surface sur OS).

Une conséquence immédiate de la formule de Green est I’énoncé suivant :

Corollaire 3.5.5 Soient @ C RN ouvert a bord de classe Ct et ¢ € CL(Q).

Alors
/amjgbdx:/ pvjdo, j=1,...,N,
Q o0

ot v(x) est le vecteur unitaire normal au point x de O pointant vers lextérieur
de Q, et ot do est l’élément de surface sur OS).

Evidemment, ’énoncé du Corollaire 3.5.5 n’est rien d’autre que la formule
de Green usuelle appliquée au champ de vecteurs

V(z) = ¢(x)e; on e; est le j-ieme vecteur de la base canonique de RY.

Réciproquement, en appliquant le Corollaire 3.5.5 & chaque composante de V'
et en additionnant membre & membre les égalités ainsi obtenues, on aboutit a
la formule de Green usuelle du Théoreme 3.5.4.

On renvoie le lecteur intéressé a [17], Théoréme 9.10, pour une démonstration
de la formule de Green en dimension 3 dans le langage des formes différentielles
— le cas d’une dimension quelconque étant identique.

Remarque. Le lecteur qui aurait du mal a se souvenir de l'orientation du
vecteur normal intervenant dans la formule de Green aura intérét a comparer
cette derniere avec la formule usuelle

b
/ f(@)de = F(b) — f(a).
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(a)

v(x)

(b)

0Q2

(©)

FIGURE 3.2 — (a) Exemple d’ouvert & bord de classe C* dans R?; (b) L’ouvert
Q n’est pas un ouvert a bord de classe C!, car sa frontiere 92 n’est pas une
courbe de classe C'; (c) 'ouvert Q = 2, UQ_ n’est pas un ouvert a bord de
classe C'! bien que 9Q = I'" UT'~ soit une (union de deux) courbe(s) de classe
C' dans R?, car Q se trouve des deux cotés de la composante I'~ de sa frontiere.
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valable pour toute fonction f € C([a,b]). Ici, Q = [a,b] de sorte que 9Q =
{a,b}. L’espace vectoriel des vecteurs tangents & 92 en a (resp. en b) est réduit
au vecteur nul. Ainsi, le vecteur “normal” unitaire a 02 en a pointant vers
Pextérieur de 2 est v(a) = —1; de méme v(b) = +1 et la formule de Green dans
ce cas tres simple se réduit bien a la formule ci-dessus.

3.5.4 Formule des sauts en dimension quelconque

Le Corollaire 3.5.5 peut encore s’interpréter comme un calcul de dérivée au
sens des distributions.

Théoréme 3.5.6 (Formule de Green dans D’) Soit Q C RN ouvert a bord
de classe C1. Alors

81_7,(19):—%-0, jzl,...,N,

ot v(x) est le vecteur unitaire normal au point x de O pointant vers lextérieur
de Q, et ou o € D'(RYN) est la distribution de simple couche définie par

(0,0) = | odo,

o0

do désignant I’élément de surface sur OS).

A partir de 14, il est tres facile de calculer la dérivée au sens des distributions
d’une fonction de classe C'! par morceaux ayant une discontinuité de premiere
espece a travers ’hypersurface 0f2.

Théoréme 3.5.7 (Formule des sauts dans R"™) Soient Q ouvert a bord de
classe C' de RN dont on note ¥ = 09 le bord, et f une fonction de classe C*
sur RN \ 3 telle que

(a) la restriction de f a § se prolonge en une fonction de classe C1 sur un
voisinage ouvert de Q, et

(b) la restriction de f a RN \ Q se prolonge en une fonction de classe C' sur
un voisinage ouvert de RN \ Q.

Alors la fonction f est localement intégrable sur RN et on a
Ou, f ={0s, f} + [fls vjo dans D'(RN) pour j =1,...,N.

Dans cette formule, on a noté {0., f} la fonction continue par morceaus sur
RY définie par la formule®

{0z, f}(w) = Oy, f(x) pour tout x € RV \ %,

5. Comme dans I’énoncé du Théoreme 3.5.1, {0, f} = Ox; (f|RN\Z

RN\ T, ot elle est continue et bornée au voisinage de tout compact de d%. Ainsi {0z, [} est

) n’est définie que sur

localement intégrable et définit donc bien une distribution sur RY.
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et [f]s le saut de f a travers Uhypersurface ¥ dans la direction v :

[fle(z) = lim (f(z+tv(z)) — flz —tv(z))), xz€X.

t—0+

Comme dans les énoncés précédents, v désigne le champ des vecteurs unitaires
normaux a X et pointant vers Uextérieur de 2. Enfin, o est la mesure de surface
sur X, c’est-a-dire la distribution de simple couche définie par

(0.6) = [ odo.
b
(voir Exemple 3.2.5) ot do désigne ’élément de surface sur X.

Démonstration. Soit ¢ € C°(R”); la formule de Green montre que
~ [ 1@, 0@de =~ [ o0, (o) w)tx+ [ 600, (e
Q Q Q
—— [ 1 @ow@)do@) + [ @), flz)ds
> Q

et que

-/ g {00} = = / g O PO+ [ oo, fa)ds

RN\Q

- / FH(@)6(@)v;(2)do (z) + /R ()0, ()

N\Q

ou 'on a noté

ff(z)= lim f(z+tv(z)) et f~(z) = lim f(z —tv(x)).

t—0+ t—0+

En additionnant membre a membre ces deux égalités, on trouve que

| 1), ble)dz = / (FH@) - /(@) d(a)v; (2)do(z)

RN

+ ()0, f(x)dz, j=1,...,N.
RN
Le premier terme au membre de droite est ([f]s v;o, ¢) ; le second est ({0, f}, ¢)
on a donc obtenu la formule annoncée. m

Nous avions évoqué au début de cette section le cas des ondes de choc dans
les fluides compressibles non visqueux comme motivation pour 'étude de la
formule des sauts ci-dessus. Nous allons maintenant examiner cet exemple en
détail.

Exemple 3.5.8 (Relation de Rankine-Hugoniot) On considére ici I’écou-
lement monodimensionnel d’un fluide compressible; on notera p(t,x) et 0(t,x)
la densité et la température du fluide au point x et a linstant t, ainsi que
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u(t,x) € R? la vitesse du fluide au point x et a Uinstant t. L’évolution de ces
quantités obéit au systeme des équations d’Euler

0
0, k=123

)

Op + divy(pu)
Ou(pur) + div (pugu) + 02, p(p, )
0: (p (3lul® +w(p,0))) +dive (pu (5]ul® +w(p,0)) + plp, O)u) =0

ot p(p,0) est la pression du fluide lorsque la densité vaut p et la température
vaut 0, et ot w(p, ) est Uénergie interne du fluide de densité p d la température
0.

On suppose pour simplifier que les fonctions p, 0 et uy pour k = 1,2,3 ne
dépendent que des variables t et x1 — et sont indépendantes des variables xo et
x3, de sorte que les équations d’Fuler ci-dessus se réduisent au systéme suivant :

Op + Oz, (pur) =0

By (pur) + O, (pui + p(p,0)) = 0
Ot(pug) + Ouy (purug) =0, k=23,

3: (p (3lul® +w(p,0))) + 0z, (pur (31ul* +w(p,0)) +p(p,Our) =0

Les équations ci-dessus valent en tout point ot les fonctions p, 0 et u sont de
classe C1 — les équations d’état p(p,0) et w(p,0) étant supposées suffisamment
régulicres (au moins de classe C').

Mais, dans les écoulements compressibles, il existe aussi des ondes de choc.
Typiquement, une onde de choc consiste en une surface mobile a travers laquelle
les fonctions p, 0 et u ont des discontinuités de premiere espéce.

Le systeme des EDP ci-dessus ne vaut donc pas sur une onde de choc. Mais
il existe des relations, appelées relations de Rankine-Hugoniot, qui relient les
valeurs des inconnues p, 0 et u en amont et en aval du choc.

Supposons que la surface de choc est ’hyperplan d’équation x1 = st, ot s est
la vitesse du choc. Notons (p~,u™,07) les valeurs des inconnues pour x; < st
et (p*,u™,0%) les valeurs des mémes inconnues pour x1 > st. Les relations de
Rankine-Hugoniot s’écrivent

ptul —sp™ =pTup —sp”

pr(ul)? +p(pt,07) = spTul = p(ur)? +p(p™,07) —spTuy

(pTuf —spT)uf = (p~uy —sp )u,, k=23

pruf (31t P +w(p®,07)) +p(p*, 0 ) ui —sp™ (5lut|* +w(p™,07))

= p uy (Blu” P +w(p™,07)) +plp™, 07 )uy —sp” (Slu”? +w(p™,07))
Le calcul des distributions permet de ramener ces relations de Rankine-

Hugoniot au systéme des équations d’Fuler écrit au sens des distributions au
voisinage de 'hypersurface de discontinuité.

Nous allons maintenant présenter ces relations de Rankine-Hugoniot dans
un cadre général basé sur le calcul des distributions.
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On considere donc un systeme d’équations aux dérivées partielles de la forme
OU(t, )+ 0, F(U(t,x)) =0, zeR,t>0,

ou U : Ri xR — R" est le champ de vecteurs des quantités inconnues, et ou
F: R"™ — R" est une application de classe C' — qui est connue.
Par exemple, dans le cas des équations d’Euler, n =5

P puL
pus pu? + p(p,0)
U= pus , FU) = PU U
pus puULU3
p (zlul? +w(p,0)) pur (5lul® +w(p,0)) + p(p, 0w

Supposons donc que la solution U présente une onde de choc matérialisée
par une courbe (en fait une droite) de discontinuité ¥ d’équation x = st. Notons

QOf ={(t,z) e R. x R|x > st},
Q" ={(t,z) e R, xR |z < st},
Y ={(t,x) e R} xR|z = st},
et supposons que les restrictions de U a QT ou Q™ se prolongent en des appli-
cations de classe C! sur QF et Q— respectivement & valeurs dans R™.

En appliquant la formule des sauts du Théoreme 3.5.7 a travers X, on trouve
que

1
V1+s2

ou oy, est la mesure de longueur portée par la droite 3, ¢’est-a-dire la distribution
définie sur R? par la formule

(5, ) = /qu(t,st)\/l—&—s%t,

O, U+0,F(U) = {0,U+0,F(U)}+ [F(U)-sUlsos, dans D'(R xR),

et ou
[fls(t,st) = f(t,st+0)— f(t,st —0), t€R,

pour toute fonction f définie sur R? présentant une discontinuité de premiere
espece a travers .
Dire que U est solution du systeme d’EDP

OU + 8,F(U) = 0 dans D'(R%. x R)

c’est donc dire que

1

(U +0FU)} + =

[F(U) — sUlsos =0, dans D'(R} x R).
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En testant cette relation sur des fonctions test nulles au voisinage de la droite
de choc X, on commence par montrer que

{0:U + 0, F(U)} = 0 dans D'(R} x R),
ce qui n’est rien d’autre que le systeme d’EDP de départ
OU + 0, F(U) = 0 écrit sur (R xR) \ X.
Par conséquent, 1’égalité

U + 0, F(U) =0 dans D'(R. x R)
équivaut aux deux conditions

oU + 0, F(U)=0sur (RL. xR)\ X,

[F(U)—sU]lg =0sur X.

Autrement dit, les relations de Rankine-Hugoniot expriment le fait que le
systeme d’EDP
U+ 0, F(U)=0
vaut globalement au sens des distributions, y compris au voisinage des hyper-

surfaces de discontinuités correspondant aux ondes de choc.

Exemple 3.5.9 (Ondes de choc pour I’équation de Hopf) On a vu au cha-
pitre 2 que les solutions de l’équation de Hopf

du+tud,u=0, z€R, t>0,
uf,_g =u",
développent des singularités en temps fini (sauf si la donnée initiale u'™ est une

fonction de classe C' sur R telle que (u'™)’(x) > 0 pour tout x € R.)
Ecrivons cette équation sous la forme

2
Oy + 0, (“2> —0

de fagon a pouvoir lui appliquer les considérations ci-dessus.

Alors, siu est une solution de I’équation de Hopf de classe C' par morceauz
présentant une discontinuité de premiére espéce a travers la droite 2 d’équation
r =st, on a

2 2
UJ_SU+ZU;_SU
2 2

en notant u4 les valeurs de w de part et d’autre de . Comme, pour un vrai
choc, on a uy # u_, cette relation s’écrit encore
Uy +u_

2 )
c’est-a-dire que la vitesse du choc est la moyenne arithmétique des valeurs de la
solution de part et d’autre de la discontinuité 3.
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y
Iu+
0 \\\ y X
’u+ \\\\
Uu
t ‘\\\ X
\\\ X =st
NG ’U++ u
¢ onde “\OU §= 3

de choc N

FI1GURE 3.3 — Propagation d’une onde de choc et relation de Rankine-Hugoniot

pour I’équation de Hopf
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3.6 Distributions homogenes
Pour tout A € R*, on notera M, I’homothétie de RY de rapport A :
My:R¥ >z~ zeRV.
Soit  un céne ouvert de RV — c’est-a-dire un ouvert de RV tel que
M (2) C Q pour tout A > 0.

Définition 3.6.1 (Distribution homogéne de degré §) On dira qu’une dis-
tribution T € D'(Q) est homogéne de degré B si, pour tout A > 0,

T o My = AT dans D'(Q).

Cette définition étend évidemment au cas des distributions la définition
usuelle pour les fonctions : en effet, une fonction f: 2 — R est dite homogene
de degré $ si, pour tout A > 0

fOx) =Nf(z), z€Q.

Les distributions homogenes interviennent trés souvent dans les applications
physiques, car la relation d’homogénéité traduit comment varie une quantité
physique lors d’'un changement d’unité ou d’échelle.

Commencgons par quelques exemples importants de distributions homogenes.

Exemple 3.6.2 (Fonctions homogénes de L} ) Toute fonction homogéne
f de degré 8 sur RN \ {0} se met sous la forme

f) = lel’f ()« a0

||

de sorte qu’une fonction continue homogéne non identiquement nulle de degré 8
est localement intégrable sur RN — et définit donc une distribution sur RN —
st et seulement si B> —N.

En effet, la restriction de la fonction continue f a la sphere unité, qui est un
compact de RY, est donc bornée, de sorte que

[f(@)] < Cla|®,  avec C = max |f(y)]-

D’autre part, en passant en coordonnées sphériques, on voit que

R
— B+N-—1
/B(O,R) I (@)lde = A " dr /SIL1 |f(y)ldo(y)

ot do est I’élement de surface sur SV ~1. Donc, si

/ |f(x)]dx < o0
B(0,R)
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c’est que

R

/ rPHN=1dr < 0o ce qui équivaut & 8 > —N,

0

faute de quoi
| 1iwldoty) =0,
sN—l

de sorte que f = 0 sur RV.
Exemple 3.6.3 (La masse de Dirac et ses dérivées) On a déji vu que

80 0 My = A~N&y dans D'(RN) pour A > 0,

de sorte que la masse de Dirac & lorigine de RN est homogéne de degré —N .
De méme, pour tout multi-indice « € NV et tout ¢ € C(RYN)

(0700 0 M), 6) = (960, A" N (-/N))

)15, AN 9% (6(-/N)))
—1)lel(go, ATl (9%9) (/)
~1)

1A =Nlelgag(0) = ATNTlel(925,, ¢)

|
—~ o~~~

de sorte que
(8%80) 0 My = \"N=1219%5; dans D' (RN) pour X > 0.
Autrement dit, la distribution 0°8y est homogéne de degré —N — || dans RY.

En réalité, le cas des dérivées découle de ’énoncé général suivant :

Proposition 3.6.4 (Homogénéité et dérivation) Soit ) cone ouvert de RV
et T' distribution homogéne de degré 8 sur Q. Alors, pour tout j =1,..., N, la
distribution

0y, T est homogéne de degré 3 — 1.

Plus généralement, pour tout multi-indice o« € N, la distribution
03T est homogéne de degré B — |al.

Démonstration. Le premier énoncé entraine le second par une récurrence tri-
viale.
Démontrons donc ce premier énoncé. Pour tout j =1,..., N, on a

((92,T) 0 My, ¢) = (00, T AN (/X))

—(T, NN 0w, (6(-/N))

=—(T, AN (82,0) (+/N)

= -A"NT o M,,0,,9)

= - ATYNT,0,,0) = N THO,, T ¢), ¢ € C(Q).
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d'ot
(05,T) o My =\"109,.T.
]

Voici un autre exemple important de distribution homogene de degré —1 sur
R.

Exemple 3.6.5 (Homogénéité de vp %) La distribution Vp% est évidemment
homogene de degré —1 sur R.

(Cela se voit facilement sur la formule
1 o — B(—
(who)= [HD= 0 g eomm
x 0 x

définissant vp <.)

Dans le méme ordre d’idées, Hadamard a proposé une maniere de renorma-
liser certaines intégrales divergentes, ce qui permet de définir les monoémes de
puissances non entieres comme des distributions sur la droite réelle.

Exemple 3.6.6 (Parties finies d’Hadamard) Pour tout x € R et pour tout
a € C, on pose
i =2"siz>0, 25 =0s2<0.

Considérons maintenant pour tout a € R la fonction x w— z% . Cette fonction est
évidemment continue sur R* et homogene de degré a sur R. Elle est donc locale-
ment intégrable sur R pour a > —1, et définit donc dans ce cas une distribution
sur R.

Dans le cas ot a < —1 n’est pas un entier, on définit une distribution notée
pf 24 sur D'(R) en posant

(pfas, ) = (—1)’“/O (a+1)... (a+k)

pour toute fonction test ¢ € C°(R) et tout entier k > —a — 1.
La distribution pf x4 est homogéne de degré a pour tout a < —1 non entier.

xa-i—k

o™ (z)dx

Il faut vérifier que cette définition est indépendante de k. L’'idée d’Hadamard
est la suivante : considérons, pour tout € > 0, 'intégrale

/:O x%¢(x)dx

et intégrons par parties k fois, tenant compte du fait que ¢ est a support com-
pact dans R, de sorte que les seuls termes de bord qui interviennent sont ceux
correspondant & z = €. On a donc ainsi

o] a+1 oo a+1
| ettt == Sot0 - [T T s

€a,-‘,—l €a+2 (_1)k€a+k

ERES LA (a+1)(a+2)
xa+k

+ (_l)k/eoo G R @i
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Cette identité s’écrit encore

oo [e's) ZL’aJrk
/E x%(f”)dx:(’l)k/e D @it @d

+ Ape®™ p Apet T 4+ At 4 0(1)

en remplacant chacun des termes de la forme ¢ (¢) par son développement de
Taylor a l'ordre k — j en € = 0.
L’intégrale ci-dessus se décompose donc en sa partie singuliere

[—a
Selg] = Ajert
j=1

et sa partie finie

/ " o (2)de — S.[d]

qui admet une limite pour € — 0% :

otat,o) = tim ([ a oot - 5061)

e—0t

Le calcul ci-dessus montre que, pour tout k£ € N tel que k£ > —a — 1,

* . _(_1\k > zoth (k)
w9@)dz ~ 849 = () | 6 @)
k
+ Z Aj€a+j + 0(1) .
j=llel]+1

Comme la somme figurant au membre de droite de I'identité ci-dessus tend vers
0 avec €, on en déduit que

i ([T et - 500) = (0F [T 6

pour tout entier £ > —a — 1, ce qui montre que la définition de la distribution
pf x4 est bien indépendante de k.

Toutefois, la méthode d’Hadamard exposée ci-dessus laisse de coté le cas des
puissances négatives entieres — a part le cas de 1/z, pour lequel on dispose
de la valeur principale, mais la définition de Vp% utilise de maniere cruciale
le caractére impair de la fonction 2 — 1/z de sorte que ce procédé n’est pas
généralisable aux puissances paires, non plus qu’aux fonctions du type z¢.

Une autre idée consiste & “corriger” la distribution pfz4 par un coefficient
bien choisi.

Rappelons la définition de la fonction I' d’Euler :

I'(z) = / e_ttz%, R(z) >0.
0
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Cette fonction se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec des poles
simples aux entiers négatifs, et qui vérifie la relation

D(z+1)=2I'(z), 2€C\Z_.

D’autre part, I' ne s’annule en aucun point de C, de sorte que la fonction
Z ﬁz) est holomorphe sur C. (Voir [6], Théoréme VIL.2.1.)
Rappelons également que

I'(n4+1) =n! pour tout n € N*,

de sorte que I' est un prolongement de la factorielle aux complexes qui ne sont
pas des entiers négatifs ou nuls.

Exemple 3.6.7 (Distributions x%) Pour tout a € C tel que R(a) > —1, on
pose

x(l

a _ +

@) = Fary

Lorsque Ra > —1, la fonction ci-dessus est localement intégrable et définit donc

une distribution sur R.
D’autre part, on vérifie aisément grace d la relation entre T'(a 4+ 1) et T'(a),

que

r€eR.

(xi)/ =x%""! dans D'(RN) pour R(a) > 0.
Ceci permet donc de prolonger x4 pour tout a € C de telle sorte que
(Xi)/ =x%"" dans D'(RN) pour tout a € C.

On vérifie alors sans peine que
(a) pour tout a € R\ Z*, on a

pf g

a __ .
T Ta+1)’

(le symbole pf étant évidemment inutile pour a > —1) ;
(b) pour toute fonction test ¢ € C°(R), la fonction

a— (x4,9) est holomorphe sur C;
(¢) pour les valeurs entiéres négatives de a, on a

X = 1r: (fonction de Heaviside),
X5 =60,

Xjrk = (561671) sik>1.

(d) pour tout a € R, la distribution x% est homogéne de degré a dans D'(R).
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Dans la section 3.3, nous avons étudié les distributions obtenues comme
valeurs de la fonction z +— 1/z sur l'axe réel vu comme bord des demi-plans
supérieurs et inférieurs. Ceci suggere de considérer plus généralement 1’exemple
des valeurs sur 'axe réel de fonctions du type z +— z%.

Exemple 3.6.8 (Valeurs sur I’axe réel de 2z et pfa}) Pour tout a € C
tel que R(a) >0, on a

(x4 10)* = 1i161+(33 +i€)* =2 + e 2",
e—

(x —i0)* = 11151+(x —i€)* = 2% + e Mg,
€E—>

pour tout © € R, ou on a noté

2 =0six>0etx? =|z|*six <O,

et ot 2% = e®™% | g notation In désignant la détermination principale du loga-

rithme, qui est holomorphe sur C\R_ — cf. [6], chapitre V.5.2, ou [9], chapitre
X.6.4. Ainsi, la fonction z — z* est, elle aussi, holomorphe sur C\ R_.
On en déduit que, pour tout a € C tel que R(a) >0, on a

etz —i0)" — e (x +40)* = 2isin(ra)zl, =z €R.

Evidemment, cette identité ponctuelle, qui vaut pour tout x € R, vaut aussi
au sens des distributions sur R.

En dérivant cette identité au sens des distributions, on trouve que, pour tout
a € C avec R(a) >0

etimig(x —i0)*"! — e ™a(z +40)* " = 2isin(ra)az !
c’est-a-dire, apres division par —a # 0
im(a—1 -nya—1 —im(a—1 -nya—1 . 2 a—1
etima= (g —j0)at — e @D (g 4 j0)a T = —2 sin(ma)z
= 2isin(m(a — 1))z% "
dans D'(R) pour R(a) > 0.

Puis, en dérivant a nouveau un nombre arbitraire de fois au sens des distribu-
tions sur R, on trouve finalement que

€T (2 — i0)® — e~ (x4 §0)® = 2i sin(ma) pt 2%
dans D'(R) pour a € C\Z_.

(Evidemment, le symbole pf n’est nécessaire que lorsque R(a) < —1.)

Il est intéressant de voir ce que deviennent les identités ci-dessus lorsque
a € Z_. 1l faut alors utiliser les distributions x4 introduites plus haut.
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Exemple 3.6.9 (Valeurs sur I’axe réel de 2% et Xjrk) Partons de l’iden-
tité étadblie dans ’exemple 3.53.4

1 1 5
= Vp — —
x + 10 Py — o,
1 1 .
— = vp — +imdg .
x — 10 T

En soustrayant membre a membre ces deux identités, on voit que

1 1
x—10 x+10

= 2imdy = 2imx .

Dériwant k — 1 fois chaque membre de cette égalité, on trouve que

1 1

(=1)(=2)...(=(k—1)) ((w s i0)k> = 2imx ",

ce qui s’écrit encore, pour tout k > 1

(—1)F (k= 1) ((x —lz'o)k G +1Z,0)k) = 2imy "

Remarque 3.6.10 (Valeurs sur I’axe réel de z® et x% pour R(a) <0) On
peut rassembler la formule ci-dessus et celle de l’exemple précédent dans une
seule identité, comme suit :

il'(—a)

2

(et (z —i0)* — e~z +140)") = x%, R(a) <O0.
En effet, pour a € C non entier avec R(a) < 0, on a, d’aprés l'exemple 3.6.8

sin(ma)

et (1 —§0)* — e (2 4 40)* = 207 pf x4

. pf 24 et
T(—a)T(1 + a) “T(~a)

grace a la “formule des compléments”

Fz)Ir1-z) = pour tout z € C\ Z

sin(mz)

(cf. Appendice, section 6.4.)
D’autre part, pour a < 0 entier, d’aprés 'exemple précédent

M (eJri'n'a(x _ iO)a — efiﬂ'a(m + iO)a)

2
i a 1 —a 1
= 57 (la| = 1)! ((—1) (@ —ioyl ~ (1) (m+¢o)lal>

= 25(=1)" (el - 1) ((x —1i0)|a| C(z +1i())a|> = o (=2imx ) =x3.
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Les exemples ci-dessus sont tous relatifs & la dimension 1.

Etudions maintenant les distributions homogenes en dimension quelconque.
On sait que toute fonction homogene de degré S dans un ouvert conique §2
de RN vérifie la

RELATION D’EULER \

N
D wpOu f=Bf, surQ,

k=1

relation que 'on peut encore écrire sous la forme

div(ef) = 0u, (21f) = (N +B)f,  sur Q.

WE

>
Il

1

Rappelons brievement la démonstration de cette relation.
Démonstration de la relation d’Euler. Comme f est homogene de degré
[ sur I'ouvert conique €2

fOx) =N f(z), pourtout z € Qet A>0.

Comme la fonction f est de classe C', on peut dériver chaque membre de cette
égalité par rapport a A pour tout =z € Q fixé :

%f(m =Vfz) -z =BN"1f(z), A>0.

En particulier, en faisant A = 1, on trouve que

FO@),y = V@) = (), weq,

qui est précisément la premiere forme ci-dessus de la relation d’Euler. m

Cette relation vaut encore pour les distributions, comme on va le voir.

Proposition 3.6.11 (Relation d’Euler et distributions homogeénes) Soit
Q ouvert conique de RN et soit T une distribution homogéne de degré 3 sur Q.
Alors

div (zT) = (N + B)T dans D' ().

Démonstration. Dire que T est homogene de degré 8 sur 2, c’est dire que,
pour toute fonction test ¢ € C°(£2)

(T, d(-/N)) = \N+YB(T, ¢),  pour tout A > 0.

Comme dans le cas de la démonstration de la relation d’Euler rappelée ci-dessus
dans le cadre des fonctions de classe C*, I'idée de la preuve consiste & dériver
chaque membre de 1’égalité ci-dessus par rapport a A et a faire A = 1. Mais la
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fonction (x,\) — ¢(x/A) ne vérifie pas les hypotheses de la Proposition 3.4.21;
on va donc la tronquer par une fonction plateau bien choisie.
Soit 6 : R% — R une fonction de classe C°° telle que

9 =0, 0<0<1.

9|[1/2,2] =1 10,1/4]U[4,00]

Considérons la fonction 1 € C°(Q x R ) définie par
P(x,A) = p(z/N)O(N), ze€Q, A>0.
D’apres le théoreme de dérivation sous le crochet de dualité
(div(eT), ¢) = (T, =z - V)
= (T, 0\p(-/N)| 1)
= (T, 05 (¢(-/N)0N) [ )

= O\T (M),
()\N+BQ ) |)\ 1 T d) (N+ﬁ)<T7¢)>a

ce qui implique la relation d’Euler. m

Une question qui se pose tres souvent dans la pratique est de savoir si une
distribution homogene sur R™ \ {0} se prolonge de fagon unique en une distri-
bution homogene sur RY. C’est évident pour une fonction continue homogeéne
de degré > —N sur RV \ {0}, puisqu'une telle fonction définit un élément de
(RY) — cf. Exemple 3.6.2 ci-dessus.

lor

Proposition 3.6.12 (Prolongement en 0 des distributions homogeénes)
Soit T distribution homogéne de degré B sur RN \ {0}. Si B > —N, il existe
une unique distribution homogéne sur RY de degré 3, notée T, telle que
T‘RN\{O} =T
Démonstration. Pour tout ¢ € C°(RY), on pose
Rpo(x / p(ra)rP N "1ar e RN\ {0}.
Soit x € C°(RY \ {0}) telle que

o dt
/ Xt T =1, zeRY\ {0},
0
On pourra prendre x de la forme
x(z) = cX(|z|) avec 0 < X € C*(R7) non identiquement nulle,

et définir la constante ¢ en posant

c/OOCX(t)”f:
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Alors, pour tout r > 0, on a

/OOO X(tr)? - /OOOX(S)‘f

grace au changement de variables s = tr, d’ou Iidentité cherchée.)
Définissons T par la formule

<T7 ¢> = <Ta XR,@¢> , Q€ CSO(RN) :

Que T soit une distribution sur RV se vérifie sans difficulté.
D’autre part, pour tout ¢ € C°(RY \ {0}), on a

(T, xRpop) = <T x/ P(r-)rPTN- 1dt>

:/ (rPT,xo(r Jr N71>d7’*/OO<TOMT7X¢(r')rN*1>dr
0

=/OOO<T><(/7~> <T¢/ > (T, 9)

ce qui montre que
T|gwyioy =T
Vérifions que 1" est une distribution homogene de degré 8. Pour toute fonc-
tion ¢ € C°(R) et tout A > 0, on a
(T'o My, 0) = (T, A"V (-/A) = (T.A"VxRp(-/2)).

Or
> pendr _ i [T p+NdS _ \piN
Rpo(x/X) = o(ra/N)r = A @(sx)s <= A Rpo(x)
0 0
grace au changement de variables s = r/A. Donc

(T'o My, ¢) = (T, \"NxRso(-/N)) = (T, \°xRy¢p) = \*(T, ¢)

d’'ott T'o My = N\°T.

Montrons enfin que ce prolongement est unique. S’il en existait un autre, di-
sons T, la différence S = T'— T serait alors une distribution homogene de degré
B > —N dans RY dont la restriction & R \ {0} est nulle. On en déduirait,
d’apres le lemme ci-dessous, que S = 0, d’ou l'unicité du prolongement ho-
mogene. ®

Lemme 3.6.13 Soit S distribution homogéne de degré B > —N sur RN, dont
la restriction a RN \ {0} est nulle. Alors S = 0.
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Démonstration. Soit § € C°(R) telle que

9|[ 1, =0, 0<6<1.

01 — 0‘[2,4—00[

Pour tout ¢ € C>°(RY) et tout entier n > 2, on décompose

¢ = n + Xn avec Y (z) = 0(2"[z[) ().
Donc
(S) = (S,¢n) + (5 xn)
= (S,%n) + <S|RN\{0}7XTL> = (S, ¢n)
puisque
Xn(x) = (1= 0(2"|z|))p(x) = 0 pour |z <27".

Puis, comme S est homogene de degré 3, pour tout A > 0
(S hn) = (S 0 My, A™P4hy) = (S, A7 N (-/)) -
Choisissons A = 2™ ; on trouve alors que
(S, 1pn) = 27FI(S, 0(-/2"))

Or, pour tout n > 2, la suite de fonctions test = — 6(|z|)¢p(z/2™) est & support
dans B(0,2), et
M{(a,n) == sup |07 (0(|z|)¢(x/2"))]

o] <2

est, pour tout a € NV, une suite bornée lorsque n — co. Donc

(5, 00(-/2"))| < Cﬁl‘&;);M(a,n)

est une suite bornée lorsque n — oo. Comme d’autre part N + 5 > 0, on en
déduit que
2= (N (./27) — 0 dans C°(RN)

lorsque n — oo. Par continuité séquentielle de la distribution S — cf. Proposi-
tion 3.2.9 — on en déduit que

(S, Pn) = 27(N+*3)”<S, 0o(-/2™)) — 0 pour n — o0,

de sorte que
(S,¢) = lim (S,¢) = 0.
n—00
]

On verra, au chapitre suivant (aprés la preuve du Théoreme 4.1.7) une
démonstration beaucoup plus simple de ce lemme, mais qui utilise la notion
de support d’une distribution — et surtout la structure des distributions a sup-
port dans un singleton — notion que nous n’avons pas encore présentée.

En revanche, une distribution homogene sur R™ \ {0} de degré —N ne se
prolonge pas forcément en une distribution homogene (de degré —N) sur RV.
Nous verrons pourquoi au chapitre suivant — cf. Proposition 4.1.8.
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3.7 Exercices

Exercice 1.

a) Montrer que, pour tout entier m > 1, la distribution 5(()m) € D'(R) est d’ordre
m.

b) Montrer que la distribution vp L € D’'(R) est d’ordre 1.

Exercice 2.

Montrer que les suites de distributions sur R définies par les fonctions
(i) fn(z) = sin(nx)

(ii) gn(2) = ==

(iii) Ay, (z) = nsin(nz)1r, ()

sont convergentes dans D’(R), et calculer leurs limites.

Exercice 3.

Calculer, pour tous m,n entiers, la distribution xm(S(()") dans D'(R).

Exercice 4.
a) Soit S € D'(R). Montrer qu'’il existe T' € D'(R) telle que 2T = S.

b) Soit T € D'(R) telle que 2T = 0. Montrer qu’il existe C € R telle que
T = Cdy.

c¢) Résoudre dans D’'(R) les équations suivantes

1
=1, zT' =06y, zT =vp-—.
x

Exercice 5.
Résoudre dans D'(R) l’équation zu’ + u = 0.

Exercice 6.

Montrer qu'il existe une infinité de fonctions Ry x R 3 (¢,z) — u(t,z) € R
continues par morceaux et telles que
u?
2
u(t, z) — u"™(x) pour tout x # 0 lorsque t — 07,

Btu—f—ax( >:0 dans D'(R}. x R),

ol
u(z) =1siz >0, u(z) = —1siz <0.

Exercice 7.

a) Pour tout € > 0, soit E, la fonction définie sur R? par

fe(x) =In|z| si x| > €, fo(x) =Inesi|z| <e.
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Calculer Af, dans D'(R?).

b) Montrer que la fonction R? 3 z — In|z| définit une distribution sur R?, et
calculer Aln |z| au sens des distributions sur R2.

¢) Soit N > 3. Montrer que la fonction RN 3 z + |z|>~Y définit une distribu-
tion sur RY. Calculer, pour tout k = 1,..., N, la distribution 9,, |z~ .

d) Calculer la distribution Alz|>~" sur RV.

Exercice 8.

On rencontre en électromagnétisme la situation suivante.

Soit P un plan affine de l'espace euclidien £ = R3, qu’il sépare en deux
demi-espaces ouverts Et et E~. Soit j un champ de vecteurs de classe C! sur
P. On s’intéresse au champ magnétique B créé par la nappe de courant j; on
note B* la restriction de B & E*, et 'on admet que B est de classe C'! sur
Ex.

L’absence de charge magnétique, et la loi d’Ampere dans E* s’écrivent

div B = 0 sur B+,

rot BY =0 sur E*,

ol on rappelle que le rotationnel d’un champ de vecteurs V de classe C'' sur un
ouvert de R? est le champ de vecteurs donné par la formule

Vi(x) O, V3() = O, Va ()
rot V(z) = VA | Va(z) | = | 0z, Vi(x) — 0, Va(x)
V(@) O, Vo () = 00, V1 (2)

D’autre part, Bt et B~ sont reliés par une condition de transmission sur P :
n-[B]p =0 sur P,
nA[B]p=jsur P,

ol n est le vecteur unitaire normal & P dirigé vers E, et onl

[Blp(y) = lim (By(y+tn) — B_(y—tn)), yeP.

t—0t

Exprimer les systemes d’équations aux dérivées partielles sur Et et E~ et
les conditions de transmission ci-dessus sous la forme d’un seul systéme aux
dérivées partielles au sens des distributions sur R3.



Chapitre 4

Support et convolution des
distributions

On a vu au chapitre 1 que le produit de convolution des fonctions permet
de montrer que toute fonction localement intégrable est limite d’une suite de
fonctions de classe C*° a supports compacts. Le produit de convolution par une
fonction de classe C* & support compact s’étend & toute distribution sur R, et
permet de montrer que I’espace C°(2) est dense dans D’(2), pour tout ouvert
Q de RY : voir section 4.2 ci-dessous.

A partir de la, on dispose d'un outil puissant permettant de prolonger par
densité certaines opérations bien connues portant sur des fonctions de C*°(2)
a lespace D'(Q) des distributions sur 2 : voir section 4.3.

Enfin, dans la section 4.4, on définira le produit de convolution de deux
distributions sur RY. Toutefois, on ne sait pas donner un sens & cette opération
pour tout couple de distributions sur RN — pas plus qu’on ne saurait définir
le produit de convolution de deux éléments de L, .(RY). Déja dans le cas des
fonctions, il faut pouvoir controler — en un sens tres faible — la croissance des
deux termes du produit : c’est la tout le sens de l'inégalité de Hausdorff-Young

(Théoreme 1.3.10).

Pour cela, on se limitera ici au cas ot I'une des distributions est a support
compact dans RY. On commencera donc par étudier, tout au long de la section
4.1, la notion de support d’une distribution et les propriétés des distributions
a support compact — on verra notamment un résultat de structure tres simple
sur les distributions a support dans un singleton.

Le produit de convolution des distributions est, avec la transformation de
Fourier, 'outil fondamental intervenant dans I’analyse des équations aux dérivées
partielles a coefficients constants. On verra donc, dans la deuxieéme partie de ce
cours, de nombreuses applications a la théorie des équations aux dérivées par-
tielles des résultats présentés dans ce chapitre.

115
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4.1 Les distributions a support compact

Les distributions a support compact jouent un réle important dans la théorie
des distributions. En effet, on verra qu’une distribution a support compact est
une somme finie de dérivées (multiples) au sens des distributions de fonctions
continues. Ceci confirme en quelque sorte que la notion de distribution est bien
I’extension minimale de la notion de fonction continue pouvant étre dérivée
autant de fois qu’on le désire.

4.1.1 Support d’une distribution

Commengons par définir la notion de support d’une distribution. Rappelons
que pour une fonction f: © — R ou C, o1 2 est un ouvert de R, le support
de f est défini comme

supp(f) = {z € Q| f(z) # 0} ;

(voir la Définition 1.2.1.)

Malheureusement, il n’est pas possible d’étendre cette définition telle quelle
au cas des distributions, car il n’existe aucune notion de valeur en un point
d’une distribution. Mais on peut définir de maniere équivalente le support d’une
fonction comme le plus petit fermé en dehors duquel la fonction est nulle.

Définition 4.1.1 (Support d’une distribution) Soient Q ouvert de RY et
T une distribution sur Q. On définit supp(T") comme le plus petit fermé F' de §2

tel que T AF = 0. Autrement dit

supp(T) = (| F
FeF(T)
ot
F(T) = {F fermé de @| 7|, . =0} .

Voici quelques propriétés simples de la notion de support d’une distribution.

Proposition 4.1.2 (Support et opérations) Soient Q ouvert de RN et deus
distributions T, S € D' (). Alors

(0) Tlrguppry =05
(b) pour toute fonction test ¢ € C° (),

supp(¢) Nsupp(T) = O implique que (T, ¢) = 0;

(¢) supp(T' + S) C supp(T) U supp(S) ;
(d) pour toute fonction a € C*(2), on a

supp(aT’) C supp(a) Nsupp(T);

(e) pour tout multi-indice « € NN

supp(95T) C supp(T) .
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Démonstration. Considérons la famille (wr)per(1) d’ouverts de €2 définis par
wp =Q\ F, et posons Tr = T|wF .

Observons que la famille (wr) pe 7(7) est un recouvrement ouvert de Q2\supp(7'),
que
Tr =0 dans D'(wp) pour tout F € F(T)

par définition de F(T'), ce qui entraine en particulier que

T | :O:TF/} pour tous F, F' € F(T).

WprpNw g WpEpNw gr

On déduit alors de la partie unicité du principe de recollement (Proposition
3.4.17) que
T o\ qupp(ry = 0 dans D'(Q\ supp(T)),
ce qui établit le (a).
Si ¢ € C°(Q) vérifie

supp(¢) N supp(7T') = 0
c’est donc que

supp(¢) C Q\ supp(T) .

On déduit alors du (a) que

<T’ ¢> = <T’Sl\supp(T)’ (b’SZ\supp(T)> =0,

ce qui établit le (b).
Passons a la démonstration du (c). Considérons les ouverts

O =Q\supp(S), et O =Q\supp(T).

D’apres le (a)
S‘o =0etT

o =0
d’ol1 en particulier

S‘OHO/ = T’0r10/ =0.
Par conséquent

(S+T =0

) |Omo'
ce qui implique que
Q\ (ONO") =supp(S) Usupp(T) € F(S+T),

d’out le (c).
L’énoncé (d) est équivalent au fait que

Q\ (supp(a) Nsupp(T)) € F(aT).
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Soit donc ¢ € C(Q2) quelconque telle que

supp(¢) C 2\ (supp(a) N supp(7))
c’est-a-dire
supp(¢) N supp(a) Nsupp(T) = 0.
Or
supp(a®) C supp(¢) Nsupp(a) de sorte que supp(agp) Nsupp(T) =10.

Par conséquent, d’apres le (b)
(aT,¢) = (T, a¢) =0,
ce qui montre que
la restriction de T' & '\ (supp(a) Nsupp(7")) est nulle,

d’otu le (d).
L’énoncé (e) est équivalent au fait que, pour tout multi-indice o € NV,

80T’Q\supp(T) =0,

c’est-a-dire que

(0T, ¢) = 0 pour toute fonction test ¢ € C°(Q)
vérifiant supp ¢ C Q \ supp(T)

Or
supp(9®¢) C supp(¢)

de sorte que
supp ¢ C Q \ supp(T) entraine que (9T, ¢) = (—1)1N(T,9%¢) = 0.
Ceci établit donc le point (e). ®

Exemple 4.1.3 (Support des dérivées de la masse de Dirac) Pour tout
zo € RN et tout multi-indice « € NV, on a

supp (05 0,) = {zo}-

On verra plus loin que cet exemple admet (presque) une réciproque : voir
Théoreme 4.1.7

Remarque. On prendra garde au fait suivant : pour 7' € D'(Q) et ¢ € C(Q),
la, condition

¢ = 0 sur supp(T') n’implique pas que (T, ¢) =0.
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(En revanche, pour f € C(Q), la condition ¢ = 0 sur supp(f) implique que
of=0.)

Voici un contre-exemple : pour § € C*°(R), telle que

1, et supp(d) C]—2,2[,

0‘[71,1] =
on choisit ¢(x) = 2260(z), et T = &(. Alors
(T, ¢y = 2 bien que ¢(0) =0.

Ceci est dit au fait que ¢ = 0 sur supp(dj) = {0}, mais pas sur un voisinage
ouvert de supp(d(), ce qui correspondrait & la condition (b) de la Proposition
4.1.2 ci-dessus.

4.1.2 Distributions a support compact

Soit 2 ouvert de RY. On notera
E'Q)={T € D'(Q)| supp(T) compact dans Q}.

Evidemment, £'(Q) est un sous-espace vectoriel de D’(Q2) sur R (ou C).

A priori, une distribution a support compact est une forme linéaire continue
sur ’espace des fonctions de classe C°° a support compact. Mais comme le
support de la distribution est lui méme compact, on peut ignorer les fonctions
test en dehors du support de la distribution. Ceci permet d’étendre la dualité
et de considérer les distributions & support compact comme les formes linéaires
continues sur l’espace des fonctions C'*° équipé de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact des dérivées de tous ordres.

Proposition 4.1.4 (Dualité & — C™) Soient Q ouvert de RN et T € £'().
Pour toute fonction ¢ de classe C™ sur , la valeur (T, x¢) est indépendante
du choiz de x € C () vérifiant

X = 1 sur un voisinage ouvert de supp(T).

On définira donc

(T, ¢) = (T, x9)

pour toute fonction x € C°(QY) identiquement égale & 1 sur un voisinage ouvert
de supp(T).

Démonstration. Soient x; et x2 € C°(1) telles que
Xl‘vl =1let X2|V2 =1
ou Vi et V5 sont deux voisinages ouverts de K dans 2. Alors

(Xl - X2)‘Vlmv2 =0
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et comme V1 NV; est un voisinage ouvert de supp(7") dans €2, pour toute fonction
¢ € C(Q), la fonction (x1 — x2)¢, qui est de classe C™ sur €, vérifie

supp ((x1 — Xx2)¢) Nsupp(T) = 0.
D’apres la Proposition 4.1.2 (b)

(T, (Xl - X2)¢5> =0

de sorte que
(Tx10) = (T, x29) -
]

Proposition 4.1.5 (Propriété de continuité pour &) Soit Q ouvert de RV .
Alors
(a) toute distribution a support compact sur § est d’ordre fini;
(b) pour tout T € E'(Q), il existe un compact K C Q, un entier p > 0 et une
constante C' > 0 tels que

(T, ¢)| < C max sup |9%¢(xz)|

lal<pzek

pour tout ¢ € C*°(Q) ;
(c) soit (¢pn)n>1 une suite de fonctions de classe C* sur Q) telle que, pour tout
a €NV,

0%p,, — 0% uniformément sur tout compact de Q lorsque n — co.
Alors pour tout T € £'(£2)
(T, ¢n) — (T, ¢) lorsque n — 0.

Démonstration. Démontrons I’énoncé (b) qui implique évidemment les points

(a) et (c).
Soit n = 1 dist(supp(T’), 92) > 0. Posons

0= U B(xz,n) et K=0.

zesupp(T)

Evidemment O C Q est ouvert (comme réunion d’ouverts), tandis que K C
est compact (car fermé et borné dans RV.)

Soit x € C°(Q2) a support dans O et valant identiquement 1 sur un voisinage
ouvert de supp(7T') — l'existence d’une telle fonction étant garantie par le Lemme
1.4.1. Pour tout ¢ € C°(Q)

(T, ¢) = (T, x9)

d’apres la Proposition 4.1.4 et la propriété de continuité des distributions, ap-
pliquée au compact K, entraine l’existence d’un entier px > 0 et d’une constante
Ck > 0 telle que

(T, ¢)| < CKlmaX sup |0%(x¢)(z)| .

a|<pr zeK
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Puis la formule de Leibnitz montre que

sup 07 (x0) ()] < D

BLa

(g> sup |07 x(x)| sup [0* P (x)|
K reK

fAS

ce qui entraine le point (b) avec p = pk et

C = Ck max (a) sup [0°x(2)] .
=i \B) ek

la|<px z€

]
Evidemment, toute distribution a support compact peut étre prolongée par
0 en dehors de €2, de la fagon suivante.

Définition 4.1.6 (Prolongement d’une distribution de &£’) Soient 2 ou-
vert de RN et T € £'(Q). On définit le prolongement T de T par 0 en dehors
de Q en posant

(T, ) ermmy,ce @y = (T, 6| )er().c=(0) -

Evidemment

T|Q =T, et supp(T) = supp(T).

4.1.3 Structure des distributions a support dans un sin-
gleton

On a vu plus haut que la masse de Dirac §,, et ses dérivées successives sont
toutes & support dans le singleton {z¢}.

Réciproquement, les distributions a support dans un singleton admettent
une caractérisation tres simple.

Théoréme 4.1.7 (Distributions & support dans un singleton) Soient Q
un ouvert de RN, un point xo € Q et une distribution T € D'(Q). Supposons
que

supp(T) C {zo} .

Alors il existe une suite (an)qenn~ de nombres réels (ou complezes) telle que
ao =0 dés que |a| > ordre de T

et
T= Y 0,0,

aeNN

Démonstration. D’apres la Proposition 4.1.5 (a), comme T est & support dans
le singleton {z(} qui est compact dans €, c’est une distribution d’ordre fini p.

Sans restreindre la généralité de la preuve, nous allons supposer que xy = 0
— cas auquel on peut toujours se ramener par translation.
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Soit X € C*>°(R) telle que
X‘[—1,1] =1, supp(X)C[-2,2], 0<X<1.

Pour tout € > 0, on pose x.(x) = X(|z|/€); par construction, la fonction y. €
C>(RY) est a support dans B(0,2¢) et vaut identiquement 1 sur B(0, €).
Pour toute fonction ¢ € C*°(£2), on a

et le second terme au membre de droite de cette égalité est nul, car le support
de (1 — x¢)¢ est inclus dans Q\ B(0, €) et donc ne rencontre pas supp(7’) = {0}
— cf. Proposition 4.1.2 (b).
Etape 1.

Supposons maintenant que

9%¢(0) = 0 pour tout o € N tel que |a| < p = ordre de T.

Il s’agit de montrer que
(T, ) =0.

Notons
n = 3 dist(0,09) .

Ecrivons la formule de Taylor & l'ordre p — || pour 0%¢ en 0 :
f [t
00@) =+ 1-la) Y G [ - oritet o,
|Bl=p+1-fal " 0
de sorte que
0% ()] < M,|z[PT1=1el pour tout x € Q tel que |z| <7

avec
M,=(p+1)sup > [0°(y)l.

ly|<n |8l=p+1

Utilisons maintenant la propriété de continuité de T :

(T, ¢)| = KT, xc9)| < C max sup [9%(xep)(x)| -

| <p || <2¢
D’apres la formule de Leibnitz
(6% « o —
0%(xed) = Y _ (B) Py 0" P
Bl
De plus, pour |3]| < p

0% ()] < Npe Pl pour tout x € Q tel que |z| <7,



4.1. LES DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT 123

avec

N, = max sup [07x1(y)| .
YI<P |y|<n

D’apres ce qui précede, I’hypothese
9%$(0) = 0 pour tout a € N tel que |a| < p,
entraine donc que

|0%(xe0)(z)] < Z (g) Mpr(2E)P+1*|a|+‘B‘E*W‘

BLla
< M,N,QpePT1=lel < M, N, Qe

pour tout z € Q deés que € < %777 avec

Q, — max <a> gpHi-lal+I8] < 9201 |
Ia\Spﬁga

Ainsi
T, ¢)| < CM,NyQpe,

d’oll on tire, puisque € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, que
(T,¢) =0
pour toute fonction ¢ € C*°(Q) telle que

9%¢(0) = 0 pour tout o € N tel que |a| < p = ordre de T.

Etape 2.
Soit maintenant ¢ € C*°(Q) quelconque; la fonction ¢ définie par

$(z) =(z) = Y HO"(0)
la|<p
est de classe C° sur () et vérifie
0°¢(0) = 0 pour tout a € N tel que |a| < p.

D’apres ce qui précede

(T,) = (T.0) + Y 2(T,2%)0*¥(0)

la|<p

= > (T,2*)0*¥(0)

la|<p

ce qui signifie précisément que

7= CUT 005,

la|<p
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]

Nous verrons dans la suite de ce cours plusieurs applications de ce résultat.
En voici déja une, élémentaire : il s’agit de donner une démonstration plus
simple du Lemme 3.6.13, qui affirme qu’une distribution homogene de degré
> —N dans R et & support dans {0} est identiquement nulle.

Démonstration du Lemme 3.6.13. En effet, une distribution & support dans
{0} est une combinaison linéaire finie de dy et de %8y pour o décrivant N¥.
Or on sait que dy est homogene de degré —N et 0%dg est homogene de degré
—N — |a : aucune combinaison linéaire finie de ces distributions ne peut donc
étre homogene de degré > — N, sauf la combinaison nulle. ®

Voici une autre application importante du Théoreme 4.1.7.

Application : équation z™T =0

Soient [ intervalle ouvert de R et zy € I. On cherche quelles sont les distri-
butions T' € D'(I) telles que

(x —20)"T =0, oumeN.
Tout d’abord, remarquons que cette relation implique que
supp(T) C {zo} .

D’apres le Théoreme 4.1.7 ci-dessus, T est de la forme

T = Z akéfclz) .
k=0

Substituons le membre de droite de cette formule dans I’équation, et utilisons
la formule de Leibnitz pour calculer

—1)™E!

k
(x — xg)még(ﬁo) =
On en déduit que ax = 0 pour k > m, de sorte que les solutions de I’équation

(x — 20)™T = 0 dans D'(I)

sont toutes les distributions de la forme

=

T = ag 59(5? s
k=0

ou les coefficients aj sont quelconques.
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Application : prolongement des distributions homogeénes

Revenons au probleme du prolongement & RY des distributions homogenes
sur RY \ {0} évoqué au chapitre précédent (section 3.6).

Soit T € D'(RN\ {0}) homogene de degré —N. D’aprés la Proposition 3.6.11,
cette distribution vérifie la relation d’Euler

div(zT) = 0 dans D' (RN \ {0}).

Or les distributions x;T sont, pour tout k = 1,..., N, homogenes de degré
1 — N dans RV \ {0} : d’apres la Proposition 3.6.12, elles admettent un unique
prolongement (z,T) € D'(RY) qui soit homogene de degré 1 — N. Alors

div((2T)) = ¢y dans D' (RY).

(En effet, d’apres ce qui précede, div((zT)) est une distribution & support dans
{0} qui est de surcroit homogene de degré —N : la conclusion découle donc
du Théoréeme 4.1.7 ci-dessus, ainsi que du fait que les distributions 9%dg sont
homogenes de degré —N — |a|.) La constante ¢ est appelée “résidu en 0 de la
distribution homogene 7.

Supposons que T admette un prolongement TeD (R™) qui soit homogene
de degré — N ; évidemment, 'unicité du prolongement dans la Proposition 3.6.12
garantit que

(e Ty =2 T, k=1,...,N.

de sorte que )
div(2T) = ¢y dans D'(RY).

Mais comme d’autre part T' est une distribution homogene de degré —N dans
RY, elle doit, d’apres la Proposition 3.6.11, vérifier la relation d’Euler dans R,
c’est-a~dire que

div(zT) = 0 dans D'(RN).

On vient de donc de démontrer que pour qu’une distribution homogene de
degré —N dans RY \ {0} admette un prolongement homogene, il faut que son
résidu a l'origine soit nul. En fait la réciproque est vraie :

Proposition 4.1.8 Soit T € D'(RN \ {0}) homogéne de degré —N. Pour que
T admette un prolongement T € D'(RYN) homogéne de degré —N, il faut et il
suffit que le résidu de T en 0 soit nul.

Admettons ce résultat, et voyons ce qu’il signifie pour une distribution définie
par une fonction f continue sur RV \ {0} homogene de degré —N. Une telle
fonction est nécessairement de la forme

ro) = oA (5) e eRN©

avec A € C(SN~1).
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Soit ¢ € C2°(RY) fonction test radiale — de la forme ¢(x) = ®(|z|) avec
<I>‘[O 0= 1. Alors

(div(zf), ¢ / f(z)z - Vo(z)dx

= - /RN F@)® (ja)z - Ede = — /RN A (@) (o)) |2~V da

Passons maintenant en coordonnées sphériques : © = rw avec r = |z|, de sorte
que

/ (| ) ()l Nda:—/ /SN 1 PPN N =10 () dr

:/0 <I>(r)dr/SN71A( W)do(w)
—=0(0) [ AWwotw).

oll o est la mesure de surface sur SV—1. Ainsi
cp(0) = (div(zf), ) = ®(0) /SN—1 A(w)do(w)

pour toute fonction test ¢ radiale sur RY, de sorte que

¢— /SN?I Aw)do(w).

Autrement dit, la fonction homogene de degré —N

fo) = oA (D) s RV o).

oll A est une fonction continue sur S¥ !, se prolonge en une distribution ho-

mogene de degré —N sur RV si et seulement si

L, Ao =0

c’est-a-dire si et seulement si A est de moyenne nulle sur la sphere unité SV—1.

Lorsque tel est le cas, le lecteur vérifiera sans peine qu’on obtient un tel
prolongement par la méthode de la valeur principale de Cauchy — cf. chapitre
3, exemple 3.2.7 :

(f,¢) = lim f(@)p(x)dx .
e—0t lz|>e

De plus, toujours grace au Théoreme 4.1.7 ci-dessus, on vérifie aisément que
tous les prolongements de f dans D’(R”) sont de la forme f + Const.d.
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4.2 Convolution C>* D’

On a défini au chapitre 1 (section 1.3) le produit de convolution d’une

fonction Lzloc par une fonction de classe C*° a support compact. Pour tout

u € L, (RY) et tout ¢ € C(RY), rappelons que

loc
b ulz) = / oz —yyu(y)dy, =RV,
RN

Cette définition s’étend sans difficulté au cas du produit de convolution d’une
distribution par une fonction de classe C'*® a support compact.

Définition 4.2.1 (Convolution C° « D') Pour toute distribution T € D'(RN)
et toute fonction test p € C°(RYN), on définit

Tx¢(z) =(T,¢(x —)) = (T, (12),8), pour tout x € RN

ot on a noté ¢ la fonction définie par

et ou 1, désigne la translation de vecteur x
Ty T(y) =yt
c’est-a-dire que
(7o), fly) = for_o=fly—x), pourtout z,y € RN .
(Voir Définition 3.4.18 et Exemple 3.4.19).

L’analogie entre cette définition et celle concernant les fonctions suggere que
la majoration habituelle du support du produit de convolution reste valable
dans ce nouveau cadre.

Proposition 4.2.2 (Majoration du support) Pour toute distribution T €
D'(RN) et toute fonction test ¢ € CX(RYN), on a

supp(T * ¢) C supp(T) + supp(¢) .
Démonstration. Si z € RY \ (supp(T) + supp(¢)), alors
supp(¢(z — -)) = {z} —supp(¢), donc supp(¢(z —-)) Nsupp(T) = 0.
D’apres la Proposition 4.1.2 (b), ceci entraine que
Tx g(2) = (T, 6(x — )) = 0.
Par conséquent,

T % ¢ = 0 sur Pouvert R™ \ (supp(T’) + supp(¢)),
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ce qui montre que cet ouvert est inclus dans le complémentaire du support de
Tx*¢:

RY\ (supp(T) + supp(¢)) € RV \ (supp(T * ¢)) -
On en déduit I'inclusion annoncée par passage au complémentaire. ®

Comme dans le cas de la convolution d’une fonction localement intégrable
par une fonction test, on peut dériver au sens des distributions le produit de
convolution d’une distribution par une fonction test en faisant porter la dérivée
sur n’importe lequel des deux facteurs.

Proposition 4.2.3 (Régularité de la convolution C° xD’) Pour toute dis-
tribution T € D'(RYN) et toute fonction test ¢ € C°(RYN), le produit de convo-
lution de la distribution T par la fonction test ¢ est de classe C™ sur RN, et
on a

O (Txp)=(0;T)*xp=Tx05¢.
Démonstration. D’une part
(0°T) % ¢(w) = (9T, ¢(x — -)) = (=1)\*NT, 0" ($(x — -)))
=(T,(9%¢) (x —+)) =T x 0%¢(x)

puisque
(=105 (¢(z — y)) = (0%¢) (x —y).

D’autre part, soit o € RY et y € C°(RY) fonction plateau telle que y = 1
sur B(zg,1) — cf. Lemme 1.4.1. La fonction de classe C'*°

(z,y) = x(z)¢o(x — y) est & support dans supp(x) % (supp(x) + supp(¢)) .

D’apres la Proposition 3.4.21 de dérivation sous le crochet de dualité, la fonction
x> (T, x(z)p(z — -)) est de classe C> sur RV et

0T, x(x)p(x —-)) = (T, 9 (x(x)p(z = -))) -

Sur B(xo, 1), cette fonction coincide avec T * ¢ ce qui montre que T * ¢ est de
classe C* sur B(zg, 1) et que, pour tout z € B(xg, 1), l'on a

T+ 9%6(x) = (T, (0°9)(x — ) = (T, (9 — )
= 9™ (T,¢(a — ) = (T 9).

On conclut en observant que ceci vaut pour tout zo € RY. m

Remarque 4.2.4 (Convolution &' x C*®°) On définit le produit de convolu-
tion d’une distribution a support compact par une fonction C*° par la méme
formule que dans la Définition 4.2.1 : pour S € E'(RN) et ¢ € C*(RY), on
pose

Sxp(x) = (S,¢(x—-)), pour tout x € RV .
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Le méme argument que ci-dessus montre que
Sx ¢ e CRN) pour tout S € E'(RN) et tout » € C*(RN)

et que

DS x ) = (9°8) % 1p = S * (9°0).

La Proposition 4.2.3 suggere que la convolution par une approximation de
I’identité permet d’approcher toute distribution par une suite de fonctions de
classe C'>°.

Théoréme 4.2.5 (Régularisation des distributions) Soient T € D'(RY)
et (C)eso une suite régularisante — c’est-a-dire que ((x) = e N{(x/€) avec

¢ € C*RY) a support dans B(0,1), ¢ >0 et C(z)dz =1.
RN

Posons T, =T % (.. Alors, pour tout € >0, on a
T. € C®°RN) et T. — T dans D'(RN) lorsque e — 0.
Démonstration. Que 7. appartient & C(R") pour tout e > 0 découle de la

Proposition 4.2.3 ci-dessus.
Observons ensuite que, pour toute fonction test ¢ € C°(RY),

Td) = [ L)oo = [ (TG~ )ol)ds
RN RN
(. [ cte— ot
RN
d’apres la Proposition 3.4.22 d’intégration sous le crochet de dualité. Or
| Glo = olads =G o), pour tout y € RV,
RN

de sorte que, pour tout € €0, 1],

supp(Ce x ) C K

ou

K = {z € RY | dist(z,supp(¢)) < 1}

est compact (car fermé et borné) dans R .
D’autre part, d’apres la Proposition 4.2.3,

0 (Cxo) = Cxors
de sorte que, d’apres le Théoreme 1.3.13, pour tout o € NV,

o~ (Ee * d)) — 8%¢ uniformément sur K lorsque € — 0.
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On vient donc de montrer que, pour toute suite €, — 0 lorsque n — oo et telle
que €, €]0, 1] pour tout n € N, l'on a

(:1 *x ¢ — ¢ dans C°(RY) lorsque n — oo.
Par conséquent (cf. Proposition 3.2.9)
(T &) = (T.Ce, % @) = (T, ) lorsque n — oo,

et comme ceci vaut pour toute fonction test ¢ € C°(RY), et toute suite €, — 0
lorsque n — oo telle que ¢, €]0, 1] pour tout n € N, on en conclut que T, — T
dans D'(RY) lorsque € — 0F. m

Evidemment, le théoréeme de régularisation ci-dessus se localise sans difficulté
dans un ouvert de R”.

Théoréme 4.2.6 (Densité de C°(2) dans D'(2)) Soient 0 ouvert de RN
et T € D'(Q). Il existe alors une suite (T),),>1 de fonctions de classe C* a
support compact dans ) telle que

T, — T dans D' (Q) lorsque n — oo.

Démonstration. Pour tout n > 1, on pose
K, = {z € Q] dist(z,00) > 1/n et |z| < n},

qui est compact (car fermé et borné dans RV.)
D’apres le Lemme 1.4.1, il existe, pour tout n > 1, une fonction y,, € C°(Q)
telle que

0<xn <1, Xalg =1, supp(xn) C Ky + B(0, 57)-
Remarquons que

K, + B(0, ﬁ) = U B(z, ﬁ) est ouvert, et que K,, + B(0, ﬁ) C Ky, .
€K,

Soit d’autre part une fonction ¢ € C°(RY) telle que

supp(¢) € B(0,1), (¢ >0et C(x)dx=1.
RN

Posons
(o) = (4n)V ¢ (4na)

La distribution x,T est & support compact (inclus dans Ky, ) dans Q; on
la prolonge par 0 en dehors de €, et on continue de noter par abus x,7T son
prolongement, qui est une distribution & support compact dans D’(R”Y). Enfin,

on pose
T, = (XnT) *Cn € COO(RN) .
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Soit ¢ € C°(2); on notera encore ¢ son prolongement par 0 en dehors de
Q. D’apres la Proposition 3.4.22 d’intégration sous le crochet de dualité,

() 560y = [ T oo = ota)da
(o [ 6= Jo@dn ) = TG o)

ol on rappelle que fn(x) = (o(—2).
D’apres la Proposition 4.2.3 et le Théoreme 1.3.13, pour tout o € NV

(G * @) = Cp * (0%¢) — O%¢ uniformément sur tout compact de RN
lorsque n — oo; de plus, pour tout n > 1
supp(&a(én * @) C supp(¢) + B(0, ﬁ)

Choisissons un entier ny > 0 tel que supp(¢) C K,,,, puis un entier ns > n4
tel que, pour tout n > no, 'on ait

K,, + B(0, ﬁ) Cc K,.
Alors, pour tout a € NV et tout n > no

supp(9® (G x 8)) C supp(¢) + B(0, =) C Ky, + B(0, 1) € K,y .

1

Ainsi, pour tout n > ng

Xn(én*(b) :En*(ba

qui est & support dans le compact K, + B(0, ﬁ) de Q.
On a donc

Xn(Go % ¢) = ¢ dans C°(9)
lorsque n — oo, de sorte que, par continuité séquentielle des distributions (Pro-
position 3.2.9)

Oon(T 5 G, @) = (T, X (G 5 9)) — (T, 6) lorsque n — .
La fonction test ¢ étant arbitraire, ceci montre que
T, — T dans D'(2) lorsque n — 0.
Enfin par construction
supp(T7) C supp(xnT') + supp(¢n)
C supp(xn) +supp(¢n) C Kan + B(0, 3;) C Kup

qui est compact dans €2, de sorte que Tn|Q € C(Q) pour tout n > ny. W

De méme que la convolution par une fonction de classe C*° transforme les
distributions en fonctions de classe C*°, elle transforme la convergence au sens
des distributions en convergence uniforme.
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Proposition 4.2.7 (Convolution et notions de convergence) Soient une
fonction test p € CX(RN), et (Ty,)n>1 une suite de distributions sur RN conver-
geant vers T au sens des distributions. Alors, pour tout multi-indice o € NV,

0% (T, * @) — 0*(T % ¢) uniformément sur tout compact de RN
lorsque n — oo.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on supposera que T = 0.
D’autre part, il suffit de montrer que

T, * ¢ — 0 uniformément sur tout compact de RN

et d’appliquer cet énoncé par récurrence en changeant T, en 0%T,, puisque,
d’apres la Proposition 4.2.3, 9%(T}, * ¢) = (0°T},) * ¢.
D’abord, pour tout z € RV,

Ty, p(x — +)) — 0 lorsque n — co.

Posons alors

K = B(0, R) + supp(¢)

qui est compact dans R~ d’aprés le Lemme 1.3.6. D’apres le principe de bor-
nitude uniforme (Théoréme 3.3.6), il existe C' > 0 et p € N tels que

sup |T,, x ¢(x)| = sup [(Tn, p(x — )| < €' max sup [0%¢(z)] .
|z|<R |z|<R le<pzeK

Montrons que

sup |T,, * ¢(x)| — 0 lorsque n — oco.
lz|<R

Sinon, il existerait 7 > 0 et une suite z,, € B(0, R) tels que
[T x p(xn)| >n, n>1.
Comme W est compacte, il existe ny — oo telle que la sous-suite
Tn, — 2" € B(O,R), pour k — 00.
Alors
T, % S(&")| 2 [Ty, x ()| = [Ty x dany) — Ty * G(27)]

>n— Nlz* — ,
>n— Nz :cnkl1I§r§a§XN‘S‘uSpRITn*8]¢(y)|

>p— Nlz* — C 9%,
>n—Nlz wnkllg;f%XN gl@zsgfg\ id(2)]

277_0/|17*_xnk| >n/2
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avec

C' = NC max max sup |0%9,¢(z2)|,
1§j§XN\a|§)§>ZeE| i#(2)

ol la deuxieme inégalité ci-dessus découle du théoreme des accroissements finis,
tandis que la troisiéme est une conséquence de I'estimation uniforme sur 1), x ¢
obtenue plus haut.
Par conséquent
lim [Ty, *6(2*)| = 5> 0,
k—o0
mais ceci est en contradiction avec le fait que T, x ¢(x) — 0 pour tout x € RN
lorsque n — oc.
On en déduit que 'hypothese ci-dessus relative a l'existence du réel 7 est
fausse, c¢’est-a-dire que

sup |T,, *x ¢(x)| — 0 lorsque n — oo.
|z|<R

Or cela signifie précisément que T, x ¢ — 0 uniformément sur B(0, R) pour tout
R>0 =

4.3 Opérations sur les distributions (suite)

Nous allons définir de nouvelles opérations sur les distributions par den-
sité des fonctions de classe C*° dans l’espace des distributions — d’apres le
Théoreme 4.2.6 ci-dessus.

4.3.1 Produit tensoriel de deux distributions

On a vu au chapitre précédent qu’il n’est pas possible de définir en toute
généralité le produit de deux distributions.

Toutefois, on peut effectuer le produit de deux distributions dans des va-
riables différentes — c’est-a-dire que ’'on peut étendre aux distributions 1’opéra-
tion qui, & deux fonctions

f: A —=Retg: Qs =R
associe la fonction — souvent notée f ® g — définie par
f®g :Q x Qe D (xl,l‘g) — f(lj)g(l‘g) €R.

Cette opération est appelée produit tensoriel des fonctions f et g, et elle se
généralise sans difficulté aux distributions, de la fagon suivante.

Définition 4.3.1 (Produit tensoriel de deux distributions) Soient O et
Oy ouverts de R™ et R™ respectivement, ainsi que S € D'(Q) et T € D'(Q2).
On définit une distribution S ® T sur Uouvert Q1 x Qg de R™ x R™ par la
formule

(S®T,¢) = <S, <T,¢><:c1,~>>>, b C( x Q).
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On aurait pu également définir S ® T' par la formule

<S ®T7 ¢> = <T7 <S,¢)(,$2)>> 5 ¢ S Cgo(Ql X Qg) .

Ces deux définitions sont équivalentes, comme le montre la

Proposition 4.3.2 Soient 1 et Qo ouverts de R™ et R" respectivement, ainsi
que S € D'(N) et T € D'(Qa). Pour toute fonction test ¢ € C (1 x Qa), on
a

(58100 = (5.02.00) ) = (T.(8.0022)).
Commengons par démontrer le lemme suivant :
Lemme 4.3.3 Soit u € D'(Q; x Qy) telle que
(u, 01 ® p2) =0
pour tout ¢p1 € C° () et g2 € C(2), en notant
b1 @ p2(71,22) = ¢1(T1)P2(w2), 1 €Y, 72 € Qa.
Alors u = 0.

Démonstration de la proposition. Notons U la forme linéaire définie par

CP( x Q)20 — <S, (T, (a1, ))> .

Vérifions d’abord qu’il s’agit bien d’une distribution sur €27 x €.
Supposons que ¢ est a support dans K; x Ky, ou K et Ko sont compacts
dans € et 5 respectivement. Alors

‘<S, (T,¢(x1,-)>>‘ < C1 max sup |09 (T, ¢(x1,-))|

‘Oélgpl 1 €K1

ou C; et p; sont les parametres intervenant dans la propriété de continuité de
S sur le compact K. Puis, par dérivation sous le crochet de dualité

(T, ¢(x1,-)) = (T, 03, ¢(1,°)) -
La propriété de continuité de T sur le compact K, entraine que

|05, (T, ¢(1,-))| < C2 max sup |07,05,¢(w1,22)]

1

‘ﬁISPZ xo€EKo
de sorte que
(smo@)| <Cica | mws s (02,0 o(on.00)
|| <p1,|B|<p2 r1€EK,22€ K>

< 10y sup 107 0% (1, 22)|.

max
T2 "I
\CX|+|/3‘§P1+P2 r1€EKq,22€K>
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Ainsi, la forme linéaire U est une distribution sur €1 x Q.
On montrerait de méme que la forme linéaire V' définie par

CEx(sh x9) 3 6 (.05, 000am) )

est une distribution sur 7 x 5.
Considérons maintenant la distribution W = U — V. Pour toute fonction
test @1 € C° () et 2 € C°(§2), on a

(U, 1 @ da) = <S» (T, ¢>1($1)¢2>> = <S, (T, ¢2>¢1> = (S5,01)(T’, $2)

et
(V, 01 ® ¢2) = <T7 (S, ¢1¢2(3€2)>> = <T, (s, ¢1>¢2> = (S, 01)(T, ¢2)

de sorte que
(W, 01 @ ¢2) =0.

D’apres le lemme, W = 0, d’ou U = V ce qui implique 1’égalité entre les deux
définitions de S T. =
Démonstration du lemme. Soient K; et Ko compacts dans 21 et Qs res-
pectivement. D’apreés le Lemme 1.4.1, il existe deux fonctions x; € C°(£;) et
X2 € C°(Qg) telles que

X; = 1 sur un voisinage de K, pour j =1,2.

Alors la distribution v = (x1 ® x2)u est & support compact dans Q; X 5 ; on
notera encore v son prolongement par 0 en dehors de €2 x 5. De plus

(v, 61 ® d2) = (u, (x161) @ (x262)) =0

par hypothese, pour tout ¢ € C°(R™) ainsi que pour tout ¢o € C°(R™).
Soient maintenant ¢; € C®°(R™) et (o € C*°(R™) telles que

Supp(gl) C B(07 1)a Cl Z 07 Cl(xl)dxl - 17
rRm

supp(¢2) € B(0,1), (>0, Co(w2)dry = 1.
Rn

Notons
Gl = 6 (2, e = 26 ().

Alors, pour tout € > 0, on a

(0,Ce(r1 — ) ®Cae(x2 —+)) =0, x1 € R™, 29 € R",
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ce qui s’écrit encore

vx (C1e ® Coe) (x1,22) =0, pour tout z1 € R™, 25 € R™.
D’apres le Théoreme 4.2.5

0 =vx* (C1e ® C2¢) — v dans D'(R™ x R™) lorsque € — 0.

On en déduit que v = 0.
D’autre part, pour toute fonction test ¢ € C°(2; x Q) & support dans
Kl X Kg,
<u,1/)> = <u7 (Xl Y X2)¢> = <’U, 1/}> =0.

Or ceci vaut pour tous compacts K7 et Ko de 27 et Qs, de sorte que
(u, ) = 0 pour tout ¥ € C(2y x Q2),

c’est-a-dire que u =0. =

4.3.2 Composition d’une distribution et d’une application
C’OO

On a vu au chapitre précédent la définition du produit de composition 7" oy
d’une distribution T' € D’(V') par un difféomorphisme x : U — V de classe C*°,
ot U et V sont deux ouverts de RV,

Nous allons expliquer comment définir, plus généralement, le produit de
composition d’une distribution T € D’(V) par une application f : U — V
de classe O entre deux ouverts U et V de R et R" respectivement, mais
avec n < N, de sorte que f n’est en aucun cas un difféomorphisme. Nous nous
intéresserons exclusivement au cas n = 1, fort important pour les applications.

Comme on va le voir, il s’agit d’'une premiere application de la notion de
produit tensoriel que nous venons de définir.

Supposons dans un premier temps que

ar1f(x0) 7é 07 ou Zo € U.
Considérons alors 'application
F:U—=RYN, 20 F)=(f(2),22,...,2x5).

Cette application est de classe C™ sur U et sa matrice jacobienne est de la
forme (par blocs)

In_1

DF(z) = (a“{)(x) ¥ > . zel.

ou I, est le bloc identité de taille N — 1. Ainsi DF(xo) est une matrice
inversible. Il existe donc un voisinage ouvert O,, de xo dans U tel que F' induise
un C*°-difféomorphisme de O, sur F(O,,) qui est ouvert dans V x RV -1,
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Pour toute distribution T € D’(V'), on définit T'o f € D’'(O,, ) par la formule
Tof=(T®1lgn-1)o0F dans D'(Oy,),

ou 1 est la fonction constante égale & 1 sur RV 1.

Lorsque T est de la forme T, ol u est une fonction localement intégrable
sur I'ouvert V' de R, le produit de composition Ty, o f € D'(O,,) coincide avec
la, distribution T',.; définie sur O,, par le produit de composition usuel des
fonctions u et f. En effet, pour toute fonction test ¢ € C2°(Oy, ), la formule du
changement de variables dans les intégrales montre que

<Tu0f,¢> = <Tu®1RN*17F*¢>

= / (u® 1pn-1)(y)(F~(y))| dt(DF(F~(y)))|'dy
F(Oap)

:/ (u®1RN—1)OF(a:)¢>(x)dx:/ w(f (@) d(z)dz = (Tuop, 8)
O

o

zq zq

Etudions maintenant le cas ou
0z, f(x) #0, pour tout z € U.

Comme ci-dessus, on associe a tout point x € U un voisinage ouvert O, de x
dans U tel que T o f définisse une distribution sur O, pour tout T" € D'(V).
Soit T,, cet élément de D' (O,).

La famille de distributions (73),.,, vérifie les hypotheses du principe de
recollement (Proposition 3.4.17), de sorte qu’il existe une unique distribution
T o f sur U telle que

Tof’OI:Tw pour tout z € U .

Plus généralement, supposons que
df (x) # 0 pour tout z € U.

Posons alors
Uy ={2€U|0y, f(x)#0}, k=1,...,N.

Evidemment chaque Uy, est ouvert (comme image réciproque de 'ouvert R* par
la fonction continue 0y, f) et, comme df ne s’annule en aucun point de U, on a

UcUu...uUy.

Soit maintenant K compact de RY contenu dans U ; choisissons une parti-
tion de 'unité v1, ..., ¥ subordonnée au recouvrement de K formé des ouverts
Uy, ..., Uy, c’est-a-dire que

Y € C(U), 0<4y pour tout k=1,...,N
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et
N

E 1, = 1 sur un voisinage ouvert de K.
k=1

Pour toute fonction test ¢ € C°(U) a support dans K, on a

N
b= Urd
k=1
ce qui suggere de définir
N
(T'o f, ) (y,coo () = Z(T o f|Uk,¢k¢>D'(Uk),Cgo(Uk) -
k=1

Puis, pour chaque Uy, on sait que
Ox,, f(x) # 0 pour tout = € Uy,
ce qui permet de se ramener au cas étudié ci-dessus. Autrement dit, on pose
Fr: Uy 32w Fp(z) = (x1,..., 251, f(T), Tky1,. .., TN) € RY

et on montre que le déterminant jacobien (par blocs)

I 0 0
dét(DFg(z))=| 0 Oy f(x) 0 | =09, f(x)+#0 pour tout z € Uy.
0 0 In_k

Comme dans le cas ol k = 1, on définit alors
TO f’Uk = (1Rk—1 ®T® 1RN,;€) OFk

comme élément de D'(Uy), et

N

Tof= Z¢k (g1 @ T ® 1y—k) 0 Fy) sur espace C3(U),
k=1

ou C'¥(U) désigne lespace des fonctions de classe C*° sur U a support dans K.

On admettra que cette définition ne dépend ni du choix de la partition
de 'unité 11, ...,9¥ N, ni de celui des difféomorphismes Fj dont 'une des coor-
données est 'application f donnée, et que la donnée des formes linéaires ci-dessus
pour tout compact K C U définit une distribution sur U, qui coincide bien avec
la définition habituelle du produit de composition lorsque T est de la forme T,
avec u fonction localement intégrable sur V. Aucune de ces vérifications n’est
tres difficile, mais les faire en détail alourdirait considérablement notre exposé.
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Exemple 4.3.4 (Distributions de la forme 6y o f) Soit donc f : U - R
une application de classe C* telle que

df (z) # 0 pour tout x € U.

On sait qu’alors ¥ = {x € U| f(x) = 0} est soit vide, soit une hypersurface
de RN de classe C™, et que le champ de vecteurs

Oz, [ (1)
Vfz) = :
Oz f()

définit, en tout point x € 3, un vecteur non nul orthogonal a l’hyperplan tangent
a ¥ au point x. On notera do l’élément de surface sur ¥ (cf. section 6.2 pour
un rappel de ces notions.)

Sous ces hypothéses, la distribution dg o f est bien définie, d’apreés la discus-
sion ci-dessus. On trouve alors que

(800 f.6) = / ()Y o f (1) do ()

pour toute fonction test ¢ € C°(U).

La démonstration de cette formule ne pose aucune difficulté compte tenu de
la discussion précédente ; le lecteur est invité a I’écrire a titre d’exercice.

4.4 Produit de convolution des distributions

On a vu dans la section 4.2 qu'on peut définir le produit de convolution
d’une fonction C'*° a support compact et d’'une distribution, et que le résultat
de cette opération est une fonction de classe C*°. On va donc pouvoir procéder
comme dans le chapitre 3 (section 3.4) pour étendre le produit de convolution
au cas de deux distributions par un simple argument de transposition pour la
dualité & — C°.

L’extension du produit de convolution au cas de deux distributions est abso-
lument fondamentale dans ’étude des équations aux dérivées partielles linéaires
a coeflicients constants : nous en verrons de trés nombreuses applications dans
la partie IT de ce cours. Pour toute distribution 7' € D'(RN), on notera T la
composée de T avec 'antipodie z — —x :

T:=To(—Idgn).
Autrement dit, pour toute fonction test ¢ € C2°(RY)

<Ta ¢> - <T7 Q~5> ) ou &(x) = ¢(7l‘)
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Définition 4.4.1 (Produit de convolution D' x&’) Pour tout T € D'(RY)
et tout S € E'(RN), on définit le produit de convolution T x S € D'(RYN) par la
formule

(T*8,¢) = (T,5x¢)
pour toute fonction test ¢ € D'(RY).

Cette nouvelle extension du produit de convolution conduit & la méme ma-
joration du support que dans le cas des fonctions.

Proposition 4.4.2 (Majoration du support) Pour toutT € D'(RY) et tout
Se&RN), ona

supp(T = S) C supp(T') + supp(S).

Démonstration. A nouveau, supp(7) + supp(S) est fermé dans RY puisque
supp(S) est compact dans RY — de méme que dans le cas des fonctions : cf.
Lemme 1.3.6.

Soient O = RY \ (supp(T) + supp(S)) et ¢ € C*(RY) a support dans
Iouvert O.

D’aprés les Propositions 4.2.2 et 4.2.3, la fonction S * ¢ est de classe C*° sur
RY et a support dans

supp(S) + supp(¢) = {—z +y|x € supp(S) et y € supp(7T)} .
Or

supp(T) N (supp(S) + supp(¢)) = 0
faute de quoi il existerait « € supp(S) et y € supp(¢) tels que
y € supp(T') + {x} C supp(T) + supp(S)

ce qui contredit I'hypotheése que ¢ est a support dans O.
Comme S x ¢ est une fonction de classe C*° sur ) a support compact ne
rencontrant pas supp(7’), on déduit du point (b) de la Proposition 4.1.2 que

(T S,¢) = (T.5 % 6) = 0.
Par conséquent T x S ] o = 0, d’ott la majoration annoncée pour supp(T' * S). m

Exemple 4.4.3 (Convolution par la masse de Dirac) La masse de Dirac

en lorigine est l’élément neutre pour le produit de convolution : pour toute
distribution T € D'(RY), on a

T*CSOZT

Plus généralement, pour tout a € RN, notons 7, la translation de vecteur a,
c’est-a-dire
Ta - RY>z—2+a.

On vérifie alors sans aucune difficulté que, pour tout a € RV,

Txb,=ToT_,.
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Observons que, sous les mémes hypotheses que dans la définition ci-dessus,
c’est-a-dire pour tout T € D'(RY) et tout S € &'(RYN) on aurait également pu
définir le produit de convolution S * T par la formule

(SxT,¢) = (S, T % ).

En effet, T % ¢ est une fonction de classe C>° sur RN et S une distribution &
support compact dans R, de sorte que le membre de droite de I’égalité ci-
dessus est bien défini grace a I'extension de la dualité de &'(RY) & C*°(RN) —
voir Proposition 4.1.4.

En réalité cette distinction est sans objet comme le montre la proposition
ci-dessous.

Proposition 4.4.4 (Commutativité de la convolution) SoientT € D'(RY)
et S € &'(RN). Alors
(a) pour tout ¢ € C(RYN)

(S, T *¢) = (T,S*¢);
(b) si on définit la distribution ST par la formule
(SxT,¢) = (S, T+p), pourtout $ € C(RN)

alors
S«T=T%S.

Démonstration. Vérifions 1’énoncé (a). Pour cela, soit ¢ € C°(RY) telle que

supp(¢) € B(0,1), (>0, / ((x)dz =1.
RN
Posons
Cnlx) = nNC(nx), zeRY,

ainsi que
Spn=8*(,, n>1.

D’apres les Propositions 4.2.2 et 4.2.3, .S, est une fonction de classe C*° sur

Rx a support dans supp(S) + B(0, %) qui est compact (car fermé borné dans
RY)
D’apres le théoréme de Fubini pour le crochet de dualité (Proposition 3.4.22)
RN
= | Su(a)(T,¢(x +))dx

RN

_ <T, [ Suw)ota+ -)d:v>

_ <T, | Sno(—e ~)dx> = (T, Sn * ¢)
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Passons ensuite a la limite en n — oo dans chaque membre de cette égalité.
On sait, d’apres le Théoreme 4.2.5, que

S, — S dans D'(RY) pour n — oo

et que

supp(Sy,) C supp(S) + B(0,1), pour tout n > 1.

Soit d'une part xy € C*(RY), identiquement égale & 1 sur un voisinage
ouvert du compact supp(S) + B(0,1). Alors

<SnaT*¢> = <SnaX(T*¢)> - <SaX(T*¢)> = <SvT*¢>

lorsque n — oo.
D’autre part
supp(Sy, x ¢) C K pour tout n > 1

avec

K = supp(¢) + supp(S) + B(0, 1)

(d’apres la Proposition 4.2.2) qui est compact dans R car fermé (d’apres le
Lemme 1.3.6) et borné. De plus, pour tout a € NV, on a

(S, * @) = Sp x (0%¢) — S+ (0%¢) = d%(S * p)

uniformément sur K, d’apres la Proposition 4.2.7.
Par conséquent

S, % ¢ — S* ¢ dans C°(RN) lorsque n — oo.
Par continuité séquentielle de la distribution 7' (cf. Proposition 3.2.9)
(T, 8% ¢) = (T, 5% )

lorsque n — 00, ce qui implique (a).
Enfin, I’énoncé (b) est une conséquence triviale du (a). m

Théoréme 4.4.5 (Continuité séquentielle du produit de convolution)
Soient des suites (Ty,)n>1 de D'(RYN) et (Sp)n>1 de E'(RY) telles que

T, =T et S, — S dans D'(RN) lorsque n — o0o.
Supposons en outre qu’il existe un compact K C RN fize tel que
supp(Sy) C K pour tout n > 1.

Alors
T, %S, — T xS dans D'(RY) lorsque n — oo.
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Démonstration. Soit ¢ € C2°(RY); écrivons que
Par hypothese, pour tout n > 1

supp(Sy * ¢) C supp(Sy) + supp(¢) C supp(¢) — K ,
d’apres la Proposition 4.2.2. (Rappelons que
A-B={z—yl|lzecAetyec B}

et que A — B est fermé lorsque A et B sont compacts — voir Lemme 1.3.6 —
et borné dans R", donc compact.) Et d’apres la Proposition 4.2.7,

%(Sp % ¢) = (09Sp) * ¢ — (8*S) % ¢ = d%(S x ¢) uniformément sur RN
lorsque n — co. Autrement dit,
Spx¢p— Sx¢ dans C(RN).
Alors, d’apres la Proposition 3.3.8,
(T % Sy @) = (T, Sy * @) — (T, S x @) = (T S, $)

lorsque n — oo. La fonction test ¢ € C°(RY) étant arbitraire, on en déduit
que T, S, — T xS dans D'(RY) pour n — co. m

Remarque. Si ({)o<c<e, €St une suite régularisante — voir Définition 1.3.12
— il résulte, comme on 'a dit, de la Proposition 3.3.5, que (¢ — &g lorsque
e — 0. De plus, toutes les fonctions de la famille (.)p<c<¢, sont a support
dans un méme compact de RY. D’aprés le Théoreme 4.4.5 ci-dessus, il s’ensuit
donc que, pour toute distribution 7' € D'(R™), on a

¢ *T — T dans D'(RY) lorsque € — 0.
On retrouve ainsi le Théoreme 4.2.5 de régularisation des distributions.

Théoréme 4.4.6 (Dérivation et convolution) Soient T € D'(RY) et S €
E'(RN). Alors, pour tout multi-indice o € NV, on a

8°(T % S) = (9°T) S = T+ (°S).
Démonstration. Soit ¢ € C°(RY). Alors

(0T % 8),¢) = (~1)*NT % S,8%¢)
(—1)!*KT, S % 9%¢)

(=D)lelT,0%(S * ¢)) d’apres la Proposition 4.2.3
(09T, 8 % ¢) = ((0°T) * S, ) .
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De méme
(0T x9),¢) = (=1)°NT, S % 9%¢)

(
(T, (—1)1*1(8*S) x ¢) d’apres la Proposition 4.2.3
(T.(0°5) x6) = (T 0°S.¢).

Exemple 4.4.7 (Dérivation et convolution par les dérivées de dy) Pour
toute distribution T € D'(RYN), et pour tout multi-indice « € N, on a

Tx 0% =0°T.

Cet exemple, qui montre que la dérivation s’exprime comme un produit de
convolution (avec la dérivée de la masse de Dirac) suggere une notion de “dérivée
d’ordre fractionnaire”.

Exemple 4.4.8 (Dérivée fractionnaire) On a introduit les distributions x5
au chapitre 3 — voir Exemple 3.6.7. On rappelle que

pfz%

I'(a+1)

Xi = pour tout a € C\ Z*

et que
X, = 1r: (fonction d’Heaviside), x;l =, Xjrk =6V gik>1.

Autrement dit, les dérivées successives de la masse de Dirac sont plongées
dans la famille des distributions x% inderées par a € R. Au vu de lezemple
précédent, cela suggére de définir une notion de “dérivée d’ordre fractionnaire”
par la formule

T =Txx;*"", aceRy, pour T € &'(R).

Ces distributions jouent un role important dans la théorie des “conditions
aux limites transparentes” pour les équations aux dérivées partielles. Ces condi-
tions aux limites prescrites au bord du domaine de calcul permettent de simuler
numériquement la propagation d’ondes dans un domaine infini.

Dans un code numérique (de type différences finies, par exemple) il est
évidemment impossible d’implémenter un domaine de calcul infini. Le domaine
de calcul est donc nécessairement borné, ce qui introduit des risques de re-
flexions parasites des ondes au bord de ce domaine de calcul. Les conditions
transparentes sont précisément des conditions aux bord du domaine de calcul
permettant aux ondes d’en sortir sans réflexion parasite.

Théoréme 4.4.9 (Associativité du produit de convolution) Soient R, S
et T, trois distributions sur RN . Supposons qu’au moins deuz de ces distribu-
tions sont a support compact dans RN . Alors

Rx(S+T)=(R+xS)xT.



4.4. PRODUIT DE CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS 145

Démonstration. En utilisant la commutativité, on peut toujours se ramener
au cas ou S et T sont a support compact. Quitte & prendre R > 0 assez grand,

on supposera que
supp(S), supp(T) C B(0,R).

Soit ¢ € C°(RYN) telle que

supp(¢) € B(0,1), ¢=0, /RN C(x)dz =1.
Pour tout n > 1, définissons (,, par la formule
Ca(x) = n"((nx).
Vérifions que
Rx(S,*T,)=(R*xSp)+T,, n>1.
En effet
Rx (Sp*Ty)(x) = (R, Sy *Tp(z —-))
= <R, Sp(x—-— z)Tn(z)dz>
RN
:/ (R, S(@ — - — 2))Ty(2)dz
RN

_ /RN Rx Sp(w — 2)To(2)dz = (R Sp) % T ().

d’apres le théoréme de Fubini pour le crochet de dualité (Proposition 3.4.22).
Passons maintenant a la limite pour n — oo.
Par construction, pour tout n > 1, on a

supp(Sy) et supp(7,) C B(0,R+1)

et
S, — S, T, = T dans D'(R") lorsque n — oo.

D’apres le théoreme de continuité séquentielle du produit de convolution, on
a d’une part

Rx S, — R%S, puis (R%S,)*T, = (R*S)*T dans D'(RY)

lorsque n — oo.
D’autre part, on démontre de méme que

Sp* Ty = S*T et supp(S, *Ty,) C supp(Sy,) + supp(Ty,) C B(0,2R + 2).
Par continuité séquentielle du produit de convolution, on en déduit encore que

R* (S, xT,,) = Rx (S *T) dans D'(R") pour n — oo,
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ce qui entraine que Rx (S+T) =(RxS)+T. m

On prendra bien garde au fait que ce résultat peut étre faux si une seule des
trois distributions est a support compact, bien que les membres de droite et de
gauche de I’égalité ci-dessus aient un sens. Voici un exemple de ce phénomene.

Exemple 4.4.10 (Compacité des supports et associativité) Dans D’'(R),
notons H la fonction d’Heaviside :

H(z)=1six>0, H(x)=0siz<0.
Alors
(1x6))xH=1xH=0xH =0,

tandis que
1x(0p*xH)=1xH =1x8§=1.

4.5 Exercices

Exercice 1. Montrer que la forme linéaire

cxm®z 00 Y 7 (6(1) - o)

E>1

définit une distribution. Quel est son support ?

Exercice 2. Soit (a,)n>1 suite de nombres réels. On considere les formes
linéaires )
CER) 300 T(0) = T s (7).
n>1
et )
C2(R7) 5 6 S(6) = 3 and™ (n) .
n>1
a) Montrer que 7' et S sont des distributions sur R .

b) Montrer qu’il y a équivalence entre

il existe u € D'(R) telle que T' = “|]o oo’

et
il existe [ > 0 tel que a,, = O(n') pour n — oc.

¢) Montrer qu’il y a équivalence entre
il existe v € D'(R) telle que S = vho s’

et
il existe N > 0 tel que a,, = 0 pour n > N.
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Exercice 3. Soit f € L} (R%) telle que f > 0 p.p.. Montrer que f se prolonge

loc
en une distribution sur R si et seulement si

il existe [ > 0 tel que f: f(z)dz = O(e7!) pour € — 0F.

Exercice 4. Déterminer toutes les distributions u € D'(R) telles que

(u, ¢ %) = (u, d)(u,vp) pour ¢,1p € D'(R).

Exercice 5.
a) Soit u € D'(R) telle que v’ € C(R). Montrer que u € C*(R).
b) Soit u € D'(RY) telle que d;u € C(RY) pour tout j = 1,...,N. Soit
(Ce)o<e<1 suite régularisante, et fo = u (.. Soit enfin g. = fe — fc(0). Montrer
que

(i) 9;fe — Oju uniformément sur tout compact lorsque € — 07 pour tout
j=1,...,N;

(ii) g. converge uniformément sur tout compact lorsque € — 0%.

¢) Montrer que f.(0) admet une limite pour € — 0.
d) Déduire de ce qui précede que u € CH(RY).

Exercice 6. Soit U une application linéaire de C>°(R”Y) dans lui-méme vérifiant
les propriétés suivantes

U(pots) = (Up)oT, pour tout a € RN et tout ¢ € C*(RVN),
en notant 7, : * — = + a la translation de vecteur a, ainsi que

pour tous K C RY compact et p € N,
il existe L C RY compact, ¢ € N et C > 0 tels que
max sup |0%(U¢)(z)| < C max sup |0°¢(x)|.
lo|<pzek [Bl<q zeL

Montrer qu'’il existe u € &'(RN) telle que U soit de la forme

U(p) =ux¢, pour tout ¢ € C(RN).
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Chapitre 5

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est un outil particulierement important en
mathématiques, que ce soit du point de vue fondamental, ou de celui des appli-
cations (& la théorie du signal par exemple, ou encore & tous les phénomenes on-
dulatoires). Les motivations pour ’étudier sont donc trées nombreuses et variées,
et il n’est pas possible de donner ici une juste idée de cette diversité.

Nous allons donc motiver I'introduction de la transformation de Fourier a
partir des séries de Fourier dont le lecteur a déja ’habitude — voir par exemple
le [6], chapitre IV.3.1.

Rappelons l'idée de base des séries de Fourier : il s’agit de représenter les
fonctions périodiques de période L et suffisamment régulieres sur R sous la
forme

- 1 L2 ,
fo) =S e/ avec e =7 [ femitay,
P LJ 1)

Ceci s’écrit encore
1 L/2 ‘
=173 [ fetrie /iy,
kez’ —L/2

Or pour des fonctions f assez régulieres, les coefficients cj tendent vers 0 tres
rapidement lorsque |k| — oo — par exemple, si f est de classe C°°, on trouve
que ¢ = O(|k|~™) pour tout n > 0.

Ceci suggere de négliger, pour L assez grand, les termes correspondant a
|k| > L?/2 dans la série de Fourier de f ci-dessus : ainsi

fla)y~= > / fy)emhle=vu/Lay
kj<r2/2” —L/2

Maintenant, la somme discrete est une somme de Riemann, ce qui suggere que,
pour L — oo

flz) = /_ /_ Fy)e? v ayde

149
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identité que ’on peut encore écrire

flz) = /_ F(©)emde | avee f(€) = /_ Fly)e 2mEudy .

Cette identité ressemble beaucoup a 'identité analogue rappelée ci-dessus dans
le cadre des séries de Fourier — on en remarquera d’ailleurs le caractere plus
symétrique que dans le cas des séries de Fourier, car la somme discrete est
remplacée par une intégrale.

Cette identité constitue le coeur de la théorie de la transformation de Fourier
sur la droite réelle, que nous allons étudier dans ce chapitre. Avant d’entrer dans
le vif du sujet, précisons que le calcul ci-dessus n’est rien d’autre qu'un calcul
formel, et que nous n’essaierons pas d’en justifier les diverses étapes, ou de
donner une idée de ce que pourrait étre une fonction périodique “de période
infinie”.

Le but de cette introduction est seulement de faire apparaitre les formules
tres symétriques reliant les fonctions f et f , et de suggérer que I’étude de cette
correspondance f — f n’est pas sans intérét.

Il existe bien une fagon de considérer dans un cadre unique les séries de
Fourier et la transformation de Fourier sur RY : ceci rend nécessaire I'utilisation
du langage des distributions, et fera l'objet de la section 5.6 ci-dessous.

Un autre point de vue consiste a dire que les séries de Fourier et la transfor-
mation de Fourier sur la droite réelle sont des cas particuliers d’'une notion plus
générale de transformation de Fourier sur un groupe abélien — cf. [6], chapitre
1.2.5. (Un autre exemple est la transformée de Mellin, qui correspond au groupe
multiplicatif R’ , et qui intervient de facon importante en théorie des nombres :
cf. [6], chapitre VIL.2.)

Quant aux applications les plus importantes de la transformation de Fourier,
le lecteur les rencontrera dans ’étude des équations aux dérivées partielles qui
fait ’objet de la deuxiéme partie de ce cours.

5.1 La classe de Schwartz S(RY)

Définition 5.1.1 (L’espace S(RY)) On note S(RN) l'espace des fonctions
de classe C>® sur RN a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.
Autrement dit, une fonction ¢ € C°(RY) appartient a S(RN) si

sup |2990%¢(z)| < co pour tous o, f € NN,
zeRN

Evidemment, S(R”) est un espace vectoriel sur R — ou sur C quand les
fonctions que I'on considere sont a valeurs complexes, ce qui sera le cas dans ce
chapitre, puisqu’on y parlera beaucoup de transformation de Fourier.

Exemple 5.1.2 (Quelques fonctions de S) Evidemment C>*(RY) c S(RV).
Toutes les fonctions de la forme

$(a) = P(z)e ol
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avec a > 0 et P fonction polynéme appartiennent a la classe de Schwartz S(RY).
En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle) n’ap-
partient a la classe de Schwartz.

La topologie de I'espace S(R™) n’est pas définie par une norme, mais par
une famille dénombrable de normes, définies comme suit : pour toute fonction
¢ € S(RY), on pose

Np(@)= D sup [2°9¢(x)|, peN.
lal,181<p "ERT
Grace a la famille de normes N, on peut définir ce qu’est une suite convergente
dans S(RY) :

Définition 5.1.3 (Suites convergentes dans S(RY)) Une suite (¢n,)n>1 de
fonctions de S(RY) converge vers une fonction ¢ € S(RY) dans l’espace S(RY)
£

Np(én — @) — 0 pour tout p > 0 lorsque n — oo.

Proposition 5.1.4 (Densité de C°(R”Y) dans S(R”)) Toute fonction ap-
partenant @ S(RYN) est limite dans S(RY) d’une suite de fonctions appartenant
a C=(RMN).

Démonstration. En effet, soit y € C°(RY) telle que

X‘mzla 0<x<1, etsupp(x)C B(0,2).

Posons, pour tout n > 1,
Xn(a:)zx(f) , zeRM.
n
Soit ¢ € S’(RYN); définissons, pour tout n > 1, la fonction ¢, par
bn(x) = Xn(x)p(z), xRN,

Evidemment, ¢, € C®(R") comme produit de deux fonctions de classe C™
sur RV. Par ailleurs

supp(¢n) C supp(x») = B(0,2n).
D’autre part
06~ 6)(0) = (1= xn@)60) = 3 (2) 50x(a /0" ota)

[vI=1

de sorte que
[2°9°(6 = ) @)] < (1 = X (2))076 (2)
0> (f) sup [07x(2)| sup [+°9" ()|

S<B zeRN zeRN
[v[>1

< (1= xu(#)D70(0)] + N (6)



152 CHAPITRE 5. TRANSFORMATION DE FOURIER

avec

C =27 max sup |07x(2)].
0<|V|<p zeRN

De plus, pour tous les multi-indices a, § tels que |a| et || < p,

[#9(1 = X (#)%6(2)| < ~5la e PO D] < 5 Nyald).

Remarquons en effet que
0<1—x(2) < [2f?

puisque
1—x(2)=0si]2| <1, tandisque 0 <1 —x(2) <1si|z|>1.

Ainsi, pour tous les multi-indices «, 8 tels que |a] et || < p, on a

1 C
sup [270%(6 — dn) ()] < 5 Nps2(8) + —Np(6) = 0
zeRN n n

lorsque n — 0o, ce qui montre que ¢, — ¢ dans S(RY) lorsque n — co. m

En particulier, la classe de Schwartz est dense dans les espaces de Lebesgue
LP pour 1 <p < 0.

Corollaire 5.1.5 (Densité de S(RY) dans LP(RY)) Pour tout p € [1,00],
toute fonction de LP(RN) est limite au sens de la mnorme LP d’une suite de
fonctions appartenant @ S(RV).

Démonstration. C’est évident puisque C°(RY) c S(RY), et que, d’apres la
Théoreme 1.3.14, I'espace C°(RY) est dense dans LP(R™) pour 1 < p < co. m

Voici quelques propriétés opératoires tres simples de la classe de Schwartz.
Commencgons par une définition & peu pres évidente :

Définition 5.1.6 (Croissance polynomiale) On dit qu’une fonction conti-
nue f sur RN est a croissance polynémiale s’il existe un entier n > 0 tel que

f(z) = O(|z|"™) pour |x| — co.

Avec cette définition, nous pouvons énoncer quelques propriétés de stabilité
de la classe de Schwartz sous l'effet de certaines opérations.

Proposition 5.1.7 (Classe de Schwartz et opérations) Soit ¢ € S(RV).
Alors

(a) pour tout o € NV, la fonction 0%¢ € S(RV) ;

(b) pour tout f € C®(RN) dont toutes les dérivées sont a croissance po-
lynoémiale, la fonction f¢ € S(RY) ;

(¢) pour tout q € [1,00], on a S(RN) C LI(RYN) ; de plus, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout f € S(RV)

1290° fllLaravy < CN() N v ()1
pour tout a, B € NV avec |al,|B] < p
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en utilisant la convention habituelle 1/00 =0
(d) pour toute distribution a support compact S € E&'(RN), on a
SxpeSMRN).

Démonstration. Le point (a) est trivial.
Démontrons le point (b). Appliquons la formule de Leibnitz :

No(fo) =D sup [x°0°(f¢)|

Ia\,\B\SPIGRN
PP (5) sup |29 f(x)0" 7 (x)|
lal.|8]<p <8 z€RN

Comme f est a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées, il existe,
pour tout entier p > 0, un entier n,(f) > 0 et une constante M, > 0 telle que

|07 f(x)] < M, (1 + |a:|2np(f)) ,  pour tout z € RN et || < p.

Comme !

|x|2np(f) < N2np(f)71($?"p(f) _|_.”_|_m?\?p(f))

on en déduit que

Nop(f) < CpNpsyon, () (®)

avec

Cr = My(1 4 N> sup - (5> = 2P(1 + N2 (D=1pr
‘B‘SPVS,@ v

d’ot1 le résultat annoncé.
Pour ce qui est du point (c), posons g = 2%9° f € S(R™); on observe que

[ Ja@itds < sup gl [ lo(o)lds

zeRN

dx
< qg—1 1 N+1 /
< sup [gfe)™" sup (14 Ja " ote)] [

< CNo(9)" "Nn+1(9),

avec

dx
C=(1 N(N—l)/Q/ e
( * ) RN ].‘i‘|1'|1\/v+17

d’ou I'inégalité annoncée.

1. En effet, pour tout n > 1, la fonction z +— 2™ est convexe sur Ry, de sorte que, pour
tous ay,...,any > 0, on a

= N"il(a? +...4ay).

n n n
(a1 +...+an)*=N" (M) SN"M

N N
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Démontrons enfin le (d). Que la fonction S x ¢ soit de classe C* sur RY
découle de la Remarque 4.2.4. Puis la propriété de continuité des distributions
a support compact montre que, pour tout «, 3 € NN, on a

1208°(S % ¢) ()| = |2¥(S * 8°¢)(x)| d’apres la Remarque 4.2.4

< |z¢|C max sup [07¢(z +y)]|
IVI<IBl+4 |y|<R

<C max sup [(z+y—y)*07¢(z+y)
[VI<IBl+a |y|<Rr

<2l91=1C max  sup (|2 + RM) |07 ¢(z
- \'Y\S\BHQZGIFNU | 197¢(2)

en notant ¢ 'ordre de la distribution a support compact S et R > 0 tel que
supp(S) € B(0, R). Donc

Np(Sx @) < 20711 + RP)CN,yiq(0)

pour tout p € N. m

5.2 La transformation de Fourier sur S

La transformation de Fourier a déja été étudiée dans L' (RY) et dans L?(RY)
— voir [6], chapitre IV.4.

Comme on va le voir, I’étude de la transformation de Fourier sur la classe
de Schwartz est beaucoup plus simple.

Définition 5.2.1 (Transformation de Fourier) A toute fonction ¢ € S(RY),
on associe sa transformation de Fourier

Fol€) = [ oadr, e RN,

L’application linéaire F est définie pour tout ¢ € S(RY), puisque, pour tout
¢eRN, ona ,
e (x)| = [¢(x)]
et que ¢ € L*(RY) d’apres la Proposition 5.1.7 (c).
Voici quelques propriétés élémentaires de la transformation de Fourier sur
S(RN).

Proposition 5.2.2 (Transformation de Fourier et opérations) Soit ¢ une
fonction de S(RY). Alors
(a) la fonction F(¢) est de classe CY(RN) et on a, pour tout j=1,...,N

0, Fo(&) = F(—iz;9)(€), €€RY;
(b) pour tout j=1,...,N, on a
F(0z,0)(6) = i&;F(9)(€). €eRN;
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(c) pour tout a € RN, la fonction? (74)«¢ = poT 4 : x — ¢(x — a) a pour
transformée de Fourier

F((a)d)(€) = e Fp(&), £e€RN;

(d) pour tout a € RN, on a

F(e""$)(€) = (1a)u(FO)(§) = Fo(§ —a), RN,

Remarque 5.2.3 Les points (a) et (b) montrent que la transformation de Fou-
rier sur S(RN) échange dérivation et multiplication par x (4 un facteur =i

pres).
Démonstration. Observons que la fonction
(,€) = e ¢(x)
est de classe C! sur RN x RY, et que, pour tout j =1,..., N,
|65j (efi'g'ng(x)” = |—i:17j67i5'“"¢(:17)| = |z;p(x)| € LI(RN)

d’apres la Proposition 5.1.7 (b-c).
D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme rappelé dans le cha-
pitre 1, note 3, on a donc

0, Fo (&) = /R 0, (e7 7 (2) du = /R —iwjeT T g(x)dx

ce qui établit le point (a).
Passons & la démonstration du (b). Notons 2’ = (xg,...,zx); alors, par
intégration par parties en x1, on a

x1=-+00

/R 0, p(a)day = [T g(a)] - /R (0,77 d()day

:ifl/Re_ifwﬂx)dﬂﬁ

r1=—00

car ¥1 — ¢(x1,2’) tend vers 0 pour |z1| — oo puisque ¢ € S(RY). Puis, en
utilisant le fait que

|70, 6()| = 10, 6(2)| € L' (RY)
et [e”*7¢(z)| = [¢(x)] € L'(RY)

d’aprés la Proposition 5.1.7 (a-c) puisque ¢ € S(RY), on integre en 2’ les deux
membres de ’égalité

| e v o@dn =i [ e ola)dn
R R

2. Rappelons que, pour tout a € RV, onnote 7, : RN 3z +— z+a € RV,
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et, en appliquant le théoreme de Fubini, on trouve que

/ e 89, p(x)dr = i&, / e T () da

RN RN

ce qui correspond & I’énoncé (b) pour j = 1. Lecasde j = 2,..., N est identique.
En faisant le changement de variables z = z — a dans l'intégrale de Fourier

F((ra)-0)(€) = / e " (x — a)dw = / TG (z)dz = e T (),
RN RN
d’otu le (c).
Le point (d) découle de la définition méme de la transformation . m

Remarque 5.2.4 La transformation de Fourier F échange dérivation et multi-
plication par x, comme on vient de le voir. Par conséquent, F échange régularité
et décroissance a linfini — c’est-a-dire que, plus une fonction est dérivable (avec
des dérivées intégrables sur RN ), plus sa transformée de Fourier décroit rapi-
dement a l'infini. Ce fait permet de comprendre tout lintérét de la classe de
Schwartz vis a vis de la transformation de Fourier : comme toute fonction de
S(RN) est de classe C™ avec des dérivées qui sont toutes intégrables, on en
déduit que sa transformée de Fourier est a décroissance rapide. Et comme toute
fonction de S(RY) est a décroissance rapide, on en déduit que sa transformée de
Fourier est de classe C*°. Ainsi, on voit que la classe de Schwartz est invariante
par transformation de Fourier, ce qui est l'un des avantages de cet espace.

La formule d’inversion de Fourier s’écrit donc de maniere particulierement
simple pour les fonctions de la classe de Schwartz.

Théoréme 5.2.5 (Formule d’inversion de Fourier sur S(R"Y)) La trans-
formation de Fourier est un isomorphisme de C-espaces vectoriels de [’espace
S(RYN) sur lui-méme. L’inverse de cet isomorphisme est donné par la formule

Fluw) = [ enoopke. ceRY.

Enfin, les isomorphismes F et F~1 sont continus sur S(RY), au sens o, pour
tout p € N, il existe une constante C, > 0 telle que pour toute fonction ¢ de
S(RY)

No(F@), Np(F~1¢) < CpNpin41(9) -

La démonstration de ce théoreme utilisera de maniere cruciale le calcul ex-
plicite suivant, dont nous verrons qu’il est d’'un grand intérét pour 1’étude de
certaines équations aux dérivées partielles.

Lemme 5.2.6 (Transformée de Fourier des gaussiennes) Soit une matrice
A € My(R) telle que A= AT > 0. Posons

Galr) = ——— 3474 e RN
2m)N dét(A)
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Alors G4 € S(RN) et on a
1
FGa(§) =e 20 e RV,

La fonction G4 est la densité Gaussienne centrée (c’est-a-dire de moyenne
0) et de matrice de covariance A, qui est 'un des objets les plus importants du
calcul des probabilités — pour son utilisation dans ce contexte, voir [13], §4.6.4.
Démonstration du théoréme. Montrons que FS(RY) c S(RY). En effet,
d’apres les points (b)-(c) de la Proposition 5.2.2, on a

0L Fp = (=)L (0% (2P9)) .

Or, d’apres la formule de Leibnitz

80‘($5¢) — Z (3) (a'yx,ﬁ)aa—’yqﬁ c Ll(RN)

<o
d’apres la Proposition 5.1.7 (a-c), puisque ¢ € S(R"). Donc
f“(?g}"(ﬁ € L>®(RY), pour tous a, f € NV,

Ceci montre que F¢ € S(RY).

Plus précisément, d’apres la Proposition 5.1.7 (c), pour tous multi-indices
a, B € N¥ tels que |a| + 8] < p, on a

€20, F(&)] < 0% (@)l 11wy £ CNa41(0%(279)) < CNpen11(9),
de sorte qu’il existe Cj, > 0 tel que, pour tout ¢ € S(RY), on ait

./\/'p(]-"qﬁ) < Cpr+N+1(¢)-

Passons maintenant a la formule d’inversion de Fourier. Intuitivement, cette
formule signifie que

o) =770 = [ ([ e otm) o
- /RN (/RN ei&l(z_y)(b(y)dy) (2??%
= [ o ([ e )a

c’est-a-dire qu’en s’appuyant sur ’'Exemple 4.4.3, la formule ci-dessus se ramene

au fait que
— ) = ig-(z—y) _d¢
(5(3j y) = /RN € en~

Malheureusement, la fonction (x,y) — €@~ ¢(y) n’est pas intégrable sur
RY x R", de sorte que l'interversion des intégrales en y et £ dans la deuxieme
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égalité ci-dessus n’est pas justifiée. Pour cette méme raison, 'intégrale ci-dessus
censée représenter la masse de Dirac n’a pas de sens comme intégrale de Le-
besgue.

Pour rendre cette intégrale convergente, on la remplace par

(o) L2
/RNeé(ac V3 G (@ —y)

pour tout € > 0, d’apres le Lemme 5.2.6.
Comme la fonction

(5,€) s €@ 3eIEP )

est intégrable sur RV x R, le théoréme de Fubini garantit que

Guto— oty = [ ([ ewemb ) oy

. le 2 it
:/ ez —geldl </ e 5y¢>(y)dy> (Qif)N
RN RN
RN (2m)N

Enfin, dans l'intégrale au membre de gauche de 1’égalité ci-dessus, on fait le
changement de variables z = x — y, ce qui permet de réécrire cette identité sous
la forme

RN

oo — )Gtz = [ eI R e)

RN RN

Dans l'intégrale au membre de gauche, on fait le changement de variables
2z = y/ew, de sorte que

d(x — 2)Ge(2)dz = d(x — Vew)G(w)dw.
RN RN
Pour tout z € RV,
#(r — Vew)G1(w) — ¢(x)Gy(w) pour tout w € RY
lorsque € — 0 — car ¢ est continue puisqu’elle est dans S(RY) — et

|6(z — Vew)Gi(w)] < CG1(w) € LY(R) avec C = sup |¢(y)],

yeRN

car ¢ est bornée sur RV puisqu’elle appartient & S(R™). Donc, par convergence
dominée, pour tout z € RV

d(x — 2)Ge(2)dz = / d(x — Vew)G1(w)dw
RN RN

= ¢(x) | Gi(w)dw = ¢(z)

RN
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lorsque € — 0.
Dans l'intégrale au membre de droite, pour tout z € RV

) 1 .
enema 1 Fo () - S Fo(e)
lorsque € — 0% pour tout & € RY. Par ailleurs
. 1
e 2 Fo(e)| < |Fo(¢)| € L' (RY)

— car F¢ est intégrable comme élément de S(RY) (cf. Proposition 5.1.7 (c))
— de sorte que, par convergence dominée

LN 6 6 2€|§| f¢ 271—)1\7 4)/ l§ a:f(b (27r)N

lorsque € — 0% pour tout x € RV,
En passant & la limite pour € — 07 dans I'identité

d(x — 2)Ge(2)dz = /RN e'~%e ~gelel Fo(€) 7o (277)N ,

RN

on trouve donc que

o) = [ o) i

]
Démonstration du lemme. Comme A est une matrice symétrique réelle,
elle est diagonalisable a valeurs propres réelles, avec une matrice de passage
orthogonale : il existe @ € Oy (R) telle que

ay PPN 0
A =QAQT avec A =
0 ... anN
ol ai,...,ay sont les valeurs propres de A. Comme A = AT > 0, quitte permu-

ter I'ordre des vecteurs propres de A, on peut supposer que a1 > ... > ay > 0.
Que G4 € S(RY) est évident : en effet

099G a(x) = Py(x)e 34 #lo)
ou Pg(x) est une fonction polynéme, de sorte que

107G ()] < | Pa(a)|e /2
qui est bien & décroissance rapide pour tout 5 € NV,

Dans 'intégrale définissant la transformée de Fourier de G 4, faisons le chan-
gement de variables y = QT'z, et posons 7 = QT¢ : comme dét(A) = a;y-...-an,
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on trouve que

N
/ Gy (w)dn = ( [] ! o—iQTEQ T~ F(ATIQT QT ) g
RN Pl 2wa RN
N
(H \/21> e—iwe*%(A*lyly)dy
Tag RN
k=1
1 H iy — ak Yy? d d
Trar ) Juv ] Y1-.-dyn

3 l Yo d
H e MYk =50y, Yy _dys
V2may
1R

[
=

b

en appliquant le théoréeme de Fubini a la fonction

N

. 119
(e y) oo [[ o3 o8
k=1

qui appartient & L'(RY) pour tout € R¥, puisque I'on a a; > 0 pour tout
k=1,...,N.

Il suffit donc de savoir faire le calcul dans le cas N = 1. Pour tout a > 0,
notons

1 .
ga(x) = 76_3‘2/2“7 zeR.

21a

Evidemment g, € S(RY), et vérifie

dga R
dx(x)— Ega(gc), reR.

Appliquons la transformation de Fourier a chaque membre de cette égalité.
D’apres la Proposition 5.2.2 (b)-(c), on a

d
€T g€) = 7 76 0a(6).

ce qui s’écrit encore

d
dféfga(é) =—a§Fg.(§), €R.

Cette équation différentielle admet pour solution générale

1 .2
~7:ga(§)zce_2a5 .

Fga(0 C/ga _

De plus
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Par conséquent
N 1o 1
FGA(Qn) = H e~ 2k — o= 3 (Anln)
k=1

de sorte que, en revenant a la variable £ = Qn
FGa) = e 2(AQTQIQTQN _ ~5(@AQTEID) _ ~3(4%0) ¢ c RN

]

Terminons cette revue des principales propriétés de la transformation de
Fourier sur la classe de Schwartz avec la formule de Plancherel, qui est une
conséquence triviale de la formule d’inversion.

Corollaire 5.2.7 (Formule de Plancherel) Pour tous ¢,1 € S(RY), on a
(O10) 2 myy = @ayw (FOIFY) 2wy -

Démonstration. En effet

(Ol)smy = [ Fabta)da

= [ (L Foeee gl o
RN RN

= o /RN /R T EFG(E) () dadg

= @ /RN Fo(€) (/RN e_i””'fw(w)dx> de
= @ (FOFY) 12y

d’apres le théoréme de Fubini. (En effet, la fonction (z,&) — Fp(&)y(x) est
intégrable sur RY x R}, puisque ¢ et F¢ € S(R™).) Or lidentité ci-dessus est
précisément la formule de Plancherel. m

5.3 Les distributions tempérées

Pour pouvoir définir I'intégrale de Fourier

/ e f(x)dx
RN

d’une fonction continue f pour tout & € RY, il faut avoir des conditions limitant
la croissance de f a l'infini.

Par exemple, il suffira de savoir que f € L'(RY). Mais on ne peut pas
définir en général la transformée de Fourier d’une fonction qui serait seulement
localement intégrable.
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Le méme probléeme se pose évidemment lorsqu’on veut définir une notion de
transformation de Fourier pour les distributions — sous une forme quelque peu
différente, toutefois, car le concept de “croissance a 'infini” n’est pas clair pour
une distribution.

Comme on va le voir, on ne sait définir la transformation de Fourier que sur
un sous-espace de D'(RY), la classe des distributions tempérées que nous allons
étudier brievement.

Définition 5.3.1 (Distributions tempérées) Une distribution tempérée est
une forme linéaire continue sur S(RY), c’est-a-dire une forme linéaire T sur
S(RN) telle qu’il existe un entier p > 0 et C > 0 pour lesquels

T, ¢)| < CNH(¢) pour tout ¢ € C=°(RN).

L’ensemble des distributions tempérées est un C-espace vectoriel, que l’'on note

S'(RV).

Comme C°(RY) C S(RY), toute distribution tempérée T € S’(RY) définit
par restriction une forme linéaire

CERY) 5 6 (T,6).

Cette forme linéaire est évidemment une distribution puisque, pour toute fonc-
tion test ¢ € C°(RY) & support dans un compact K de RY, on a

No(6) < Af(p-+ 1P s sup [0°9(a)]| avee A = maserc(1+ Ja).
a|Sp e K

Par conséquent
S'(RN) c D'(RY).

Exemple 5.3.2 (Quelques distributions, tempérées ou non) Toute distri-
bution a support compact est tempérée :

E'(RN) c S/(RY).

Toute fonction appartenant & l'espace de Lebesgue LP(RY) avec 1 < p < oo
définit une distribution tempérée :

LP(RYN) ¢ S'(RY) pour tout p tel que 1 < p < co.

Toute fonction continue a croissance polyndémiale définit une distribution
tempérée sur RY.
La distribution sur R

T = Zakdk

est tempérée si la suite (ap)rez est a croissance polyndmiale, ¢’est-a-dire s’il
existe un entier p > 0 tel que

ar, = O(|k[P) lorsque |k| — .
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En revanche, les distributions définies par les fonctions
r+— e, x> sinhz ou coshzx
ne sont pas des distributions tempérées.

Démontrons le caractére tempéré de la distribution 7. On sait qu’il existe
p>0et C >0 tels que |ag| < C(1+ |k|??) pour tout k € Z. Alors, pour tout
¢ € S(R),

(T, @) < D laxl|o(k)]

keZ

<O (14 K27 o(k)|

keZ
1
SCY T+ E R+ B2 |0(k)| < O'Nopa(9)
keZ
avec 1
[
=02, 14+ k2
kEZ

Proposition 5.3.3 (Distributions tempérées et opérations) Soit une dis-
tribution tempérée T € S'(RY). Alors

(a) pour tout o € NN la dérivée 0°T € S'(RN);

(b) pour toute fonction f & croissance polynémiale ainsi que toutes ses dérivées,
la distribution fT € S'(RY);

(c) pour toute distribution & support compact S € £'(RN), le produit de convo-
lution T % S € S'(RY).

Démonstration. Soit 1 < j < N ; la dérivée 0,,T est la forme linéaire
CEXRY) 3 ¢ = —(T,0,,0).

Or, comme T est une distribution tempérée, il existe un entier p > 0 et une
constante C, > 0 tels que

[{0x,T, &) = KT, 00, 0)| < CpNyp(02;6) < CpNop11(9)

pour tout ¢ € C°(RY). Par densité de C°(RY) dans S(RY), la forme linéaire
9., T s'¢tend de fagon unique en une forme lindaire sur S(RY) pour laquelle
I'inégalité ci-dessus vaut pour tout ¢ € S(RY). Ceci signifie que 0;,T est une
distribution tempérée. Le (a) en découle par récurrence.

De méme, la distribution f7T" est la forme linéaire

CERY) 2 ¢ = (T, f9).

Comme T est une distribution tempérée, il existe un entier p > 0 et une
constante C), > 0 tels que

(T, fo)l < Co Np(f9).
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Or (cf. preuve de la Proposition 5.1.7 (b)), il existe un entier n,(f) > 0 et une
constante C'y > 0 tels que

Np(fd) < CrNpyan,(1)(9)

ce qui montre que la forme linéaire fT, qui n’est définie a priori que sur
C>(RY), s’étend par densité de maniére unique & S(R”) en une distribution
tempérée, comme dans la preuve du point (a).

Démontrons le point (c). La distribution 7" % S est définie comme la forme
linéaire

CERN)3 ¢ (T,5x¢)
ot on rappelle que S = S o (—=Idgn). Soit R > 0 tel que S soit & support dans

B(0, R) ; donc supp(S) € B(0, R). La preuve de la Proposition 5.1.7 (d) montre
que

Np(g* ¢) < 2p_1(1 + Rp)Np+q(¢)

pour tout p € N, ou ¢q est I'ordre de la distribution a support compact S.
Comme la distribution T est tempérée, il existe donc p € N et C}, > 0 tels
que
(T % S,¢)| < Cp2P"H(RP + 1)Np44(9)

ce qui montre comme dans le (a) que la forme linéaire T'x S, définie a priori sur
C>(RY), s’étend par densité de maniére unique & S(R”) en une distribution
tempérée. m

Exemple 5.3.4 (Croissance a l’infini et caractére tempéré) Pour voir si
une distribution définie par une fonction, par exemple, est tempérée ou mnon,
il ne suffit pas d’étudier la croissance a l'infini du module de cette fonction.
Considérons par exemple la fonction

T — 1efe'C .

Fuvidemment

:e(L‘

‘Ze.llel(i

qui @ la méme croissance & l'infini que les contre-exemples ci-dessus. Mais
, d /.
jeTete :7(616 )
dx

T el

et comme la fonction

est une fonction de classe C' bornée sur R, elle définit une distribution tempérée
sur R.

D’autre part sa dérivée au sens des distributions coincide avec la distribution
définie par sa fonction dérivée au sens usuel, de sorte que, d’aprés le (a) de la
proposition ci-dessus, cette fonction dérivée

T efe’ .
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définit bien un élément de S'(RYN).
Intuitivement, ce sont les oscillations rapides de la fonction x — " dans
la limite © — 400 qui annihilent la croissance de x +— e* pour x — +o0.

En pratique, pour décider si une distribution 7' € D'(RY) est tempérée,
on cherchera évidemment si elle appartient aux classes d’exemples ci-dessus —
distributions a support compact, fonctions de LP, fonctions a croissance po-
lynomiale...

Si ce n’est pas le cas, il faut ensuite chercher si la distribution considérée est
une dérivée (d’ordre quelconque) d’une distribution dont on sait déja qu’elle est
tempérée. (Cest évidemment le cas dans 'exemple précédent.)

Si aucune de ces approches ne permet de conclure, il faut alors revenir a la
définition des distributions tempérées, et en vérifier la propriété de continuité.

En fait, on a la caractérisation suivante des distributions tempérées :

Théoréme 5.3.5 (Caractérisation des distributions de S'(RY)) Toute dis-
tribution T € S'(R™N) est de la forme

T =02 ((L+|z*)"f) au sens des distributions

ot v € NV, ot n est un entier naturel, et ot f est une fonction continue bornée
sur RV

Que le membre de droite de I’égalité ci-dessus définisse une distribution
tempérée est une conséquence triviale de la Proposition 5.1.7 (a)-(b).

Que toute distribution tempérée sur RY soit nécessairement de cette forme
est moins trivial — et surtout moins utile en pratique. On admettra donc ce
dernier point 3.

Définition 5.3.6 (Convergence dans S'(R”Y)) On dit qu’une suite (T},)n>1
de distributions tempérées converge vers T € S'(RN) si

(T, ) — (T, @) lorsque n — oo pour tout ¢ € S(RN).

Proposition 5.3.7 (Convergence dans S’ et opérations) Soit (T),),>1 suite
de S'(R™N) convergeant vers T € S'(RN). Alors
(a) pour tout multi-indice o € N, on a

0°T,, — 0*T dans S'(RYN) lorsque n — 00 ;

(b) pour toute fonction f de classe C* sur RN a croissance polynémiale ainsi
que toutes ses dérivées

[T, — fT dans S'(RY) lorsque n — .

3. Le lecteur intéressé par une démonstration pourra consulter L. Schwartz, Théorie des
distributions, Hermann, Paris (1966), chapitre VII, §4, pp. 239-241.
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Démonstration. En effet
(09T, ¢) = (0°T, ¢) = (=1)*|(T,, = T),0%¢) = 0

puisque T;, — T dans S'(RY) pour n — oo et que, d’autre part, 9%¢ € S(RY),
d’apres la Proposition 5.1.7 (a). Ceci établit le (a).
Pour le (b), on procede de méme :

<an;¢> - <fTa¢)> = <(Tn _T)7f¢> —0

puisque T}, — T dans S’'(R"™) pour n — oo et que, d’autre part, f¢ € S(RV),
d’apres la Proposition 5.1.7 (b). =

5.4 La transformation de Fourier sur &’

Dans la section 5.2, la transformation de Fourier a été définie sur la classe
de Schwartz S(RY).

Malheureusement, on ne peut s’en contenter, car il y a bien trop peu de
fonctions dans S(RY).

On va donc maintenant étendre sa définition a I'espace S'(R”) des distribu-
tions tempérées, en appliquant la méme stratégie de dualité que dans le chapitre
3.

Pour cela, on part de I'observation suivante : pour toute paire ¢, de fonc-
tions de la classe de Schwartz S(RY), on a

() Fo()dz = / S(y) Fo(y)dy.
RN RN

(En effet

Fotwppade= [ ([ e rowy) v

_ [R ) ( /R ) e‘”‘%(az)dﬂ:) by)dy = /R ) Fly)dy

d’apres le théoreme de Fubini, puisque

(z,y) = [e7 "V (2)(y)] = o(x)[[¢(y)]

est une fonction intégrable sur RY x R, d’apres la Proposition 5.1.7 (c).)
L’identité ci-dessus suggere la définition suivante :

RN

Définition 5.4.1 (Transformation de Fourier des distributions) A4 toute
distribution tempérée T € S'(RYN), on associe sa transformée de Fourier FT
qui est la distribution tempérée définie par

(FT,¢) = (T, Fo)

pour toute fonction ¢ € S(RY).
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D’apres le calcul ci-dessus, cette définition de la transformation de Fourier
coincide avec celle de la section 5.2 lorsque la distribution tempérée T est de la
forme

Ty SRY) 300 (1300 = [ fl@)ola)da.
avec f € S(RV).

Exemple 5.4.2 (Transformée de Fourier des fonctions de L') Soit une fonc-
tion f € LY(RY) ; posons

i) = /R S (@)dr, €eRY.

Alors .
FOI < Ifllrmyy,  pour tout & € RN .

De plus, pour tout £* € RN et toute suite (&n)n>1 convergeant vers £*, on vérifie
par convergence dominée que

f(gn) - f(f*) lorsque n — 0o

Par conséquent, f est une fonction continue bornée* sur RY.
On vérifie alors que la transformée de Fourier de Ty est la distribution

tempérée définie par la fonction f . autrement dit
Fly=T;.
Démonstration. Pour tout ¢ € S(RV), on a
) = 5o = [ ([
RN R

Or la fonction

e”'%(y)dy) dx .

N

(z,y) — f(z)¢(y) est intégrable sur R x RV .

Le théoreme de Fubini implique donc que

/RN f(z) </RN eir'%(y)dy) dx = /RN o(y) </RN ei:byf(‘r)dz> dy.

Par conséquent, pour tout ¢ € S(RY), on a

Fo = [ ot ([ e )a= [ owmiwa

RN
ce qui signifie justement que FT = Tf~ ]

Voici les premiéres propriétés de cette transformation de Fourier :

4. Rappelons qu’on dispose en fait d’une information plus précise — voir [6], chapitre
IvV.2.7:
Théoréeme de Riemann-Lebesgue. Soit f € L1(RY). Alors sa transformée de Fourier f
tend vers 0 a l'infini.
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Proposition 5.4.3 (Transformation de Fourier dans S’ et opérations)
Soit une distribution tempérée T € S'(RN). Alors
(a) pour tout k =1,...,N, on a

F (0., T) =& FT;

(b) pour tout k=1,...,N, on a
FlxpT) = 10, FT;

(¢) pour tout a € RN, en notant 7, : x+ z+a, on a
F(Tor,) = e FT;

(d) pour tout a € RV,
F(e Ty = (FT) o 1q.

Remarque. Comme sur la classe de Schwartz ( cf. Proposition 5.2.2 (a)-(b)),
la transformation de Fourier F sur I'espace S’(R) des distributions tempérées
échange dérivation et multiplication par z — a un facteur 4 pres. Tout l'intérét
de la transformation de Fourier pour les distributions tempérées réside dans ce
simple fait : d’une part, le cadre des distributions permet de dériver autant de
fois que nécessaire, d’autre part, apres transformation de Fourier, toute dérivée
partielle d’ordre quelconque correspond a la multiplication par un monome.
Démonstration. En effet

= —(T, F(=i&9)) = (FT,i&k¢) = (i&F T, ¢)

d’apres la Proposition 5.2.2 (a), ce qui montre le point (a).
D’autre part

(F(zxT), ¢) = (2T, F o) = (T, xx F ¢)
= (T, F(—i0¢, ¢))
= _i<]:T’ 85k¢> = <7;85ka7 ¢>

d’apres la Proposition 5.2.2 (b), ce qui établit le point (b).
Les points (c) et (d) se démontrent de méme par dualité & partir de la
Proposition 5.2.2 (¢)-(d). =

Evidemment, la transformation de Fourier est (séquentiellement) continue
au sens des distributions tempérées.

Proposition 5.4.4 (Continuité séquentielle de F sur S'(RY)) On consi-
dére une suite de distributions tempérées (Tp)n>1 sur RV convergeant vers T
dans S'(RN). Alors FT,, — FT dans S'(RN) lorsque n — co.
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Démonstration. Pour tout ¢ € S(RV), on a
(FTn,¢) = (Tn, F¢) = (T, F¢) = (FT, )

lorsque n — co. |

Dans le cas d’une distribution & support compact — qui est a fortiori une
distribution tempérée, on aurait pu définir la transformée de Fourier en copiant
la formule définissant la transformation de Fourier pour les fonctions de la classe
de Schwartz, c’est-a-dire poser

FT(§) = (T, e—¢)
o T € &'(RYN) et olt e est la fonction de classe C°° sur R définie par
ee(w) =7,

Observons que cette formule définirait 1" ponctuellement, comme fonction de
la variable £ — et non comme une distribution.

En fait, ces deux fagons de définir la transformation de Fourier pour les
distributions & support compact coincident, comme le montre le

Théoréme 5.4.5 (Transformée de Fourier sur &'(RY)) Pour toute distri-
bution a support compact T € &' (RYN), la distribution tempérée FT est la dis-
tribution définie par la fonction

RY 3¢ (Theg).

Cette fonction, notée & — FT(£), est de classe C™ sur RN et a croissance
polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.

Remarque. Cet énoncé est une nouvel exemple du fait, déja mentionné plus
haut, que la transformation de Fourier F échange décroissance a linfini et
régularité. En effet, le fait d’étre & support compact est la condition de conver-
gence vers 0 a I'infini la plus forte possible; que la transformée de Fourier d’une
distribution a support compact soit une fonction de classe C'*° n’est donc pas
surprenant.

Démonstration. Vérifions d’abord que FT est bien la fonction donnée par la
formule ci-dessus. Pour cela, on observe que, par intégration sous le crochet de
dualité (Proposition 3.4.22)

(e-gio)= [ (meqote

(1. [ e-coleyic) = .70 = (1.0

d’ou le résultat.
Que la fonction & — (T, e_¢) soit de classe C* sur RV et que

OEFT() = 08 (T,e—¢) = (T, 08c_¢)
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découle du théoréme de dérivation sous le crochet de dualité (cf. Proposition
3.4.21) et du fait que la fonction (z,£) = e_¢(z) = e 7% est de classe C* sur
RN x RV,

Enfin, la propriété de continuité des distributions a support compact im-
plique que

T, e_¢)| < Cmax sup |Oye_g(x)] = C max sup |(i§)%e_¢(2)]
lo<p |2|<R lel<p |z|<R

P
= Cmax || < C(%) )
la|<p
ou p est U'ordre de T' et R > 0 est tel que supp(T') C B(0, R).
Par conséquent, FT est & croissance polynémiale sur RY.
Il en va de méme pour toutes ses dérivées puisque

O FT = F((—ix)*T)
et que la distribution (—iz)*T est également & support compact. m

Exemple 5.4.6 (Transformée de Fourier des masses de Dirac) D’aprés
le théoréeme ci-dessus, on trouve que

Fbo =1 dans S'(RN),
et plus généralement que, pour tout a € RV,
(Féa)(§) =e ™, ¢eRN.
Appliquant ensuite la Proposition 5.4.3 (a), on trouve que
(FO“%)(€) = (i€)*, EeRN.
et plus généralement que, pour tout a € RV,
(FOU0a)(§) = ()77, £ € R,

Remarque. Comparons ce résultat avec le théoreme de Riemann-Lebesgue rap-
pelé ci-dessus (cf . note 4 de ce chapitre.) Rappelons que, comme on I’a dit plus
haut, la transformation F échange régularité et décroissance a l'infini. Une fonc-
tion de L*(RY) étant un objet moins irrégulier que la masse de Dirac, il n’est
pas surprenant que sa transformée de Fourier tende vers 0 a l'infini, alors que
Fdg = 1 ne tend pas vers 0 a l'infini. En revanche, la masse de Dirac tend vers 0
a I'infini le plus vite possible, puisque son support (réduit & {0}) est le plus petit
possible : il n’est donc pas surprenant que la transformée de Fourier de §y soit
une fonction constante — les constantes étant les fonctions les plus régulieres
possibles.

En réalité, la transformée de Fourier d’une distribution a support compact
est bien mieux que de classe C*° : c’est une fonction analytique. Faute d’avoir
a notre disposition la notion de fonction analytique de plusieurs variables, nous
nous limiterons au cas d’une seule variable.



5.4. LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR S’ 171

Théoréme 5.4.7 Soit T' une distribution a support compact sur R. Alors la
fonction FT € C*°(R) se prolonge en une fonction holomorphe sur C.

Démonstration. Considérons la fonction définie sur R? par la formule
p

F(fﬂ?) = <T7 €—§—i7]> 9 pour tout (57”) € R27
puisque T est une distribution a support compact sur R et que la fonction
e_¢_in: T e~ HEHMT oot de classe O sur R.

Par dérivation sous le crochet de dualité, on montre comme dans la preuve
du théoreme précédent que F' admet des dérivées partielles de tous ordres, de
sorte que F' € C*°(R?).

En particulier, par dérivation sous le crochet de dualité, on trouve que

0¢F(&,m) = (T, —ixze_¢_iy), tandis que 0,F(&,n) = (T, ze_¢_iy) -
Par conséquent
(0 +1i0,)F(&,m) =0  pour tout (&,1) € R™

Autrement dit, F' satisfait aux relations de Cauchy-Riemann sur C (voir [6],
Remarque V.1.14). Par conséquent, la fonction

C> (§+in) = F(&n)

est holomorphe. D’autre part, d’apres le théoreme précédent
FT(€) = (T,e_¢) = F(£,0), pour tout € € R,

de sorte que la fonction holomorphe ci-dessus prolonge bien F7'. m

Remarque. Il existe une réciproque de ce résultat : toute fonction f holomorphe
sur C et vérifiant la condition de croissance suivante : il existe C, N, R > 0 tels
que

1f(2)] < C(1+ |z)NelIBEL - pour tout 2z € C

est (le prolongement analytique de) la transformée de Fourier d’une distribution
a support dans [—R, R] C R (Théoréme de Paley-Wiener).

Voici maintenant le théoréme d’inversion de la transformation de Fourier
dans le cadre des distributions.

Théoréme 5.4.8 (Inversion de Fourier dans S’'(R")) La transformation de
Fourier F est un isomorphisme du C-espace vectoriel S'(RN) dans lui-méme,
dont l'inverse est donné par la formule

1 —

FT

,1T _
=y
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o, pour toute distribution S sur RN, on a noté
S’ =So (—IdRN),
c’est-a-dire que, pour toute fonction test ¢ € C°(RN)

(S,8) = (8,40 (~Idpn)) = (S, d()) -
Démonstration. 1l suffit de vérifier que
F(FT) = 2m)NT,
c’est-a-dire que, pour tout ¢ € S(RY), I'on a
(F(FT),¢) = (FT,Fo) = (T, F(F¢)) = (T, (2m)¥ ¢ o (~Idrn))
car
F(F¢) = (2m)N¢ o (~Idp~)

d’apres le théoreme d’inversion de Fourier pour les fonctions de la classe de
Schwartz S(R™) — voir Théoréeme 5.2.5. =

Exemple 5.4.9 (Transformée de Fourier des polynémes) DansS'(RY),
on a
F1=(2m)N o,

d’apres le théoréme d’inversion de Fourier appliqué a l'identité
F(bo)=1.
En utilisant ensuite la Proposition 5.4.3 (b), on trouve que
F(z®) = 2m)Nil*19%5,, aeNV.

En utilisant conjointement la formule d’inversion de Fourier (Théoreme 5.4.8),
et le Théoreme 5.4.5 sur la transformée de Fourier des distributions & support
compact, on obtient la caractérisation suivante des distributions & support com-
pact.

Théoréme 5.4.10 (Structure des distributions & support compact) Toute
distribution & support compact sur RN est une somme finie de dérivées itérées
au sens des distributions d’une fonction continue bornée sur RN .

Ce théoréeme n’est pas d’une grande importance sur le plan pratique ; toute-
fois, il montre que la théorie des distributions est, en quelque sorte, 'extension
minimale de la notion de fonction continue ou toute fonction généralisée peut
étre dérivée indéfiniment.

Démonstration. Soit T € &'(RY). D’aprés le Théoréme 5.4.5, il existe un
entier p > 0 et une constante C' > 0 tels que

FTE) < C+[EP)P, €eRY.
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Considérons alors la fonction S définie par

FT(E)

T SR

5(8) =

Evidemment, S est une fonction de classe C* sur RY, d’aprés le Théoreme
5.4.5. D’autre part

IS <Ca+EP)N, ¢eRN,

de sorte que S € L}(RY).
En particulier, S définit un élément de S’(R”), et sa transformée de Fourier
inverse est la distribution définie par la fonction continue bornée

f:RN >z »—>/ e mES(€) (;f)zv

— cf. Exemple 5.4.2 ci-dessus et la formule d’inversion de Fourier (Théoréme
5.4.8).
De plus, par construction,

F(U= )N f) = (L4 ¢y Ff = FT

de sorte que
T=(I-APNFf
puisque F est un isomorphisme de S’(R”) dans lui-méme. m

L’une des vertus de la transformation de Fourier est de transformer le produit
de convolution en produit ponctuel.

Théoréme 5.4.11 (Transformation de Fourier et convolution) Soient deux
distributions T € S'(RN) et S € &'(RN) ; alors

F(S«T)=FS-FT dans S'(RV).
Dans le cas particulier ou T =Ty avec f € S(RY), on a
F(S# )(€) = FS©FF(€),  pour tout ¢ € RY.

Démonstration. Commencons par traiter le cas particulier avec f € C°(RN).
D’apres la Proposition 5.1.7 (d), on sait que S x f € S(RY). Alors

N

Fs«n© = [

RN

e TS, f(x —))dx = <S, /R e f (g — -)dx>

d’apres le théoréme de Fubini pour le crochet de dualité (Proposition 3.4.22).
Or, d’apres la Proposition 5.2.2 (¢),

/ e f (o — y)de = FL(E)e—e(y).
RN
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en notant e¢ la fonction définie par
e RY 5y eV,
Alors, on déduit de ce qui précede et du Théoreme 5.4.5 que
F(S* [) (&) = (S, Ff(€)e—¢) = FF(E)(S,e¢) = Ff(E)FS(), ¢eRN.

Passons maintenant au cas général.

D'une part S« T € S'(RY) d’aprés la Proposition 5.3.3 (c) puisque S €
E'RN) et T € S'(RYN), de sorte que F(S +T) € S'(RY). D’autre part,
FSFT € S'(RYN) d’apreés la Proposition 5.3.3 (b) puisque FT' € S'(RY)
(comme transformée de Fourier de T' € S'(RY)) et que FS est une fonction
de classe O sur RY & croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées (cf.
Théoreme 5.4.5).

Vérifions que les deux distributions tempérées F (ST et FSFT sont égales
en tant que distributions — c’est-a-dire qu’elles coincident sur C2°(RY). Pour
tout ¢ € C°(RY), on a

(F(S*T),¢) = (SxT,F¢) = (ST (27r)N]: )

(s )
— (T, 2m)V S« F 1)
= @m)M(T, 5% F19)
=(T,FF (SxF'¢)) = (FT,F (S« F'4))

d’apres le théoréme d’inversion de Fourier appliqué & S« F~1¢ € S(RY).
D’apres le cas particulier du théoreme que nous venons de démontrer, en
posant 1) = F~'¢ € S(RY), on a

F(SxF1p) = F(Sx1p) = FSFyp = ¢FS
de sorte que
(F(SxT),¢) = (FT,F (SxF~'9))
= (FT,FS F(F~'¢)) = (FT,¢FS) = (FS FT,¢).

Comme ceci vaut pour tout ¢ € C°(RY), on en déduit que
F(S+T)=FSFT

par densité de C°(RY) dans la classe de Schwartz S(RY) (Proposition 5.1.4.)
[

Le lecteur a déja rencontré le théoreme de Plancherel — cf. [6], chapitre
IV.4. Dans cette présentation, la transformation de Fourier sur L2(R") était
construite par densité de L' N L? dans 'espace de Hilbert L? et en utilisant
la formule de Plancherel que 'on avait démontrée pour les fonctions en esca-
lier a support compact. Une autre fagon d’arriver au méme résultat consiste a
montrer que L?(R™) est un sous-espace de S'(R”) stable sous I'action de la
transformation de Fourier F.
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Théoréme 5.4.12 (Théoréme de Plancherel) La transformée de Fourier dé-
finie dans S'(RN) induit un isomorphisme de C-espace vectoriel de L*>(RY)
dans lui-méme, vérifiant en outre lidentité

1
(f|9)L2(RN) = (QF)N(}-JC‘-FQ)LQ(RN)

pour tous f,g € L*(RY).

Démonstration. Comme L2(RY) c S'(R"), la transformation de Fourier F
dans S'(RY) induit par restriction un isomorphisme C-linéaire de L?(R") dans
FL2(RV).

Vérifions que FL2(RM) c L2(RY).

Soit donce f € L*(RY); d’apres le Corollaire 5.1.5, il existe une suite (f,)n>1
de fonctions de la classe de Schwartz convergeant vers f dans L2(RY) :

Ilfn = fllL2myy — 0 pour n — oo.
Pour tout ¢ € S(RY), on a

(Ffrs 0 = [{fns FO) < N full 2wy 1 F Ol 2mvy < ClidllL2mny

avec
C= (27T>N/2 sup || full L2@myy < 00
n>1

d’apres la formule de Plancherel pour les fonctions de la classe de Schwartz —
Corollaire 5.2.7 — et compte-tenu de ce que la suite (f,)n>1 converge dans
L?(RN).
On sait que f,, — f dans L?(R"Y) et donc a fortiori dans S'(RY) lorsque
n — oo, de sorte que, par continuité de la transformation de Fourier dans
S'(RYN), on a
Ffn — Ff dans S'(RY) pour n — oc.

L’inégalité ci-dessus entraine donc que

[(Ff.d)| < Cll¢ll 2wy, pour tout ¢ € S(RY).

Par densité de S(R™) dans L2(RY), cette inégalité vaut pour tout ¢ € L2(RY),
ce qui montre que Ff se prolonge par continuité en une forme linéaire sur
'espace de Hilbert L2(RY). Le théoréme de représentation de Riesz implique
alors l'existence d'un élément f de L2(RN) tel que

(Ff,¢) = (?‘(ﬁ) , pour tout ¢ € L2(RY).

L2 (RN)
La forme linéaire Ff s'identifie donc & la fonction f de L2(RY), d’ont

FL*RYN) c L*(RY).
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D’apres la formule d’inversion de Fourier pour les distributions tempérées
(Théoreme 5.4.8),

L*(RN) = F (F (L*(RY))) c F (L*(RY)) ,
d’ont
F (L*(RN)) = L*(R")

et F induit un isomorphisme C-linéaire de L?(R”Y) dans lui-méme.
Vérifions enfin la formule de Plancherel. On a montré que l'identité

(f16) 2wy = (FF, ) = (F (f) o (~Idrn), ) = (F (f) , ¢ 0 (—Idrn))

vaut pour tout ¢ € L2(RY). Prenons ¢ = § avec g € L>(R") : toujours d’apres
la formule d’inversion de Fourier

go(—Idgn) = (Fg)o (~Idpn) = (2m)"Fg.
Insérant ce choix de ¢ dans l'identité précédente, on trouve que

(f19) 2wy = (F (), 2m)NF~1g)
= (f,@em)NF(F9)) = @m)N(T.9) = @m) N (flg) r2my)

ce qui est précisément la formule de Plancherel. m

5.5 Transformation de Fourier partielle

Dans un certain nombre de situations — et tout particulierement pour
I’étude des équations aux dérivées partielles d’évolution — il est avantageux
d’effectuer une transformation de Fourier partielle, ne portant pas sur toutes les
variables, mais seulement sur certaines d’entre elles.

Nous allons décrire brievement ce procédé, en utilisant le cadre des problemes
d’évolution, qui en est la principale application.

Définition 5.5.1 (Transformation de Fourier partielle sur S(R; x RY))
Soit ¢ : (t,z) = ¢(t,x) € S(Ry x RY); on définit la transformée de Fourier
partielle en x de la fonction ¢ par la formule

Fao(t, &) =/RN et z)dx .

Cette transformation de Fourier partielle jouit des mémes propriétés de conti-
nuité et d’inversibilité que la transformation de Fourier usuelle.

Théoréme 5.5.2 (Inversion de Fourier partielle dans S) La transforma-
tion de Fourier partielle en x est une application linéaire continue de l’espace
S(R¢ xRY) dans lui-méme, au sens ou il existe, pour tout p > 0, une constante
Cp > 0 telle que

Np(Fud) < CpNprn11(8),  pour tout ¢ € SRy x RY).
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De plus, F, est un isomorphisme de S(R; x RY) sur lui-méme, d’inverse
Fouto) = gl [ el
RN

La preuve suit exactement celle du Théoreme 5.2.5.
Passons maintenant au cas des distributions :

Définition 5.5.3 (Transformation de Fourier partielle sur S'(R; x RL))
Soit T € S(Ry x RY) ; on définit la transformée de Fourier partielle en x de la
distribution T par la formule

(FuT,¢) = (T, Fu¢),  pour tout ¢ € S(Ry x RY).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le membre de droite de I’égalité
ci-dessus définit bien une distribution tempérée sur Ry x RY — ce qui découle
évidemment de la continuité de F, énoncée au Théoreme ci-dessus.

Théoréme 5.5.4 (Inversion de Fourier partielle dans S’) La transforma-
tion de Fourier partielle en x est un isomorphisme de S'(Ry xRY) sur lui-méme,
dont l'inverse est donné par la formule

(FAT, ) = (T, F ), pour tout p € S(Ry x RY).

Autrement dit
-1

ou J: (t,x) — (t,—x).

A nouveau, ce résultat se démontre comme la formule d’inversion de Fourier
usuelle sur les distributions tempérées — cf. Theoreme 5.4.8.

Le lecteur vérifiera sans peine les propriétés suivantes, en suivant pas a pas
la démonstration de la Proposition 5.4.3

Proposition 5.5.5 (Transformation F, et opérations) La transformation

de Fourier partielle en x sur S'(Ry x RY) vérifie les propriétés suivantes :

(a) pour tout T € S'(Ry x RLY), pour tout n € N et tout « € NV, on a
PO, T = (—i) 1 Fy(a®0pT) |

(b) pour tout T € 8'(Ry x RY), pour tout n € N et tout « € NV, on a

Folp05T) = il Fo(€20)T) .
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5.6 Transformation de Fourier et séries de Fou-
rier

L’un des avantages du cadre des distributions tempérées pour y étudier la
transformation de Fourier est que ce cadre est commun a la théorie des séries
et des intégrales de Fourier — ce qui n’est pas le cas si on étudie la transfor-
mation de Fourier sur L'(R) ou L?(R), car une fonction continue périodique
n’appartient & L'(R) ou L?(R) que si elle est identiquement nulle. Cette diffi-
culté n’existe pas dans S’'(R) car toute fonction continue périodique sur R est
bornée sur R, et définit par conséquent une distribution tempérée sur R.

Tous les énoncés ci-dessous ont évidemment des analogues dans R, mais
nous nous limiterons au cas N = 1 afin de n’avoir & manipuler que des séries de
Fourier usuelles — au lieu de séries de Fourier multiples, c’est a dire pour des
fonctions de plusieurs variables.

Commengons par une identité remarquable de I’analyse de Fourier.

Théoréme 5.6.1 (Formule sommatoire de Poisson) La distribution

T= Z O appartient ¢ S'(R),
kEZ

et sa transformée de Fourier est

FT =2m Z dokr dans S'(R).

keZ

Démonstration. Que T € S'(R") se vérifie en appliquant la Définition 5.3.1
— voir aussi la Proposition 5.6.3 ci-dessous.
La distribution T vérifie
To T = T

ou on rappelle que
T.: Rz~ 2x+4+a, pourtoutacR.
D’apres la Proposition 5.4.3 (¢), il s’ensuit que
F(Tom)=e*FT =FT,
ce qui montre en particulier que
supp(FT) C 27Z.
Soit x € C*(R) telle que
X|[77r/8,7r/8] =1, et supp(x) C] —n/4,7/4].

Alors
FT =Y x(-—27k)FT.

kEZ
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D’autre part

) i€ _ 1
0= (" — 1)x(- — 27k)FT = (£ — 27Tk);_mx(- — 21k)FT.
Ceci montre que
e —1
= 27T]{JX(. — 27k)FT = Const. dari

(voir la premiere Application & la fin de la section 4.1) ou encore, de maniere
équivalente

X(' — 27Tk)fT = Ck(sgﬁk

ef—1

puisque ok 1 lorsque £ — 27k. On en déduit que
FT = Z Ck(SQ,Tk .
keZ

Calculons les coefficients c. Observons que
e?™T =T dans S'(R),
de sorte que, d’aprés la Proposition 5.4.3 (d)
FTom, =FT.

En confrontant cette identité avec la formule ci-dessus pour F7T', on conclut qu’il
existe une constante c € C telle que

c, =c, pour tout k € Z.

Autrement dit

.FT:CZ(SQW]C.

kEZ
Identifions maintenant la constante c. Pour tout ¢ € S(R) et tout y € R

¢ ¢k +y) = (FT.¢(- +y))

keZ
= (T, F(- +y)) = (T, e, Fop) = > Fo(k)e™
keZ

ou l'avant-derniére égalité découle de la Proposition 5.4.3 (c), en notant e, la
fonction ‘
ey: Roam e,

Intégrant chaque membre de l'identité ci-dessus par rapport & y sur [0, 27], on
trouve que

C/R $(x)de = /:ﬂ b(2rk + y)dy

keZ

2
=Y Fok) /O eMdy = 2r F(0) = 21 /R o(x)dx

keZ
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d’ol ¢ = 27. L’interversion intégrale-série se justifie sans difficulté, par exemple
par convergence dominée, car les suites

(Fo(k))kez ainsi que ( sup |¢(y+2ﬂ'k‘)>

y€[0,27] kezZ

sont sommables puisque ¢ (et donc F¢) appartient & S(R). m

La théorie des séries de Fourier porte sur les fonctions périodiques. Com-
mengons par étendre cette notion au cas des distributions.

Définition 5.6.2 (Distributions périodiques) Une distribution T € D'(R)
est dite périodique de période a si

Tor,=T
ou 7, désigne la translation de a :
Tag: TH—T+a.

On sait que toute fonction continue périodique est nécessairement bornée
sur R. Voici, pour le cas des distributions, un énoncé qui va dans le méme sens :

Proposition 5.6.3 Toute distribution périodique sur R est tempérée sur R.

Nous aurons besoin dans tout ce qui suit d’une fonction ¢ appartenant a
C(R) telle que

Z¢(x+k)=1, pour tout z € R.
keZ

Pour cela, on part d’une fonction ¢ € C2°(R) telle que

Y >0, Y1 =1, supp(¥) C]—2,2|

de sorte que

U(z) = Zw(x+k‘) >0, pourtoutz € R.
kEZ

Notons que la somme définissant ¥(x) ne fait intervenir qu'un nombre fini de
termes, grace a la condition supp(y)) C] — 2,2[. Par construction, ¥ est une
fonction périodique de période 1, et la fonction ¢ définie par
Y(z)
T)=—=, our tout x € R
¢(z) V) P
répond a la question.
Passons maintenant a la
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Démonstration de la proposition. Soit 7" distribution périodique de période

1 sur R. Alors
T=>"¢(+kT=> (¢T)or.

keZ keZ
Pour toute fonction test x € C°(R), on a

(Tx) =D A(@T) o7, x) = Y _(dT, x(- — k).
keZ keZ

Comme ¢T est une distribution & support compact, elle vérifie la propriété de
continuité suivante : il existe un entier p > 0 et une constante C' > 0 tels que,
pour tout k € Z tel que |k| > 3, 'on ait

(oT, x(- — k)| < Cmax sup [0%x(z — k)| < 70—
OSP ] <2 (k] = 2)?
et on conclut en remarquant que la série de terme général

1
D KT x( = )| < Oz (0) D gz < 0

|k|=3 |k|=3

Nmax(p,Q) (X) )

est évidemment convergente en k. m

Nous pouvons maintenant expliquer comment la théorie des séries de Fourier
pour les fonctions continues périodiques s’inscrit dans le cadre de la transfor-
mation de Fourier des distributions tempérées.

Proposition 5.6.4 (Transformation et séries de Fourier) Soitu € D'(R)
distribution périodique de période 1. Pour toute fonction test ¢ € CX(R) telle
que

Z dpx+k)=1 pour tout x € R,
keEZ
la transformée de Fourier de u est donnée par la formule

Fu =27 Z crdork  avec ¢ = F(du)(2wk),
keZ

le membre de droite étant une série convergente dans S’'(R).

Supposons que la distribution périodique u est en fait une fonction continue
u périodique de période 1. Alors

e, = F(ou)(2mk) = /qu(x)u(as)e_ﬂ”k“dac

41 ,
= Z (z)u(z)e” 2™ dy
1€z !
1 .
= Z/ o(x + Du(z 4 1)e” 2™ @D gy
1€z 79

' —i2rk ! —i2nk
:/0 (ng)(x—i—l)) u(x)e dx:/O u(z)e dx

l€eZ
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ce qui est la formule usuelle donnant le k-ieme coefficient de Fourier de la fonc-
tion continue wu.

Le point de vue classique sur les séries de Fourier consiste a associer a toute
fonction u continue sur R et périodique de période 1 la suite (cx)rez de ses
coefficients de Fourier — voir [6], Corollaire I1.2.7, ou [9], chapitre VIII, Exemple
3.1.2. Le point de vue des distributions associe, a la méme fonction continue
périodique de période 1 sur R, la distribution

2T Z CLO2rk
kEZ

concentrée aux points multiples entiers de 27, dont la donnée est évidemment
équivalente & celle de la suite (c)rez.

Démonstration de la Proposition 5.6.4. Pour toute fonction test ¥ € S(R),
on a

(Fu, ) = (u, F) = < (Z (- + k)) u,fw>

keZ
- <ke§jz<¢u> om,fw>
. <¢u,k€§;<m><- 1) - <¢u,k€§;<m><- ).

D’apres la formule sommatoire de Poisson (Théoréme 5.6.1)

S (F)a+k) =Y Flie_o)(k)

kEZ keZ

= < > 674?7]:(1/}693)>

keZ

= <]—" (Z; 5k> ,¢e_x>

= 27T< > ok ¢e—x> =2m Y (2rk)e2mhe

keZ keZ
ou e, désigne, pour tout a € R, la fonction

ar

e Roxm—e
Par conséquent

(Fu,p) = <¢u, 2 w(27rk‘)e_2ﬂk>

keZ

=2 Z<¢U, e_2xk)(27k)

keZ

=21y F(pu)(2rk)v(2rk) = <27r > F(pu)(2mk)dank, ¢>

kEZ kEZ
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d’ou le résultat annoncé. m

La formule d’inversion de Fourier donne alors

w=F! (271' Z ckézﬂk>

keZ

= E Ck27T]:_1527‘—k: E C}ceﬂﬂ—kw,

keZ keZ

ou on rappelle que
e, = F(ou)(2mk)  pour tout k € Z,

et ol la série au membre de droite converge dans S'(R).

Comme on 'a rappelé apres ’énoncé de la Proposition 5.6.4, dans le cas ou
la distribution u est en fait une fonction continue périodique sur R de période
1, le nombre ¢, est le coefficient de Fourier d’ordre k£ de u. Comme la fonction
u définit un élément de L?(R/Z), la théorie classique des séries de Fourier nous
dit que la série de Fourier de u

E Ck 6127Tk:v

keZ

converge dans L?(R/Z) vers u — voir [6], chapitre IV.3. Le point de vue des
distributions nous dit que cette méme série converge dans S’'(R) (ce qui est
évidemment une information plus faible.)

5.7 Espaces de Sobolev

On connait les espaces C™(2), ol € est un ouvert de R et m un entier
positif. La notion de fonction de classe C™ est évidemment fondamentale, de
sorte que les espaces C™(Q2) sont de toute fagon des objets trés naturels.

En revanche, les espaces C™(2) ne sont pas trés commodes pour y faire de
I’analyse fonctionnelle — c’est-a-dire pour y utiliser des arguments de nature
topologique ot les éléments de I’espace C™ () sont traités comme des points
(en oubliant qu’il s’agit de fonctions sur €2.) Par exemple, les espaces C™(Q)
munis de la convergence uniforme sur tout compact des dérivées d’ordre au plus
m ne sont pas des espaces de Banach.

Au contraire, les espaces de Lebesgue LP(X), ot X C R” est un ensemble
mesurable et ott 1 < p < 0o, sont des espaces de Banach — voir [6], chapitre II.
Mais les éléments de ces espaces sont des classes d’équivalence de fonctions égales
en dehors d’un ensemble de mesure nulle — ou encore, ce qui revient au méme,
de fonctions mesurables définies p.p. sur X — donc des objets typiquement
beaucoup plus irréguliers que des fonctions continues.

Les espaces de Sobolev constituent un compromis entre les espaces C"™((2)
et les espaces de Lebesgue LP(X), au sens suivant :
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(a) ces espaces sont naturellement des espaces de Banach ou méme de Hilbert,
et

(b) ces espaces se comparent tres facilement aux espaces C™(€2).

Définition 5.7.1 (Espaces de Sobolev) Soient Q ouvert de RN, un entier
k€N etpe[l,00]. Lespace de Sobolev WFP(Q) est défini par

WhP(Q) = {f € LP(Q)|0%f € LP(Q) pour |a| < k}.

Cet espace est muni de la norme

I fllwer ) = Z 10%fllLe (o) -

|| <K

Evidemment WoP(Q) = LP((Q).

On vérifie sans peine que les espaces W*?(Q) munis de la norme ainsi définie
sont des espaces de Banach — c’est une conséquence facile du fait que L?(Q)
muni de la norme ||-||»(q) est complet, du fait qu’une suite de fonctions conver-
geant dans LP(Q) converge dans D’(2) vers la méme limite, et enfin de la conti-
nuité de la dérivation dans D’(QQ).

Un cas particulier trés important de ces espaces de Sobolev est celui ou
p = 2. On note, pour tout k € N,

H*(Q) .= Wh2(Q).

Par rapport aux espaces de Sobolev W¥*?(Q), les espaces H* () possédent une
propriété supplémentaire fort agréable : ce sont des espaces de Hilbert, pour le
produit scalaire

(flg) mr) = Z (0" f10%9)r2(0) »

lee| <k
ou on rappelle que

(BlY)2(0) :/Q@w(x)d:c.

Il n’est pas difficile de voir que la norme définie par ce produit scalaire est bien
équivalente a la norme || - ||y r.2(q) définie plus haut.

Nous n’étudierons pas plus en détail les espaces WP () ou méme H*(Q)
lorsque € est un ouvert quelconque de R, bien que ces espaces soient d’un
grand intérét pour I'analyse des équations aux dérivées partielles. Pour plus de
détails sur ces questions, voir par exemple [1], chapitre 4.

En revanche nous allons nous restreindre au cas particulier ou 'ouvert 2
est 'espace RY tout entier, et montrer comment I’emploi de la transformation
de Fourier permet d’établir de fagon trés simple les propriétés essentielles des
espaces H¥(RM).

Commengons par une remarque cruciale, bien que triviale :
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Lemme 5.7.2 Soit k € N* et f € S'(RY); il y a équivalence entre
(a) f € H*RY);
et

(b) pour tout multi-indice o« € NV tel que |a| <k, on a
¢ Ff e L*(RY).

Démonstration. D’apres la Proposition 5.4.3 (a), il suffit évidemment de trai-
ter le cas ol k = 0. Autrement dit, il suffit de faire voir que, pour f € S’(R"),
il y a équivalence entre les deux conditions

(a)) f e L2 RN), et
et
(b)) Ff € LA RN).

Que (&) entraine (b’) est une conséquence du théoreme de Plancherel (Théo-
réeme 5.4.12).

Montrons que (b’) implique (a’). D’aprés le Théoreme 5.4.8 d’inversion de
Fourier,

FFf =@V f=@n)Nfo(~Idgw) .
D’autre part, toujours d’apres le Théoreme 5.4.12 de Plancherel
F(Ff) e L*(RY) puisque Ff € L>(RM).

Par conséquent
fo(—Idg~) € L*(RY)

ce qui implique la condition (a’). m

D’apres le théoreme de Plancherel et la Proposition 5.4.3 (a)

(f19) ax@myy = W Z (E*FLIE*Fg) 2

lo| <k
de sorte que
(fIf) ey = v e | |FF(©)|de

— @ [ QFEPIFFOR .

Ceci suggere de généraliser la définition ci-dessus des espaces de Sobolev H¥
a des valeurs non entieres de k, comme suit.

Définition 5.7.3 (Espaces H*(RY)) Pour tout s € R, on définit

H*(RY) = {f € S'(RY)| (1 +[¢]*)*/*F [ € L*(RY)}
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et on pose
(o)) = e [ (14 1Py FFOFate)de.

L’espace vectoriel H*(RYN) est un espace de Hilbert pour la forme sesquilinéaire
(') = (m~y- Dans toute la suite, on note ||-|| g~y la norme hermitienne définie
par la formule

ey = (FIF) o mny . f € H(RY).

La discussion ci-dessus montre que cette définition coincide avec la précédente
lorsque s € N, et que la norme ||- || s (g~ ainsi définie est équivalent a la norme
|- lws2myy qui a été définie plus haut.

Voici quelques premieres propriétés trés simples de ces espaces H*(RY).

Proposition 5.7.4 (Echelle des espaces H*(R")) Soient s,t € R.

(a) Si s <t, alors H{(RN) C H*(RN) et cette inclusion définit une application
linéaire continue, car

[ fll ey < N1 flaemey,  f € H(RN);
(b) Pour tout s >0, on a
H*(RY) c L*(RY) c H*(RY)

et ces deux inclusions sont continues;
(c) pour tout s € R, on a

S(RYN) est un sous-espace dense de H*(RN);
(d) Uapplication linéaire
HP*®RN)> f— Ly e H*RYY,

ot Ly est la forme linéaire définie par

Li(0) = e [ FT@Fol6)de.

est un isomorphisme (anti-linéaire) isométrique entre H=*(RN) et le dual to-
pologique® H*(RN)" de l’espace H*(RY).

Démonstration. Le point (a) est trivial.
Il entraine le point (b) car HO(RY) = L2(RY).
L’inclusion S(RY) ¢ H*(RY) du point (c) est également triviale.

5. Le dual topologique d’un espace vectoriel normé E est le sous-espace du dual E* de E,
généralement noté E’, des formes linéaires continues sur E.
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Vérifions que S(RY) est dense dans H*(RY). Soit donc f € H*(R"™); on
sait que
® = (1+[¢*)/2Ff € L*(RY).

Par densité de C°(R”Y) dans L2(R”Y)— cf Théoréme 1.3.14 — il existe une
suite (®,,),>1 de fonctions de C°(RY) C S(RY) telle que

®,, — ® dans L2(RY) lorsque n — co.
Notons, pour tout n > 1,
bn = (L+[€1)7/%0, € C*RN) C S(RY), et fr,=F '¢,.

Evidemment f, € S(RY) pour tout n > 1 puisque ¢,, € S(RV) et que F est
un isomorphisme de S(RY) dans lui-méme. D’autre part

1o = Fllsrvy = grymra | (L4 €22 (F fu = FHlr2rr)

- Wll@n - (I)”L?(RN) —0

lorsque n — oc.
Pour ce qui est du point (d), d’apres le théoreme de représentation de Riesz,
I’application anti-linéaire

HRN) 3 ¢ Ay € HS RN
est un isomorphisme anti-linéaire isométrique, ot A4 est la forme linéaire conti-
nue sur H*(R") définie par
o) = (1) e (r) = gy /R U+ TFAOF U, ¥ e HRY).
Or la définition méme de H*(R™) et de || - || g~y montre que Papplication
linéaire
T: H®RY)3¢—To=F ' ((1+[¢?)°F¢) € H*(RY)
est évidemment un isomorphisme isométrique. La formule
Lf = AT—lf

entraine immédiatement le résultat. m

Les espaces H*(R”) ont beau avoir sur les espaces C™(R”Y) le grand avan-
tage d’étre des espaces de Hilbert, on ne peut pas se passer completement de ces
derniers, et il est donc souhaitable de pouvoir comparer les espaces de Sobolev
aux espaces C™(RY), qui sont des objets plus familiers.

Théoréme 5.7.5 (Théoréme de plongement de Sobolev) Soitk € N. Pour
tout s > %—f—k, on a
H*(RY) c CFRY).
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Plus précisément, tout f € H*(RN) est égale p.p. a une fonction de C*(RN) ;
de plus, il existe une constante Cy s > 0 telle que, pour tout f € H*RN),

max sup [0%f(z)| < COn ksl fllzs @y -
la|<k erN

Démonstration. Soit f € H*(RY); on a donc
(L+ ) /2Ff € L2RY).

Or, comme s > % + k, pour tout multi-indice a« € N tel que |a| < k, la
fonction

ilal ca
& (1i§2)s/2 appartient & L2(RY)
de sorte que
o o
Foof) =ilelgeFf = (lilj;)s/g(l +1EP) 2 Ff

appartient & L' (R") d’apres la Proposition 5.4.3 (a) et I'inégalité de Cauchy-
Schwartz. Par inversion de Fourier (voir Théoreme 5.4.8, ainsi que 'Exemple
5.4.2), la distribution tempérée 0*f est en fait une fonction continue, et on a

0% f(z) = W/ eTEF(0f)(€)de,  pour tout x € RV .
RN
On en déduit que, pour tout multi-indice o € N tel que |a| < k, on a

sup 07 (@)| < i [ IFO"P©1de

zeRN

< On ks g |+ )72 F Flz ) = Onsllfl e mv)

(L+leh* )"
CN,k,s = <(27})N /1;(N (1 n |€|2)Sd€) < o0

avec

puisque 2s — 2k > N. m

Une conséquence immédiate du théoréeme de plongement de Sobolev est le

fait que
() H*(RY) c C*RY).
seR

Toutefois, les espaces H*(R) ne se comportent pas tout & fait comme les
espaces C*(R™). En voici un exemple frappant.

Evidemment, pour tout f € C™(RY) et pour tout hyperplan ¥ de R", la
restriction f |2 est une fonction de classe C™ sur ¥ (on peut supposer que %
est 'hyperplan d’équation z; = 0, auquel cas la restriction f |2 est I’application
(x2y...,xn) = f(0,29,...,2x) qui admet bien des dérivées partielles continues
jusqu’a lordre m si f € C™(RM).)
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L’énoncé analogue dans le cadre des espaces de Sobolev est faux. Si f €
H*(RM) avec s > 0 et N > 2, la restriction de f & I’hyperplan d’équation
xn = 0 n’est pas en général un élément de H*(RN1).

Cette restriction n’est d’ailleurs méme pas a priori bien définie, puisque
H*(RY) est un sous-espace de L2(R"), de sorte qu'une fonction de H*(RY) est
une classe d’équivalence de fonctions mesurables qui coincident sur le complémen-
taire d’un ensemble de mesure nulle — ou, ce qui revient au méme, une fonction
mesurable définie seulement p.p. sur RY. Comme tout hyperplan de RY est de
mesure nulle, on ne peut donc pas parler de la restriction & un hyperplan d’une
fonction de H*(RY).

On a toutefois un résultat positif dans cette direction, connu sous le nom de
“théoreme de trace”.

Théoréme 5.7.6 (Théoréme de trace) Soient N > 2 ets > 1/2. Alors Uap-
plication linéaire
v: SRY) - SRV
définie par
V() (@1, on—1) = (@1, 28 -1,0)

se prolonge en une application linéaire continue
v: HS(RN) — H V2RV

L’application linéaire v est appelée habituellement “trace sur I'’hyperplan
d’équation zy = 0”.

Comme nous l'avons expliqué ci-dessus, il serait impropre d’appeler ~(f)
la restriction de f a I’hyperplan d’équation zy = 0. Plus exactement, ~y est
I'unique application linéaire de H*(R"N) dans H*~'/2(RN~1) coincidant avec la
restriction & I’hyperplan d’équation zy = 0 sur la classe de Schwartz S(RY),
qui est un sous-espace dense de H*(RY).

Démonstration. Pour tout x € RY, notons 2’ = (x1,...,xy_1) € RN
Alors, pour tout f € S(RY), 'on a

VN are1r2mv) = Gz 1L+ €72 AF (y (D)) 21y -
Or, par théoréme d’inversion de Fourier (Théoreme 5.2.5)

FONE) = & /R FfE)den, €cRY.

Appliquons alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2
‘ / FRe)den| <76 / (14 [6)° | F£(©)Pden
R R

avec

, dn den
e _ .
= [ s a+1e)s (1+ 5m)
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Comme s > 1/2, on a J(£') < oo pour tout ¢’ € RV~1; en faisant le changement

de variables
En

T Trer

on trouve que

g

JE) = Gt ¢ avee €= [ s

On déduit de ce qui précede que
L+ [P 2IFQUNENN? < Cs/R(l + %) FF ()P den

si bien qu’en intégrant chaque membre de cette inégalité sur RN 1, on arrive &
I'inégalité

||7(f)”i[s—l/2(RN—l) = (27&% /RN71(1 + ‘€/|2)571/2|]_-(,Y(f))(£/)‘2d€/
<onCugghy [+ ERIFHQPdE = 20Cl ey

On conclut par densité de S(RY) dans H*(R”) (d’apres la Proposition 5.7.4
(c)), grace au Théoreme 6.1.1 de I’Appendice. m

5.8 Exercices

Exercice 1.

Calculer les transformées de Fourier des fonctions ou distributions suivantes
définies sur la droite réelle

)
) #¥1g, (z) pour tout entier k > 0.

Exercice 2.

Soit T € D'(RY) une distribution homogene de degré 3. Montrer que 7' est
une distribution tempérée et que F1' est une distribution homogene dont on
précisera le degré.

Exercice 3.



5.8. EXERCICES 191

a) Calculer les transformées de Fourier de x$ pour o > —1 en fonction de la

distribution
1 1

- fim -
GE+0)TT0  ehor (i€ £ e)ita
et de la fonction I

b) Méme question pour pf(z$) pour o < —1 non entier.

Exercice 4.
a) Existe-t-il une fonction f € S(R) telle que

/ 2% f(z)dx = 0 pour tout entier k > 07?
R

b) Méme question en cherchant f € C°(R).
c) Existe-t-il une distribution S € &'(R) telle que

(S,2%) =0, pour tout entier k > 07?

Probléme : le principe d’incertitude de Heisenberg

Le but de ce probleme est de montrer une formulation mathématique du
principe d’incertitude de Heisenberg en mécanique quantique.

1) Soit f € S(R) a valeurs complexes. Montrer que

[ra [ erserie = en [ o (foLw)w)

2) En déduire que

[ [ eFnerasT ([ nwre)

3) Déduire de ce qui précede une minoration de
| @=Rlr@pa [ €-erFroPac.

Supposons que

| 1@k =1,

4) Montrer que, la fonction f étant fixée et choisie comme ci-dessus, la quantité
dans la question 3) est minimale lorsque

f:/Rx|f(a:)|2dx et g:i/Rﬂ]:f(f)Fd@
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5) Expliquer pourquoi ce qui précéde est une formulation mathématique du
principe d’incertitude. (Voir [2], chapitre 7.2.)

6) Calculer

lorsque T et & sont choisis comme dans la question 4), et que f décrit I’ensemble
des fonctions de S(R) vérifiant

| 1@k =1,

(Indication : on pourra étudier le cas ou f est une gaussienne.)

7) Généraliser ce qui précede au cas de fonctions de S(RY) avec N > 2. Calculer,
pour tout k #1 € {1,...,N},

w [ adlf@Pds [ eiFr©Pas

lorsque f décrit 'ensemble des fonctions f € S(RY) telles que

| =1,



Chapitre 6

Appendice

On a rassemblé dans cet appendice quelques notions ou résultats classiques
en mathématiques, d’un usage fréquent dans ce cours, que le lecteur aura sans
doute déja rencontré sous une forme éventuellement différente, ou dans certains
cas particuliers.

6.1 Rappels de topologie

On utilise trés souvent en analyse le résultat de prolongement par continuité
ci-dessous. (Par exemple, on l'utilise pour définir la transformation de Fourier
sur L?(R) une fois établie 'égalité de Plancherel pour les fonctions de L' N
L?(R) : voir [6], chapitre IV.4, ou [9], chapitre IX.1.)

Théoréme 6.1.1 Soient (X, d) et (Y,) deux espaces métriques, et D une par-
tie dense dans X. Soit f : D — Y uniformément continue — c’est-a-dire que,
pour tout € > 0, il existe ae) > 0 tel que

z, 2’ € D et d(z,2') < a(e) = 6(f(x), f(z')) <e.

Supposons que Y est complet. Alors f se prolonge de maniére unique en une
application uniformément continue de F: X — Y.

Démonstration. Soit x € X ; comme D est dense dans X, il existe une suite
(Tn)n>o telle que z,, — x lorsque n — oco. En particulier la suite (z,,)n>0 est
de Cauchy. Comme f est uniformément continue sur D, la suite (f(zy))n>0 est
de Cauchy. Soit en effet € > 0; comme la suite (z,)n>0 est de Cauchy, il existe
N > 0 t.q. myn > N implique d(zm,,z,) < ale), Aot §(f(xm), f(zn)) < e
Comme Y est complet, la suite (f(xy))n>0 converge dans Y ; notons F'(z) sa
limite.

D’une part, la valeur F'(z) ne dépend que de z, mais pas de la suite (21, )n>0
de D convergeant vers z. Soit en effet une autre suite (2,),>0 de D convergeant
également vers x ; comme d(z,,,x},) — 0 lorsque n — oo, on a §(f(x,), f(z,)) —
0 puisque f est uniformément continue sur D.

193
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Montrons que F' est uniformément continue. Soient en effet € > 0 et z, 2" € X
tels que d(x, ') < a(e). Soient deux suites ((z,,)n>0 €t (2], )n>0 de D convergeant
vers x et o’ respectivement. Il existe donc N > 0 tel que n > N implique
d(xn, ) < a(3€), de sorte que o(f(zy), f(x])) < 3e. En passant & la limite
pour n — +00, on conclut que 6(F(z), F(z')) < 3¢, des que d(z,2") < afe).

Soient maintenant F' et I’ deux prolongements continus de f & X ; comme
F|D = F”D = f et que D est dense dans X, on conclut que F' = F’, d’olt

I'unicité de F. m

Un autre type de raisonnement topologique que le lecteur rencontrera sou-
vent dans ce cours, notamment lorsqu’il s’agit de régulariser par convolution des
fonctions & support compact dans un ouvert de R, consiste & faire intervenir
la notion de distance d'un compact a un fermé. En pratique, nous n’aurons be-
soin de cette notion que dans le cas de parties fermées ou compactes de I’espace
euclidien R, mais les raisonnements de base relatifs a cette notion sont iden-
tiques dans un espace métrique général, et c’est donc dans ce cadre que nous
les présentons ci-dessous.

Soient (X, d) espace métrique, et F' C X fermé. On pose
d(z,F) = ylg%d(a:,y)
Proposition 6.1.2 Soient (X, d) espace métrique, et F' C X fermé. La fonction
x — d(x, F) est lipschitzienne de rapport 1 sur (X,d), c’est-a-dire que
|d(z, F) —d(z',F)| < d(z,2"), pour tous z,2’ € X .
De plus, pour tout x € X,
d(xz, F) =0 si et seulement si x € F'.

Démonstration. D’apres I'inégalité triangulaire, pour tous z, 2’ € X et tout
y € F,on a
d(z,y) < d(z,2) +d(2',y)

de sorte qu’en prenant la borne inférieure de chaque membre de cette inégalité
pour y décrivant F,
d(z,F) < d(x,2") +d(«', F),

c’est-a-dire que
d(z,F) —d(2',F) < d(x,2').

Par symétrie en z,z’, on en déduit que
|d(z, F) — d(z',F)| < d(z,2"), pour tous z,2’ € X .
Soit x € X ; évidemment, si z € F', on a

0<d(z,F)= iggd(ﬂc,y) <d(xz,x)=0.
y
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Réciproquement, si

d(z, F) = ylg% d(z,y) =0

il existe une suite (yn)n>1 telle que

1
yn € F et 0 <d(x,y,) < — pour tout n > 1,
n

ce qui montre en particulier que y,, — x lorsque n — +o00. Or comme y, € F
pour tout n > 1 et que F est fermé, il s’ensuit que z € F. m

Plus généralement, soient A, B C X. On pose

d(A,B) = ir€1£ d(z,y).

yeEB

(Evidemment, pour tout z € X, d(z, F) = d({z}, F).)

Proposition 6.1.3 Soient (X,d) espace métrique, F C X fermé, et K C X
compact. Il existe v € K tel que d(x, F) = d(K, F). De plus

AK,F)>0&KNF=2

Démonstration. D’apres la proposition précédente, la fonction X > z —
d(z, F) est continue sur X ; elle atteint donc sa borne inférieure sur le compact
K, ce qui veut dire qu’il existe x € K tel que

d(z,F) = ig’(d(z,F) = inf d(z,y) =d(K, F).

yeEF

Supposons que d(K, F) > 0; évidemment K N F = &. Sinon il existerait
x € KNF, et on aurait

0 <d(K,F) <d(z,F) =0 puisqu’en particulier = € F'.

Réciproquement, supposons que K N F = &, et montrons que d(K,F) > 0.
D’aprés la premiére partie de la proposition, il existe x € K tel que d(K, F) =
d(x, F). Si on avait 0 = d(K, F) = d(z, F), on en déduirait que x € F, et donc
que x € K N F ce qui contredirait I’hypothese selon laquelle KN F = 2. =
Par exemple, pour 2 C X ouvert et K compact de X tel que K C €, on a
K NoQ =@, de sorte que
d(K,00)=92.
(Ici, 99 est la frontiere de Q au sens topologique, c’est-a-dire que 92 = Q\ .)
Il faut noter que si Fi,Fy C X sont des fermés quelconques, la condition
Fy N F; = @ n’implique évidemment pas que d(Fy, Fy) > 0. Voici un exemple :

prendre X = R muni de sa distance usuelle définie par d(z,y) = |x — y|, puis
Fi=Net b ={n+2""2%|neN}h
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6.2 Intégration sur les surfaces

Nous allons expliquer de fagcon purement descriptive — c’est-a-dire sans
démonstration et avec le minimum de formalisme — comment définir et cal-

culer des expressions du type
[ oo o)
b

oit ¥ est une surface de classe C' de R — ou plus généralement une hypersur-
face de classe C! de RV, et ot do(x) est I’élément d’aire (ou de surface) sur ¥,
tandis que ¢ € C.(R3).

6.2.1 Intégrales curvilignes : rappels

Soit I' un arc de courbe plane défini par un paramétrage I > ¢ — M (t) € R?
injectif sur I et de classe C*, tel que M(t) = %M(t) # 0 pour tout t € I, ou [
est un segment de R. Rappelons que M () est un vecteur tangent & la courbe I'
au point M (t). L’espace tangent a I" au point M (t) est la droite affine passant
par M(t) de direction M (t).

Rappelons la notion d’abscisse curviligne sur larc T' (notion figurant au
programme des classes préparatoires). Une abscisse curviligne sur T' est une
fonction s : T' — R telle que t — s(M(t)) soit de classe C! sur I et vérifie

= s(M(t) = |M(t)].

Soit ¢ € C(R?); on définit I'intégrale curviligne

/Fqb(M)ds /¢ M(t)|dt .

Cette définition est évidemment indépendante du paramétrage : si 7 : J — I
est une bijection de classe C! de bijection réciproque 7! : I — J de classe
C*', on a

T B

/(bM oT (7 ‘dMOT(T)‘dT

La différentielle

ds(M(t)) = | M ()| dt

(de la fonction s o M) est appelé élément de longueur sur la courbe T'. Le calcul
ci-dessus montre qu’il ne dépend pas du paramétrage de I' choisi.
Si on note I =: [a, b], la longueur de I’arc de courbe T est

long(T') := s(M(b)) - s(M(a))
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pour toute abscisse curviligne s sur I'. Comme deux abscisses curvilignes sur
I' different d’une constante, la définition ci-dessus de la longueur de I' est
évidemment indépendante du choix de ’abscisse curviligne sur I'. Et la définition
ci-dessus de l'intégrale curviligne dans le cas de la fonction constante ¢ = 1
montre que

long(T") = / ds(M).
r
Rappelons 'origine de cette formule. Intuitivement
n—1

long(T") = lim Z| Z+1;|

n——+00

ol on anoté t; = a+ib:—L“. Autrement dit, la longueur de 'arc de courbe I est la
limite des longueurs des lignes polygonales de sommets M (¢;) pour i =0,...,n.
Si 'on suppose pour simplifier que le paramétrage t +— M(t) est de classe C2,
alors, d’apres la formule de Taylor,

|M(ti)M(tz‘+1;| = [tir1 — tal|M(t:)| + O(|ti1 — ti]?).
Donc

2_: M ()M (ti1)] = % 2_: M ()] + % i) 0 (i)
=0 =0 =0

de sorte que

long(I') = lim i'M(ti)M(ti+1;‘

n—+00 4

:nETngW \—/\M )|dt = /ds

Lorsque I est I’arc de courbe d’équation y = f(x) avec z € I := [a,b] et f de
classe C! sur I, un paramétrage évident de I' est I 3 = — M (z) = (, f(z)) €
R2, qui est de classe C'. Ce paramétrage vérifie M(z) = (1, f'(x)) # 0 pour
tout x € I; il est clairement injectif. Donc

(M) =10, f @) = VITF@P, zel,

et, pour tout ¢ € C(R?),

/¢ )ds(M /¢xf DI T F ().

Supposons maintenant que I' est une courbe du plan R? d’équation F(x,y) =
0 — clest-a-dire que I' = {(z,y) € R?| F(z,y) = 0} ott F : R? — R est une
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M(t,)

M(t,)

FIGURE 6.1 — Approximation de la longueur d’un arc de courbe par la longueur
d’une ligne brisée polygonale

fonction de classe C? telle que VF (z,y) = (0.F (z,9y), 0, F (z,y)) # 0 pour tout
(z,y) € R2. Soit ¢ € C.(R?); on veut définir et calculer

/F 6(M)ds(M).

Soit R > 0 t.q. supp(¢) C B(0,R). Pour tout M* = (z*,y*) € T, on a
O, F(M*) # 0 ou 0y F(M*) # 0 : d’apres le théoreme des fonctions implicites, il
existe Q(M*) ouvert de R? tel que le morceau de courbe Q(M*) N T soit défini
par une équation de la forme y = fpr« (), ou de la forme z = gpr+ (y).

On obtient ainsi (Q(M™)),,. erBo.R) dui est un recouvrement ouvert du

compact I'NB(0, R) : il en existe donc un sous-recouvrement fini, soit (2 )1<k<n-

L’intersection €, NT" est donc définie par une équation de la forme y = fi(x)
ou z = gi(y) avec fi, g de classe C'. Soit (xk)1<k<n partition de l'unité de
classe C*° au voisinage du compact B(0, R) N T subordonnée au recouvrement

(Q)1<k<n-
Donc
[ onasan =3 L WD)
_ ;; /Q X De()ds(a1)
Puis
/I (@, ful@)y/1+ f1 (2)2da
/erxk(M)qﬁ(M)ds(M):
) /J xXk®(gk(y), y)\/ 1 + i, (y)2dy
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selon que Q NT est défini par une équation de la forme y = fr(z) ou de la
forme x = fi(y).

Remarque : le théoreme des fonctions implicites fournit une expression des

dérivées
/ _ arF(ma fk(x))
. ah(y) = 2L (9% (%))

0. F(g(y),y)

En revanche, pour exploiter la formule ci-dessus pour

/ Xk (M)d(M)ds(M)
QN0

il faut avoir acces a d’'une maniere ou d’une autre & une expression de fi ou de
9k-

Etant donnée I, courbe du plan euclidien R? définie, soit par un paramétrage
I >t M(t) € R?, soit par une équation de la forme F(z,y) = 0, et p € C(R?),
la forme linéaire

C2(R?) 5 ¢ / 6(M)p(M)ds(M) € R

définit une distribution d’ordre 0 sur R?, appelée distribution de simple couche
de densité p sur la courbe I'.

6.2.2 Elément d’aire sur une surface ; intégrale de surface

Soient U et V, deux vecteurs de R3. Le parallélogramme P(U, V) engendré
par le couple de vecteurs (U, V') est défini par

PU, V) :={uU +vV |0 <u,v <1}.
L’aire du parallélogramme P(U, V') vaut
aire(P(U,V)) = [U||V|sin(T. V)| = [U A V]

ol le symbole A désigne ici le produit vectoriel dans R3.

Une nappe paramétrée ¥ de I’espace euclidien R? est un morceau de surface
défini par un paramétrage de la forme Q > (u,v) — M(u,v) € R? injectif,
de classe C! sur Q ouvert de R?, et tel que les deux vecteurs 9, M (u,v) et
Oy M (u,v) de R? soient linéairement indépendants pour tout (u,v) € . Cette
notion généralise celle d’arc de courbe paramétré de la section précédente, en
définissant un objet géométrique “a deux degrés de liberté” — c’est-a-dire que,
localement au voisinage de M (u,v), on peut se déplacer dans deux directions
indépendantes en faisant varier soit u, soit v. Le fait que {0, M (u, v), 0y M (u,v)}
soit une partie libre de R? généralise évidemment la condition M (t) # 0 de la



200 CHAPITRE 6. APPENDICE

\Y% P(U.V)

U

FIGURE 6.2 — Parallélogramme engendré par les vecteurs U et V

section précédente pour un arc de courbe paramétré — en effet, dire que le
singleton {M (t)} est une partie libre de R? équivaut au fait que M (t) # 0.
Le plan tangent Th(y,») % & X au point M (u,v) est le plan affine

Trr(um) = {M (u,v) + A0y M (u,v) + pdy M (u,v) | (A, 1) € R?}
—_
= {N € R¥| M(u,v)N € Vect(d, M (u,v),d,M(u,v))}.

Soient I := [a,b] et J := [c,d] segments de R tels que I x J C Q; on cherche
a calculer 'aire du morceau de surface

Y(IxJ):={M(u,v)|(u,v) € I x J}.

Intuitivement,
m—1n—1
aire(X(I x J)) := m,rlbgn+oo Z Z Aij,
k=0 =0
ol

Aij = aire(P(M(ui, Uj)M(uiJrl, ’Ujj, M(ui, vj)M(ui, ijrlj)

avec
b—a d—c
et v;=c+y

U =a+1 .
n
Cette définition est analogue a celle de la longueur d’un arc de courbe pa-
ramétré dans la section précédente. La seule différence est que ’on ne peut pas
interpréter cette définition comme conséquence d’une approximation du mor-
ceau de surface considéré par une surface polyédrale, dans la mesure ou les
quatre points M (u;, v;), M(wit1,v;), M(u;,vjy1) et M (w41, v;41) ne sont pas
forcément coplanaires.

Supposons pour simplifier que le paramétrage (u,v) — M (u, v) est en réalité
de classe C? sur €. Alors, d’apres la formule de Taylor

M (i, v;) M (i, v;) = (Wi — )M (ui, v;) + O|uirs — wil?),
M (ui, v5)M (ui, vj11) = (vj1 — 05)8M (uz, v;) + O|vig1 — vi?)
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FIGURE 6.3 — Décomposition d'un morceau de surface en parallélogrammes in-
finitésimaux

de sorte que

Aij = [0uM (ui,vi) A Oy M (ui, v5)|(wivr — wi)(vje1 — vj)

+ O(Jtip1 — uiJvigr — vil + w1 — willvj41 — v;]%) .

Ainsi, l'aire du parallélogramme engendré dans 'espace euclidien R3par les

vecteurs M(ui,vj)M(uiH,vjj et M(ui7vj)M(ui,vj+1§ est asymptotiquement
équivalente a 'aire du parallélogramme engendré dans le plan tangent a la sur-
face ¥ au point M (u;,v;) par les vecteurs (ujp1 — ui)0u M (ui,vj) et (vjp1 —
'uj)&,M(ui, Uj).

Par conséquent

m—1n—1 1 m—1n—1
Z ZA” = % |8uM(ui,vj)/\8yM(Uia”j)|
k=0 1=0 k=0 =0
m—1n—1
1 1 1
mn m.on
k=0 1=0

de sorte que

m—1n—1
aire(X(I x J)) = lim L Z Z |00 M (ui,vj) A Oy M (u;,v;)|

m,n—-+oo Mn
k=0 1=0

= // |Ou M (u,v) A Oy M (u,v)|dudv .
IxJ
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X/ /D

FIGURE 6.4 — Approximation de I'aire d’'un parallélogramme infinitésimal par
celle du parallélogramme infinitésimal tangent
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En résumé, 1’élément d’aire (ou de surface) sur la nappe paramétrée ¥ de
paramé- trage Q 3 (u,v) — M(u,v) € R? est la quantité

do (M (u,v)) := |0, M (u,v) A Oy M (u,v)|dudv

analogue a 1’élément de longueur sur un arc de courbe paramétré. En d’autres
termes,
do(M(u,v)) = aire(P (0, M (u,v), 0, M (u,v)))dudv .

Soit maintenant ¢ € C'(R?) telle que ¢ o M est a support compact dans €.
On définit alors l'intégrale de surface

/E(;S(M)da(M) = //Q d(M (u,v))|0u M (u,v) A Oy M (u, v)|dudv

qui est ’analogue pour les surfaces de la notion d’intégrale curviligne rappelée
a la section précédente.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette définition est indépendante
du paramétrage choisi pour X. En d’autres termes, si ' est un autre ouvert de
R? et 7 : Q — Q un C!-difféomorphisme, on a

//Q d(M (u,v))|0uM (u,v) A Oy M (u, v)|dudv
- /Q S(M o T(w,2))|0 M o T(w, ) A 9. M o T (w, 2)|dwd=

grace a la formule du changement de variables dans les intégrales doubles.

Calculons I’élément d’aire sur une surface ¥ C R? donnée par une équation
de la forme z = f(x,y) avec f:  — R? de classe C*.

Dans ce cas, on dispose pour la surface ¥ d’un paramétrage évident, a savoir
Q3 (z,y) = M(z,y) = (2,9, f(x,y)) € R3. Ce paramétrage est évidemment
de classe C! puisque f est de classe C?, et il est également clairement injectif.
De plus

e M(z,y) = (1,0,0:f(x,y)) et 9yM(z,y) =(0,1,9,f(z,y))

sont évidemment linéairement indépendants. Un calcul immédiat montre que

azM(xﬂ y) A ayM(xvy) = (_azf(xﬂ y)v _8yf<w7y)v 1)

de sorte que I’élément d’aire sur la surface ¥ d’équation z = f(x,y) vaut

do(M(u,v)) := \/1 + 0, f(x,y)? + 0y f(z,y)2dxdy = /1 + |V f(x,y)|>dzdy

On notera ’analogie entre cette formule et celle donnant 1’élément de longueur
sur une courbe d’équation y = f(x), rappelée dans la section précédente.

Enfin, lorsque la surface ¥ est donnée par une équation de la forme F(z,y, z) =
0, et que ¢ € C.(R?), on ramene le calcul de I'intégrale de surface

/ (M) do(M)
>
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a celui d’une somme finie d’intégrales sur des morceaux de surface donnés par
des équations de la forme z = f(x,y) ou z = ¢(y, 2), ou encore y = h(z,z), en
appliquant le théoreme des fonctions implicites et en utilisant une partition de
I'unité comme on I’a vu dans le cas des courbes a la fin de la section précédente.
Le lecteur est invité a rédiger completement cet argument en s’en inspirant.

Etant donnée X et une surface dans I’espace euclidien R? définie soit par un
paramétrage (u,v) — M (u,v), soit par une équation de la forme F(x,y, z) = 0,
et p € C(R?), la forme linéaire

C(R%) 5 ¢ s / (M) p(M)do(M) € R

définit une distribution d’ordre 0 sur R?3, appelée distribution de simple couche
de densité p sur la surface X.

6.3 Intégration sur une hypersurface de RY

Généralisons ce qui précede en dimension N quelconque.

Mesure de Lebesgue d’un parallélépipede de RV

Soient des vecteurs Uy, ..., Uy € RN, et P(Uy,...,Uy) le parallélépipede
engendré par Uy,..., Uy, soit

PUy,...,Un) ={wiU1 + ... +unUn |0 < uy,...,uy < 1}.

La mesure de Lebesgue dans RV (c’est-a-dire la généralisation du volume en
dimension N) de P(Uy,...,Uy) est donnée par

In(P(Uy,...,Un)) :/ 1pw,,. . .un) (@1, zN)dzy .. doy .
RN

Supposons que Uj, ..., Uy sont linéairement indépendants dans RY, et faisons
le changement de variables défini par (z1,...,2x5) = w Uy + ... + unyUn. Son
jacobien vaut
D(z1,...,zN)
dét ———————= = dét(Uy,...,Un
D(ula"'qu) ( )

de sorte que

/ 1P(U1,...,UN)($17~-~7xN)d$1~-~de
RN

:dét(Ul,...,UN)/ duy ... duy = dét(U7,...,Uy).

On trouve ainsi que

Sn(P(U,...,Ux)) = dét(Uy, ..., Uy).




6.3. INTEGRATION SUR UNE HYPERSURFACE DE RN 205

P(UV)

FIGURE 6.5 — Surface du parallélogramme engendré par U et V', et volume du
parallélépipede engendré par U, V et v

Mesure de Lebesgue N — 1-dimensionnelle d’un parallélépipéde dans
un hyperplan de RY

On veut généraliser la notion d’élément d’aire sur une surface de R? au cas
d'une hypersurface de classe C* de RV (c’est-a-dire d'une sous-variété de classe
C' de dimension N — 1 de R¥). Commencons par le cas d'un hyperplan de
RY. Soient donc H hyperplan de RY et Vi,...,Vy_1 € H. On définit comme
d’habitude le parallélépipede engendré par les vecteurs Vi,...,Vn_1 € H :

P(Vh...,VN,l):{01‘/Y1+...+?}N,1VN,1|0Si)l,...,i)N,1S].}CH.

Soit v € RN vecteur unitaire normal & H ; & partir du parallélépipede N — 1-
dimensionnel P(Vi,...,Vy_1) de H, on construit le parallélépipede N-dimensionnel
P(Vi,...,VN_1,v) de RV,

Intuitivement, la mesure de Lebesgue N —1-dimension- nelle du parallélépipede
N — 1-dimensionnel P(Vy,...,Vx_1) doit vérifier

Ina(PVi,...,VNo1) - vl = N (P(VA, ..., Vv, v))

soit

gN_l(P(Vvl,...,VN_l)) = |dét(V1,...,VN_1,I/))|

puisque |v| = 1.

Une fagon équivalente de formuler ceci consiste a utiliser la notion de pro-
duit vectoriel (comme on l'a fait dans le cas de dimension N = 3 dans la
section précédente.) On connait la définition du produit vectoriel de deux vec-
teurs dans un espace euclidien de dimension 3. Soit maintenant F un espace
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vectoriel euclidien de dimension N > 2, et (eq,...,en) une base orthonormée
de F qui en définit 'orientation. Soient X1,..., Xy_1 € E; le produit vectoriel
X1 A...ANXn_1 est unique vecteur Y de F représentant la forme linéaire

EBg}—}dét(Xh...,:BN,hf) €eR.
Autrement dit, X; A... A Xny_1 est 'unique vecteur Y de F tel que
dét(e,, . en)(X1,... . XN_1,§) =Y -{ pour tout £ € E.

Cette définition est indépendante du choix de la base orthonormée directe
(e1,...,en) — en effet, si (ef,...,€)y) est une autre base orthonormée directe
de FE, on a

dét(e’l,...,eg\,)(le e ZN—1,€)
= dét(el,A..,eN)(Xla s 5XN—136) dét(e’l,...,e;\,)(ela SRR eN)
= dét(el,...,eN)(Xla e ;folvg)

puisque dét(e; o y(e1,...,en) =1.

On vérifiera sans peine les propriétés suivantes :
1) Papplication EN =1 > (X1,...,Xy_1) — X1 A...AXn_1 € Eest N — 1-
linéaire ;
2) si les vecteurs Xi,..., Xy_1 ne sont pas linéairement indépendants (sur R),
alors Xy A...ANXny_1=0;
3) pour toute permutation 7 € Gy_1, on a

XT(l) AL /\X.,.(N,I) = (—1)|T‘X1 AN . ANXn_1;

4) on a
D, S N XN_1J_Vect({X1 VANPAN XN—I}) ;
5) si (f1,-..,fn) est une base orthonormée de E, on a
fl/\~--/\fN—1 Zﬂ:fN,
le signe étant + si (f1,...,fn) et (e1,...,en) sont de méme orientation, et —
dans le cas contraire ;
6) si les coordonnées de X; dans la base orthonormée directe (eq,...,exn) sont

(x},...,2N) pour tout i = 1,..., N — 1,

79
N
XiAN...ANXn_1 = Z(—l)NJrkAkek s
k=1
ou Ay, est le déterminant de la matrice carrée a N — 1 lignes et colonnes obtenue
en supprimant la k-iéme ligne de
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Revenons au calcul de la mesure de Lebesgue N — 1-dimensionnelle d’un
parallélépipede dans un hyperplan de R muni de son produit scalaire usuel.
Soient H hyperplan de RN, et Vi,...,V_1 € H, ainsi qu’un vecteur unitaire
v normal a H. Alors

|dét(V1, ey VN_l,l/))| = |V1 VANIAN VN—l . l/‘
= |V1/\.../\VN_1HI/| e ‘Vl/\.../\VN_1|
ol la premiere égalité découle de la définition du produit vectoriel Vi A.. . AV _1,

la deuxieme du fait que V3 A... AVy_1 est colinéaire a v (d’apres les propriétés
2 et 4 ci-dessus), et la troisitme du fait que |v| = 1.
En résumé, si Vi, ..., Vy_; sont N —1 vecteurs de R, la mesure de Lebesgue

N — 1-dimensionnelle du parallélépipede engendré par Vi,...,Vy_1 dans tout
hyperplan de RY contenant Vi, ..., Vx_1, vaut

INa(P(Vi,.. ., VN-1)) = [ViA A V]

Remarquons que, si V7, ..., Vy_1 sont linéairement indépendants, le seul hyper-

plan de RY contenant V,..., Vy_ est Vect(V1, ..., Vy—1). Sinon, il existe plu-
sieurs hyperplans de RY contenant Vi, ..., Vy_i, maisona %y _1(P(Vi,...,VN_1)) =
0.

Elément de surface sur une hypersurface de RY

Considérons pour commencer le cas d’une hypersurface ¥ de RN définie par
un paramétrage Q > u — M(u) € RY injectif de classe C! sur Q ouvert de
RV~ tel que, pour tout u € €, les vecteurs de RN

Ouy M (1), Ouy M (w), ..., Oypy_, M(u) soient linéairement indépendants.

Comme dans le cas d'une surface paramétrée dans R?, 'espace tangent & X
au point M (u) est I'hyperplan affine défini par

N-1
Tarw® : = {M(u) + ) XD, M(u) ‘ (A, s An_1) € RN—l}
i=1
={Q e RY | MW)Q € Vect(9, M(w), .., Oy, M(u))} .

Par analogie avec le cas d’une surface paramétrée de R?, on définit I’élément
de surface sur ¥ comme étant I’expression

do(M(u)) := LN-1(P(Oy, M(w),...,0uy_M(u)))duy ...dun—_1,

c’est-a-dire

do(M(u)) := [Ou, M(u) Ao o A Oyy_, M(u)|duy ... dun—1 .

Supposons maintenant que I'hypersurface ¥ de RN est donnée par une
équation de la forme zy = f(x1,...,2y-1), out f € CH(). Cette équation
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donne le paramétrage Q > 2’ = (z1,...,ay-1) = M(2') = (z1,...,zn-1, f(2))) €
RY, qui est évidemment injectif et de classe C! sur €.
De plus la famille de vecteurs de RN

Op, M(2") = (0,...,0,1,0,...,0 , 0y, f(z')), 1<i<N-—1,
—— ——
i—1 N-—-i—-1

est manifestement libre. Enfin, on a

Oy M(Z' YN oo N Oy M (') = (=0s, f(2'), =0un ('), =0y, f(2), 1),
et 1'élément de surface sur ’hypersurface ¥ d’équation zy = f(x1,...,2n-1)
est

do(M(z")) == \/1 + 0, f(2)2+ ...+ Oupy_ f(@)2day .. . doN_1,

ou encore

do(M(z") = /14 |V f(a')|2d’.

Etant donnée ¥ une hypersurface de RY et p € C(RY), la forme linéaire
CERY) 360> [ oM)p(0)do (1),
b

ott do(M) est 'élément de surface de ¥, est une distribution d’ordre 0 sur RY,
appelée distribution de simple couche de densité p sur I’hypersurface X.

6.3.1 Exercices

1) On appelle fenétre de Viviani la courbe intersection d'une sphere de R? de
rayon r > 0 et d’un cylindre circulaire de rayon /2 dont une génératrice passe
par le centre de la sphere.

a) Donner les équations décrivant la fenétre de Viviani en coordonées cartésiennes,
en choisissant comme origine le centre de la sphere et comme axe des z la
génératrice du cylindre passant par le centre de la sphere.

b) Donner une représentation paramétrique de cette méme fenétre de Viviani
en coordonnées sphériques.

¢) Montrer que le complémentaire de la fenétre de Viviani dans la spheére est
formé de trois composantes connexes dont on calculera les aires.

d) Montrer qu’il est possible de réaliser la quadrature de 'une de ces trois
composantes connexes — c’est-a-dire de construire a la regle et au compas un
carré de méme aire dans le plan euclidien R?, connaissant le centre de la sphere.

2) Soit SN~! la spheére unité centrée en 0 dans R™. Soient P, # P_ deux
hyperplans paralléles dont la distance a 0 est r €]0, 1].

a) Exprimer l'aire Ax(r) de la portion de SN~! située entre P_ et P, sous
forme d’une intégrale simple.

b) Quel sens peut-on donner & I’énoncé suivant : “lorsque N — 400, la mesure
de surface sur la sphere unité de RY se concentre pres de 1’équateur” ?



6.4. QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION T 209

s B
) ;r_t
sl .

1
T
s

T
1
T

-~

""ﬂ"—‘ i o 1B
]
_r—j

= |
=

FIGURE 6.6 — Fenétre de Viviani

6.4 Quelques propriétés de la fonction I

Rappelons que, pour tout z € C tel que R(z) > 0, on pose

I‘(z):/ tze_t@.
0 t

Une intégration par parties montre que, pour tout z € C tel que R(z) > 0

t=00 oo
+ z/ t*"le~tdt = 2T(z),
t=0 0

(oo}
T(z+1) = / te tdt = {— tze_t]
0
puisque le terme entre crochets est nul. En particulier

o0
1“(1)=/ etdt=1, etT(n+1)=n!
0

pour tout entier n > 1.
Pour tous x,y > 0, posons

1
B(z,y) :/ 11— )t
0
Cette nouvelle fonction s’exprime facilement en fonction de I', comme suit :

B(.’E,y) =
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En effet, pour z,y > 0, on a

oo (o)
I'(2)T'(y) :/ sx_le_sds/ ty=tetdt
0 0

s z—1 t y—1
= // e_(t+s)(t + s)””"'y_2 () ( ) dsdt
R

t+s t+s
en appliquant le théoréeme de Fubini. Dans cette derniére intégrale, faisons le
changement de variables (s,t) — (s,7 = s + t) de jacobien 1 :

rz—1 y—1
— s rt+y— S t
[(x)T(y) = //R2 e”tH) (¢ 4 g)rty=2 (t—i—s) (t—i—s) dsdt
+
x—1 -1
= // . efrrm+y721]0)r[(s) (;) (1 — ;)y dsdr
R’+
— > —r c+y—2 " § o=t _f vt
/0 e "r (/0 (7‘) (1 T) ds | dr,

apres application du théoreme de Fubini dans I’avant-derniere intégrale. Enfin,

faisons le changement de variables s = ru dans 'intégrale interne du membre
de droite :

(@)l (y) = /Ooo T2 </0 (;)H (1- ;)y_l ds) dr
- /OOO e TP ty—2 </01 w1 — u)ylrdu> dr

- / e 2Bz, y)dr = Blx,y)T(x +y).
0

2
+

Grace a cette nouvelle fonction B, on démontre la

FORMULE DES COMPLEMENTS‘
Pour tout z € C\ Z, on a

D)1 —2) = —0

sin(mz)

Démonstration. Chaque membre de cette égalité étant une fonction holo-
morphe de z sur ouvert connexe C\ Z (cf. [6], Théoreme VIL.2.1), il suffit,
d’apres le principe des zéros isolés (ibid., Théoréme V.1.16, ou [9], chapitre X,
Théoréme 6.1.3) de démontrer cette identité pour z €]0, 1[.

D’apres ce qui précede, pour tout z €]0, 1],

I'z)I'(1—-2)=B(z,1—2)(24+1-2)=B(z2,1 - 2)['(1) = B(2,1 — 2).

Puis

B(z,l—z)=/01t2‘1<1—t>‘zdt=/0m (1is>ﬂ <1j—s) § i)?
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=y

FIGURE 6.7 — Bord orienté de Qg

en faisant le changement de variables t = ou 0 < s < oco. Ainsi

1
1+s?

o0 S—z
B(z,l—z):/ ds, z¢€]0,1].
o 1l+s
Appliquons le théoréme des résidus a la fonction méromorphe sur C\ R définie

par _
efz(ln(fs)Jer)

1) =

ou In est la détermination principale du logarithme qui est holomorphe dans
C\ R_ (cf. [6], chapitre V.3.2 ou [9], chapitre X.6.4), et au bord orienté du
disque ouvert de centre 0 et de rayon R privé du segment [0, R[ — cf. Figure
3.3:

Qr={2z€C||z|<Retz¢][0,R[}.

Le seul pole de f dans Qg est s = —1 pour R > 1, et son résidu vaut

e—2(In()+im) — =im2 Je sorte que, pour tout R > 1,

(s)ds = 2ime™ ™%,
1919523

D’autre part,

=O(R™?) = 0 lorsque R — 400,

/ f(s)ds
[s|=R, s£R
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d’olt on tire que, pour tout z €]0, 1|

1— —2i7rzB ’1_ = (1— —2i7rz/ S_Zd
(1Bl —2) = (1= | s

lim s)ds = 2ime "% .

Par conséquent, pour tout z E]O, 1[,
2imeim*
I'(z)I(1—2)=B(z,1—2) =

- 1— 6—21'77,2 )

ce qui n’est rien d’autre que la formule des compléments. m

Grace a la fonction I', on calcule aisément la surface de la sphere unité en
toute dimension.
Pour cela, on exprime de deux manieres I'intégrale de Gauss

QNZ/ el da
RN

D’une part, en appliquant le théoreme de Fubini

gN:/ e_ll"zd:b:/.../ e_””f_“'_”“'?\’dxl...de
RN RN
N 2
= H/ e kday = g7 -
k=1"R

D’autre part, en passant en coordonnées sphériques x = rw avec r = |z| et
|w|] = 1, on trouve que

gN = / / eiTQTNfldU(w)dr,
0o Jsv-1

oit do est I'élément de surface sur SV ~!. Le membre de droite de cette égalité
s’écrit encore, grace au changement de variables ¢ = 72 :

~ > dt N
gN = |SN71|/ e PN ldr = \SN*l\/ e—tps(N-1) & ysv-rp (2
0 0 2Vt 2

Donc

2

_ 291
ISV = =
r'(3)
Pour N = 2, cette identité devient
2g% .
2w:|sl|:ﬁ =292, doug = V7.

On en déduit la
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’SURFACE DE LA SPHERE UNITE EN DIMENSION N > 2‘

271_N/2

r(3)

sV =

NE
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Deuxieme partie

Applications aux EDP
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Chapitre 7

Introduction a ’étude des
opérateurs différentiels

Dans ce chapitre, nous allons voir comment le formalisme des distributions
s’applique a I’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, ce formalisme
permet d’obtenir de facon simple et systématique certains calculs explicites dont
la justification rigoureuse serait compliquée si 'on voulait rester dans le cadre
des fonctions de classe C*.

Nous avons expliqué dans le chapitre 2 comment mener 1’étude des équations
aux dérivées partielles d’ordre 1. Rappelons que la méthode des caractéristiques
permet de ramener ’étude de ces équations a celle d'un systeme d’équations
différentielles ordinaires.

La méthode des caractéristiques telle que nous ’avons exposée au chapitre 2
ne s’applique pas aux équations aux dérivées partielles du second ordre. Il existe
bien un analogue de la méthode des caractéristiques pour certaines équations du
second ordre, utilisant des “caractéristiques aléatoires”. Par exemple, on peut
écrire des formules explicites donnant les solutions des équations de Laplace ou
de la chaleur, formules basées sur le mouvement brownien (cf. [7], Théoréme
2.2.1).

Nous étudierons ces équations dans ce cours, mais sans jamais faire appel
aux outils probabilistes ®.

Dans ce chapitre, nous considererons donc exclusivement des équations aux
dérivées partielles d’ordre > 1 — d’ordre 2, en pratique — a coefficient constants,
et posées dans l’espace euclidien RY. On se contentera d’étudier les quelques
exemples de ces équations intervenant en physique mathématique 2. On établira,

1. La construction des processus stochastiques utilisés dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles du second ordre nécessite en effet 'utilisation de notions probabilistes qui
n’ont rien d’élémentaire — typiquement, de I'intégration dans des espaces de fonctions, c’est-
a-dire dans des espaces de dimension infinie. Cette théorie est exposée dans [7].

2. Il n’existe pas de résultat jouant, pour les équations aux dérivées partielles, un role sem-
blable a celui du théoréeme de Cauchy-Lipschitz dans la théorie des équations différentielles
ordinaires, c’est-a-dire de résultat universel garantissant l’existence et 'unicité de la solu-

217
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pour ces exemples d’équations, certaines formules explicites permettant d’étudier
I’existence, 'unicité et certaines propriétés qualitatives de leurs solutions. On
verra que ’obtention de ces formules est grandement facilitée par 1'utilisation de
quelques notions de base du calcul des distributions que nous avons développés
dans la partie I de ce cours, notamment

a) 1’étude des distributions homogenes,

b) le produit de convolution, et

¢) la transformation de Fourier des distributions tempérées.

L’étude détaillée de ces divers exemples d’équations aux dérivées partielles,
basée sur les formules obtenues ici, fera 'objet des chapitres ultérieurs de ce
cours.

7.1 Opérateurs différentiels : notions de base et
exemples

Soit © un ouvert de RY.

Définition 7.1.1 (Notion d’opérateur différentiel) Un opérateur différentiel
sur € est une application C-linéaire P de C*°(Q2) dans lui-méme ¢ — P¢ définie
par une expression de la forme

Po(z) = Z ao(2)0%(z), €,

a€ENNV |a|<n
ol ao € C(Q) pour tout multi-indice « € NV tel que |a| < n.

Dans la suite, il sera plus commode d’utiliser les notations suivantes :

10

DkOquk:gaimk, k:].,...,]\r7

ainsi que
DouD,=(Dgy,...Dsy).
Pour tout multi-indice & € N¥, on notera

D® ou Dy = Dg! ... DgXN .
Quitte a poser
bo(z) = ilag(z),
I'opérateur différentiel de la définition ci-dessus s’écrit sous la forme

P(z,D;)= > ba(x)DS.

a€NN Ja|<n

tion d’une équation aux dérivées partielles. Il n’y a d’ailleurs pas d’espoir qu’un tel résultat
existe sans avoir été découvert jusqu’ici. C’est pourquoi la théorie des équations aux dérivées
partielles passe par I’étude d’exemples significatifs.
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Définition 7.1.2 (Symbole. Ordre) Soit P(z,D,) un opérateur différentiel
sur ) de la forme

P(z,D;)= > ba(x)DS.

aeNY |al<n

On appelle “symbole complet de Uopérateur P(x,D,)” le polynéme en les va-

riables &1,...,ENn a coefficients de classe C*° sur §2
o(P)(z,§) = Y bal2)s” € CX(Qer, .. 6]
a€NN Ja|<n

On appelle “ordre de lopérateur différentiel P(x,D,)” le degré du polynome
o(P) — autrement dit

d = ordre de P(x,D,) = max{|a| < n|b, non identiquement nulle sur Q} .

Le symbole principal de lopérateur différentiel P(x, D,) d’ordre d est la com-
posante homogéne de degré d de o(P) :

oa(P)(z,&) = > ba(x)&”.

aeNN |a|=d

Voici quelques exemples d’opérateurs différentiels parmi les plus importants.
Tous ces exemples sont des modeles classiques de la physique mathématique :
a) l'opérateur de transport sur RV = R; x RY (3 la vitesse v € RV) :

o L9
E—F;vka—u:@—kv-vm;

b) le laplacien sur RY :

32
A= —;
Ox2’
k=1 "k
cet opérateur intervient dans de trés nombreux contextes — par exemple en

électrostatique ;
c) le d’Alembertien sur RV = R; x RY :

qui est 'opérateur décrivant la propagation d’ondes a vitesse 1;
d) T'opérateur de la chaleur sur R!*Y = R; x RY :

2
g = 1

N
Ky 5
k=1

introduit par Fourier pour décrire le champ des températures dans un corps;

| »

N

o))

t

TN
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e) Popérateur de Schrédinger sur RN = R, x RY -

a 1 Y 82 - 1

N

gouvernant, en mécanique quantique, le mouvement d’une particule soumise a
I’action d’un potentiel V' .

Voici enfin un dernier exemple, également trés important :
f) Popérateur de Cauchy-Riemann sur R? :

-9 ._1(92 ,9 R 2
8—%.—2<8x+18y>, z=xz+1iy, (z,y) €R

intervenant dans la théorie des fonctions holomorphes — rappelons qu’une fonc-
tion f & valeurs complexes de classe C! sur un ouvert 2 de C ~ R? est holo-
morphe dans (2 si et seulement si 0f = 0 sur  — voir, dans [6], la Remarque
V.1.14 sur les équations de Cauchy-Riemann, ou, dans [9], la Définition 2.3.1 du
chapitre X.

Dans le reste de cette section, on étudiera plus particulierement les opérateurs
différentiels a coefficients constants.
Soit donc P = P(D,) opérateur différentiel & coefficients constants sur RV :

P(D,) = Z baDy, b € C pour ol <n.

a€NN a|<n

Définition 7.1.3 (Notion de solution élémentaire) Une solution élémentaire
de lopérateur différentiel P(D,) est une distribution E € D'(RY) telle que

P(D,)E = §,—¢ dans D'(RY).

En général, il n’y a pas unicité de la solution élémentaire de 'opérateur
différentiel P(D,,) : si E est une solution élémentaire de P(D,,) et u € Ker(P(D,)),
alors E+u est encore une solution élémentaire de P(D,). Par exemple, si P(D,,)
est de la forme

P(D,) = Z baD2,  clest-a-dire si by o =0

0<|a|<n

— autrement dit si le polynéme o(P)(§) ne contient pas de terme constant —
alors P(D,)1 = 0, de sorte que Ker(P(D,)) contient au moins toutes les fonc-
tions constantes. Par conséquent, si E est une solution élémentaire de P(D,),
alors F + Const. en est aussi une solution élémentaire.

L’intérét de cette notion de solution élémentaire réside dans le théoréme
suivant :
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Théoréme 7.1.4 (Résolution des EDP) Soit P(D,) opérateur différentiel
a coefficient constants sur RN et E € D'(RN) une solution élémentaire de
P(D,).

Soit une distribution a support compact S € &' (RN); 'EDP

P(D,)f =S dans D'(RY)
d’inconnue f € D'(RYN) admet au moins une solution, donnée par la formule
f=ExS.

La démonstration de ce résultat est trés simple, comme on va le voir. Avant
de la donner, commengons par illustrer sa signification par un exemple classique
tiré de la physique.

Exemple 7.1.5 (Equation de Poisson en électrostatique) I s’agit de cher-
cher le potentiel électrostatique créé dans l’espace R3 par une densité de charges
p = p(x) supposée nulle pour |z| > R, ou R > 0 est donné. (Nous reviendrons
plus en détail sur ce probléme dans lintroduction du chapitre 8.)

On sait d’une part que le champ électrique B créé par cette densité de charges
vérifie I’équation de Gauss

egdivE=p etE=-VV
ot €y est la permittivité diélectrique du vide. Donc
— _d; - 1

—AV = —div(VV) = Zp.

L’équation ci-dessus d’inconnue V est appelée “équation de Poisson”.
D’autre part, on sait que le potentiel V' créé par la densité de charges p =
p(x) nulle pour |x| > R est donné par la formule

1

I p
V(r) = = dy =+ — .
(-/I;) 47750 /1;'3 |l' _ y|p(y) y v |.T| 60

Rappelons la signification de cette formule :

L1
o o — y|

est le potentiel €électrostatique créé au point x par une charge ponctuelle +1
située au point y. Du point de vue mathématique, cela veut dire que

1 1

L_ - —§, dans D'(RY).
x47‘(|x_y| Y ( )

Autrement dit la solution élémentaire translatée de y représente le champ créé
par une charge ponctuelle +1 située au point y.

D’autre part, la formule ci-dessus pour le potentiel V' s’interpréte comme la
superposition de tous ces potentiels électrostatiques pondérés par la densité de
charges.
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La formule ci-dessus pour le potentiel V' est exactement analogue a celle du

théoréme si l'on admet que la fonction r — ﬁﬁ est solution élémentaire de

lopérateur différentiel P(D,) dans R® — ce qui est bien le cas, comme on le
verra dans la section suivante.

Remarquons enfin que, dans 'argument ci-dessus, on a utilisé de fagon es-
sentielle le fait que 'opérateur laplacien est invariant par translation. En effet,

la relation )
L_—  —§, dans D'(RY
T 47 |£L’ _ y| Y ( ) )
c’est-a-dire le fait que le potentiel créé par une charge +1 située au point y
vaut ﬁ%, se déduit, par le changement de variables z +— x — y, du cas
o lz—yl
particulier ot y =0 :

1
47|z

élémentaire de —A dans R3, s’interpréte comme le fait que le potentiel créé

par une charge +1 située au point 0 vaut m'

Cette derniere relation, qui signifie que la fonction =z — est solution

De facon générale, si P(D,,) est un opérateur différentiel sur R™ & coefficients
constants, et si 7, désigne, pour tout y € RY, la translation de vecteur 7, c’est-
a~dire que

Ty RYsz—az+yeRY,

alors, pour toute fonction f € O (RY)

P(Dz)(f ory) = (P(Da)f) o7y

Par densité de C°(RY) dans D'(RY) (voir Théoreme 4.2.6), la relation ci-
dessus vaut aussi pour tout f € D'(RY), de sorte qu’en particulier, lorsque E
est une solution élémentaire de l'opérateur P(D,), on a

P(D;)(E o Tfy) =6goT_y = 6y dans D’(RN) .

— cf. Exemple 3.4.20.

En utilisant le caractere linéaire de l'opérateur P(D, ), on s’attend donc a
ce que la superposition des distributions F o 7_, pondérées par S — autrement
dit le produit de convolution de E par S — fournisse une solution du probleme

P(D,)f = S au sens des distributions sur R™ .

Voici maintenant la démonstration du Théoreme 7.1.4.
Démonstration du Théoréme 7.1.4. La distribution S étant a support
compact, le produit de convolution E % S définit bien une distribution sur RV
et on a

D%(Ex S) = (DYE) % S dans D' (RY)
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pour tout multi-indice o € N¥ — cf. Proposition 4.2.3.
L’opérateur différentiel a coeflicients constants

P(D,) = Z bo DS, bs € Cpour |a] < N
a€NY |a|<N

vérifie donc
P(D)(ExS)=(P(Dy)E)*xS =08,=0xS =085,

(voir 'Exemple 4.4.3 pour la justification de cette derniere égalité) de sorte que
f = E xS est une solution de 'EDP P(D,)f=5. =

Ainsi, la connaissance d’une solution élémentaire d’un opérateur différentiel
a coefficients constants P(D,) sur RY permet-elle de “calculer” explicitement
une solution de 'EDP

P(D,)f = S dans D'(R")

pour toute distribution S & support compact dans RY.

La recherche d’une telle solution élémentaire pour les opérateurs différentiels
a coefficients constants est donc d’une importance considérable pour 1’étude de
ce type I’EDP. Commencons par une remarque tres simple.

Proposition 7.1.6 (Solution élémentaire et transformation de Fourier)
Soit P(D,) opérateur différentiel a coefficients constants sur R™. Alors, pour
tout f € S'(RN), on a

P(D,)f = o(P)(€)] dans S'(RV).
Done, si P(D,) admet une solution élémentaire tempérée E € S'(RYN), alors
o(P)(€)E =1 dans S'(RN),

ot E désigne la transformée de Fourier de E et & la variable duale de x.
Démonstration. Rappelons que, pour tout f € S'(RY), on a

é)/xk\f = i&,f dans S'(RV) pour tout k=1,..., N,
ce qui s’écrit encore

Eﬁz{kfdans S'(RM) pour tout k =1,...,N.
Donc, pour tout multi-indice o € N*V, on montre par récurrence sur |a| que

ﬁo‘\f =¢“f dans S'(RY).

En partant de 'expression de P(D,) sous la forme

P(D,)= Y b,D"

a€NY |al<n
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on trouve que

PONf= 3 ba&®f = o(P)()f dans S'(RY),

aeNN |a|<n

ce qui est la premiere formule annoncée. La seconde en découle immédiatement
puisque dp = 1 — cf. Exemple 5.4.6. m
Il faut bien comprendre la signification profonde de cet énoncé : pour tout
£e€RY, ona
Dgeif':c — gaeif':c

de sorte que

P(D,) (") = Y baf%eT =o(P)(€e", zeRN.
a€eNN |a|<n
Autrement dit, la fonction z — €% est un “vecteur propre” de ’application
linéaire P(D,) dans C>®(RY;C), et la “valeur propre” associée est o(P)(£).
Considérons 'EDP

comme un probléme analogue a la résolution d’un systéme linéaire d’inconnue
v € C? de la forme
Av=>

ot b € C? est un vecteur donné et A € My(C) une matrice carrée inversible
et normale®. On sait qu’alors, A est diagonalisable et qu’il existe une base or-
thonormée de C¢ formée de vecteurs propres de A. Cette circonstance rend
essentiellement triviale la résolution du systeme linéaire ci-dessus. En effet, no-
tant P la matrice de passage dont les vecteurs colonnes constituent une base
orthonormée de C? formée de vecteurs propres de A, on a

P l=P* et P*AP=A,

ol A est une matrice diagonale dont les coeflicients sont les valeurs propres de
A comptées avec leurs multiplicités. Le systéme ci-dessus est donc équivalent a

Au= P*b, etv=Pu,
et la résolution du systeme diagonal
Au = P*b

est immeédiate.
Revenant au cas de ’EDP

P(Dg)f =S

3. Une matrice A € M4(C) est dite normale si AA* = A* A, ol on rappelle que la matrice

adjointe de A est A* = ar,
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on procede de fagon analogue en décomposant le second membre S et I'inconnue
f comme superpositions linéaires de fonctions de la forme z + e***, dont on
vient de voir que c’est un “vecteur propre” de P(D,,) associé a la “valeur propre”
a(P)(&). Cette écriture des distributions f et S comme superpositions linéaires
de fonctions de la forme x — €%® n’est rien d’autre que la transformation de
Fourier, qui joue, pour 'EDP, le role de la matrice P* dans le cas du systeme
linéaire. La Proposition 7.1.6 n’est que la mise en forme de cette idée dans le cas
particulier ou S = §y — auquel on peut toujours se ramener grace au Théoreme
7.1.4.

Revenons au probleme général de déterminer une solution élémentaire d’un
opérateur différentiel & coefficients constants P(D,) quelconque sur RY. La
Proposition 7.1.6 suggere la stratégie suivante :

a) résoudre D'équation d’inconnue F

o(P)EE =1
au sens des distributions tempérées sur RV ;
b) une fois F connu, calculer E par transformation de Fourier inverse.
Cette stratégie n’est pas tres facile a mettre en oeuvre en toute généralité.
En effet, la formule
E=—
o(P)
a laquelle on pense pour résoudre ’étape a) ne définit pas forcément une distri-
bution tempérée sur RY — & cause des £ € RN tels que o(P)(£) = 0. Dans ce
cas, on ne sait plus revenir dans les variables originelles par transformation de
Fourier inverse.

Pourtant, L. Ehrenpreis et B. Malgrange ont réussi a montrer en 1955-1956
que tout opérateur différentiel & coefficients constants sur RY admet une so-
lution élémentaire. Leur preuve utilise bien 1'idée de diviser par le polynéme
o(P)(€), mais de la fagon suivante :

a) on commence par montrer que lapplication P(D, )¢ — ¢(0) est correcte-
ment définie sur 'image Im(P(D,)) = P(D,)(C=(RM));

b) puis on montre que cette forme linéaire sur 'image de P(D,,) vérifie la
propriété de continuité des distributions sur R ;

c) enfin on conclut en étendant cette forme linéaire & C°(RY) grace au
théoreme de Hahn-Banach.

Le théoreme d’Ehrenpreis-Malgrange est sans nul doute 'un des résultats
majeurs de la théorie générale des EDP linéaires. Surtout, ce théoréme montre
que la théorie des distributions fournit le bon cadre ou étudier les EDP linéaires.

Toutefois, la démonstration du théoreme d’Ehrenpreis-Malgrange, utilisant
le théoreme de Hahn-Banach, ne fournit pas de méthode permettant de calculer
en pratique une solution élémentaire pour un opérateur différentiel a coefficients
constants arbitraires.

Dans la section suivante, nous allons montrer, sur les quelques exemples
d’opérateurs différentiels cités plus haut, comment obtenir des formules expli-
cites de solutions élémentaires de ces opérateurs.
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7.2 Solutions élémentaires d’opérateurs différen-
tiels : principaux exemples

A défaut de méthode générale, nous allons calculer des solutions élémentaires
des principaux opérateurs différentiels de la physique mathématique en nous
appuyant sur quelques idées naturelles qui permettent de simplifier le probleme :

a) utiliser les symétries de I'opérateur (invariance par rotation, homogénéité) :
cf. le calcul des solutions élémentaires du laplacien ;

b) déformer 'opérateur en faisant varier ses coefficients dans le plan com-
plexe par prolongement analytique : cf. le calcul d’une solution élémentaire du
d’Alembertien & partir d’une solution élémentaire du laplacien ;

¢) passer en variables de Fourier : cf. le calcul des solutions élémentaires des
opérateurs de la chaleur et de Schrodinger (ce dernier cas utilisant également
l'idée b) ci-dessus).

Comme on le verra, la mise en oeuvre des quelques idées ci-dessus est
considérablement simplifiée par 1'utilisation de certains résultats du calcul des
distributions établis dans la premiere partie de ce cours : structure des distri-
butions & support dans {0}, prolongement en 0 des distributions homogenes,
continuité de la dérivation pour la convergence au sens des distributions...

7.2.1 Solution élémentaire du laplacien

Cherchons, pour tout N > 1, une distribution £ € D'(R") telle que
—~AE =6y dans D'(RY).
Le cas N =1 est trés simple : il s’agit de trouver E € D'(R) telle que
—E"=§y dans D'(RY).
Notons H la fonction d’Heaviside
H(z)=1siz>0, H(z)=0siz<0.
L’équation ci-dessus impose que E’ est de la forme
E'= —H + Cy, ou Cy € R est une constante arbitraire,
et donc que E est une fonction continue de la forme
E(z) = —z4 + Coz + C1, ou Cp,Cy € R sont deux constantes arbitraires.
Le cas particulier ou Cy = % et C7 =0 donne
E(z)=-1z|, z€R.

Examinons maintenant les cas N > 2.
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Remarquons d’une part que la masse de Dirac dg est invariante par les
isométries linéaires :

do =0p 0 A, pour tout A € Oy(R).

D’autre part, pour toute fonction f € C>°(RY) et pour toute matrice orthogo-
nale A € On(R)

A(fod)=(Af)oA,

c’est-a-dire que le laplacien est invariant par les isométries linéaires de RY.
Il est donc naturel de chercher une solution élémentaire du laplacien qui soit
une fonction — ou une distribution — invariante par les isométries de 1’espace

euclidien RV, c’est-a-dire radiale.

Ensuite, si E est une solution élémentaire du laplacien dans R, la restric-
tion de £ a RN \ {0} vérifie

—AE| g oy = 0-

Rappelons que, si f € C?(R%), on a

A(f(lxh) = f(j=]) + %f’(lxl), z € RM\ {0}

Autrement dit, en notant r = |z|, on trouve 'expression ci-dessous pour le
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laplacien des fonctions radiales? :

d d
A(f("/r‘)) = T]\[l_lﬁ (rN_1d£> ‘r:|m\ :

Cherchant la distribution £ donnée en dehors de 'origine par une fonction
radiale, on trouve donc que

dE
rN=1—— = Const.,
dr
ce qui entraine, pour N > 3, que E est de la forme
Co N .
E(z) = L +C1, zeRY\{0}, ouCy,C1 € R sont deux constantes.
x

Lorsque N = 2, le méme raisonnement montre que E est de la forme
E(x)=Coln|z|+Cy, =x€R?\{0}, ou Cy,C; € R sont deux constantes.

Commencgons par le cas N > 3.
La fonction z + |z~ est continue sur R™ \ {0} et localement intégrable
sur R . Elle définit donc une distribution sur R, distribution qui est homogene

4. ’ LAPLACIEN DES FONCTIONS RADIALES ‘ Pour tout ¢ € C°°(R7) & support dans |R1, Ra|
avec 0 < R; < R2 < 0o, un calcul d’intégrale en coordonnées sphériques montre que

/ ol A(f(|]))dz */ V(g(lz))) - V(f(|x]))dz
RN RN

Rz / ’ N-1
—/;{1 /SN*1¢ (r)f'(r)r drdo

_|gN-1 ft2 / / N-1
[S™ 77 ' (r)f (r)r™ " dr
Ry

— 151 [ ) (7@ =1) ar

Ry

_ano1y [ 1-N (10N N=1)' N-1
A AT GG T

1
Ro ’

_ 1-N / N—-1 N—1

= . /stl o(r)r (f (r)r ) r drdo

:/RN ¢(|x‘)rN%1 (fl(T)TNfl);:‘z‘dx

en notant do élément de surface sur la sphere SNV—1.

L’identité ci-dessus signifie précisément que
1 N-1)’
A (2) = == (FEr ) |

au sens des distributions sur R \ {0} — et donc pour tout point = € RN \ {0} puisque f €
c? (Ri) Le point de vue des distributions — c’est-a-dire le fait de multiplier par une fonction
test et d’intégrer par parties — simplifie ici le calcul, puisqu’on évite de faire un changement
de variables dans 'opérateur A qui est d’ordre deux en se ramenant & un changement de
variables dans 'opérateur V qui est d’ordre un (de sorte qu’il suffit d’appliquer une seule fois
la formule de dérivation des applications composées).
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de degré 2— N sur R" | car la fonction z + |z[>~N

sur RV \ {0}.

Par conséquent, A|z est une distribution homogene de degré —N (cf.
Proposition 3.6.4), et le calcul ci-dessus montre que cette distribution est a
support dans {0}. D’apres le Théoreme 4.1.7, la distribution Alz|?2~Y est une
combinaison linéaire de la masse de Dirac dg et de ses dérivées. Or les dérivées
de la masse de Dirac a l'origine sont des distributions homogenes : pour tout
multi-indice a € NV

est homogene de degré 2— N

|2—N

0%Jp est homogene de degré — N — |a],

(voir Exemple 3.6.3.) Or des distributions homogenes de degrés différents sont
linéairement indépendantes. On déduit alors de ce qui précede que

—A (|z]>N) = endo dans D'(RY),

ou ¢y est une constante restant a déterminer.

Le cas N = 2 est presque identique : méme si la fonction x — In |x|, qui est
continue sur R? \ {0} et localement intégrable, n’est pas homogene de degré 0,
on a

/ In(A[2])0, 6 (x)dz = / In |2(0, 6(x)d + / Ay, 6(z)dx
R2 R2 R2
:/ In |z|0y, ¢(x)dz, k=1,2
R2

pour toute fonction test ¢ € C°(R?).
Les distributions 9,, In |z| sont donc homogenes de degré —1 pour k = 1, 2,
de sorte que —Aln |z| est une distribution homogene de degré —2 dans R?;
d’autre part —Aln|z| = 0 pour tout x € R?\ {0}. On en déduit comme ci-
dessus que
—Aln|z| = ¢80 dans D' (RY),

ol ¢o est une constante restant a calculer.

Théoréme 7.2.1 (Solution élémentaire du laplacien) Posons

Ei(z) = 1|2/, r€eR,
Ba(r) =~ Infal, @ cR?\{0}.
1
_ 1 N
EN(:E)_J‘I|N72’ reR \{0}7 ZVZS7
avec N2
. 2nV/2(N —2)
N-1
_ (N — - >3,
ey = (N —=2)|S7 77 TN N >3

Alors, pour tout N € N*, la distribution En est une solution élémentaire du

laplacien dans RN :
—AEy = 6y dans D'(RY).
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Démonstration. Le cas N = 1, qui est trivial, a déja été discuté ci-dessus.
Passons au cas N > 3.
D’abord

VEy(z) = —2=2_7

o~ [V z e RV \ {0}

et comme on sait que les composantes de V E sont des distributions homogénes
de degré 1 — N, la différence entre chaque membre de cette égalité est une
distribution homogene de degré 1 — N a support dans {0} : elle est donc nulle
d’apres le lemme 3.6.13, ou le Théoreme 4.1.7 et I’Exemple 3.6.3.

D’autre part, pour toute fonction test ¢ € C°(RY) radiale, c’est a dire de
la forme

é(z) = ®(Jz|), pour tout z € RV,

on a
pour tout z € R\ {0}.

Par conséquent

(—~AEy.¢) = / VEy(z) - Vo(x)dz

x xT

:/ VEnN(z | O (|z|)dz = AQ;Q . 2 (|z])dx

~ 2N |z
_ (Jz)) . _ N— 1/
- cN /N mN |S |

= 25218 e(0),

I’avant-derniere égalité ci-dessus découlant du passage en coordonnées sphériques
dans 'intégrale du membre de gauche. On en déduit le résultat annoncé dans le
cas N > 3.

Le cas N = 2 se traite de maniere identique :

VE; = dans D’'(R?)

27r ‘ |2
de sorte que, pour toute fonction test ¢ € C°°(R?) radiale de la forme

é(x) = ®(|z|), pour tout = € R?,

on a

T T

(—ABs, 6) /VEN | & (|2))de = — L W~m¢)’(|x|)dx

#(le)
[ T e =S |/ 4(0).

R?2

d’ou le résultat pour N =2. m
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7.2.2 Solution élémentaire du d’Alembertien

Cherchons, pour tout N > 2, une distribution Ex € D'(R*V) telle que
N
N
DEy = (02, — Z@ij En = g dans D' (R'™V) |
j=1
Dans la suite de cette section, on notera
N
= (z1,...,xN) et Ay = Z@i_j ,

j=1

de sorte que
0=02 —A.

11 existe plusieurs méthodes pour calculer une solution élémentaire du d’Alem-
bertien. Notons O, le d’Alembertien pour la propagation d’ondes & la vitesse
c:

O, = 850 — 2N, .

Nous allons nous baser sur ’observation suivante : le laplacien coincide avec le
d’Alembertien correspondant & la vitesse de propagation ¢ = =i :

Agyw = ago + Ay =04y

Evidemment cela n’a pas grand sens physique de parler d’une vitesse de propa-
gation imaginaire. Mais cette remarque va nous permettre d’obtenir une solution
élémentaire du d’Alembertien & partir de celle que 'on a déja obtenue pour le
laplacien.

Considérons, pour tout z € C, l'opérateur différentiel

_ a2
P(z,Dx) = 0, + 2A:,
avec la notation
X = (xo,21,...,2N), €t Dx = —i(0gy, Opys---,Opy) -

L’opérateur P(z, Dx ) réalise une déformation reliant le laplacien Ax = P(+1,Dx)
au d’Alembertien O, , = P(—1, Dx).

Théoréme 7.2.2 (Solutions élémentaires du d’Alembertien) On a, pour
tout N > 2,

1—
O(xg — |2f* —i0) 2" = (N = 1)[8™]i* 40,0 ,
1—

g

.
=

O(zg —|al* +i0) 2 = —(N = 1)[SM]i 0,0

dans D'(R x RY).
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L’idée de la démonstration consiste a transformer de facon analytique le
laplacien Ax = P(+1,Dx) au d’Alembertien O, , = P(—1,Dx) en faisant
parcourir au parametre complexe z un chemin tracé dans le plan complexe
évitant z = 0.

Démonstration. Partons de la relation

Ay YN = (N~ DISN|AEN4 = (N — D[SV [ov—o

ouY = (yo,y1,-..,yn) — cf. Théoréme 7.2.1.
Faisons dans cette identité, pour tout z > 0, le changement de variables
linéaire
X = (I()yzla"'v-rN) = (yanl\/gw"ayN\/g)'

Rappelons que la distribution composée de la masse de Dirac en 0 par une
application linéaire inversible A € GLy11(R) est (cf. Exemple 3.4.20) :

S0 A =|dét Ald, .

Appliquant cette identité en prenant pour A le changement de variables linéaire
ci-dessus, on trouve que

1-N
P(2, Dx)(@} + 2 "[e2) 2 = —(N = 1)|SN|zV/26x 0.

Cette identité signifie précisément que, pour toute fonction test ¢ € C2°(RNT1),
on a

/ (22 + =Y a?) T P(z, Dx)g(X)dX = —(N — DSV |N26(0), = > 0.
RN+1

Observons maintenant que, la fonction test ¢ étant fixée, chaque membre
de l'identité ci-dessus se prolonge & C\ R_ en une fonction holomorphe de la
variable z.

Cela est immédiat pour le membre de droite, que 'on écrira

~(N = 1)[s™] (v2) " 6(0)

ol v/z désigne la détermination principale de la racine carrée. (Rappelons qu’il
s’agit de la fonction holomorphe sur C\ R_ définie par la formule

\/2: e%lnz

ol la notation In désigne la détermination principale du logarithme — voir [6],
chapitre V.3.2, ou [9], chapitre X.6.4.)
Quant au membre de gauche, mettons-en 'intégrande sous la forme

(\/x% + 21|:c2> o (02, + 20,)p(X).

L’argument de la racine est une fonction holomorphe de z sur C* et ne prend
des valeurs négatives que si z < 0, de sorte que la fonction z — /z2 + z—1|z|?
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est holomorphe sur C \ R_, toujours en notant v la détermination principale
de la racine carrée. De plus, pour z € C\ R_

x2 + 27 H2[? = 0 implique 29 = 0 et x = 0.

Par conséquent, la fonction

(X,2) — (« 22 + 21|9c2> o (02, + 20s)$(X)

est continue en (X, z) € (RV+1\ {0}) x (C\ R_) et holomorphe en 2.
Pour tout (X, z) € (R¥+1\ {0}) x (C\R.)

2+ = a2 = [a + Rzl + (1 al .

De deux choses 'une
— soit |23 + R(z71)|z[*| > 222, auquel cas

g + 27 2P > Jag + ST el
— soit |z + R(z71)|z[*| < 123, auquel cas [R(z71)||z|* > 23, et donc

@3 + =7 o2 > 4Rt + $3(7)al

Dans tous les cas
|25 + 27 Hz*? > Ca(af + |2[*)?

avec

(=12
C. = L min <1,%(z‘1)2, 76(2 ) ) .

8

Par conséquent

1-N
‘ (\/ g+ z—le)

On en déduit que la fonction

(X.2) s (\/wa T |x) T anex)

qui est continue sur (RN+1\ {0}) x (C\R_), ainsi qu’identiquement nulle pour
X ¢ supp(¢) compact dans RV*!, et holomorphe en z, vérifie en outre

1-N
/ sup <\/:z:% + zl|1‘|2) (02, + 20,)8(X) | dX
RN+1 zeK

C’/ (22 + |z>)"N/20X < o
supp(¢)

> C(lfN)/Q(xg + |x|2)(17N)/2 )

— z

IN
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ou
C = sup ||(8;0 + zA )¢||Loo(RN+1 Sup C'(1 nN/2
zeK

Il s’ensuit ® que la fonction

1-N
z <\/x3 + z1|:1:|2) (ag%0 + 2A,)0(X)dX
RN+1

est holomorphe sur C\ R_.
On déduit de tout ce qui précede que les fonctions

1-N
Z (,/xg + z—1|m|2> (02, + 20;)p(X)dX
RN+1

2 —(N = 1)[8V] (V2)" 6(0)

qui coincident pour z € R, coincident sur 'ouvert connexe C\ R_ d’apres
le théoreme des zéros 150165 — voir [6], Théoréeme V.1.16, ou [9], chapitre X,
Théoreme 6.1.3.

Posons z =e

1-N
P, D) (Vo el ) = 0 e .

En faisant 8 — 7~ ou # — —7 T, on en déduit que

et

9 avec § €] — m, [, on trouve que
N 1-N
D(:p% - |:c|2 —i0) 2 = (850 —Ay) lm < :c + e~ 19|x2)
N 1-N
O(zf — 2> +i0) 2 = (92, — Ay) hm ( 3 + e~ |z|? >

d’ou le résultat annoncé. m

5. D’apres le théoréme suivant (cf. [6], Théoréme V.2.20) :
Théoréme. Soient X C RN mesurable et © C C ouvert. Soit f: Q x X — C telle que
a) pour tout z € X, la fonction Q@ 3 z — f(z,x) est holomorphe;
b) pour tout z € Q, la fonction X 3 x — f(z,z) est mesurable;
¢) il existe une fonction ¢ sommable sur X telle que, pour tout (z,z) € 2 x X, l'on ait
12 2)] < 6(2).

Alors la fonction

F: QBZH/ f(z,x)dz
X

est holomorphe sur . On peut également appliquer successivement le Théoreme 2.09 du
chapitre VII, et la Définition 2.3.1 du chapitre X de [9].
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7.2.3 Solution élémentaire de 'opérateur de la chaleur

Cherchons, pour tout N > 1, une distribution £ € §'(R; x RY) telle que
(8t — %AI>EN = 6(t,m):(0,0) dans 8/(Rt X RZIDV) .

Il est évident que si E est une solution élémentaire de I'opérateur de la chaleur,
alors £ 4+ Const. en est également une solution élémentaire.
Nous allons lever cette indétermination grace a la condition de support sui-
vante :
supp(Ex) C Ry x RV,

Appliquons & la distribution tempérée En la transformation de Fourier par-
tielle en la variable x, que I’on notera Ex — on notera par ailleurs ¢ € RV la
variable de Fourier duale de = € RY. D’aprés la Proposition 5.5.5 (b) ou 7.1.6,
cette transformée de Fourier partielle vérifie

OBy + LEPEN = 6o ® 1 dans S'(Ry x RY),
supp(En) C Ry x RN .

En particulier, la restriction de En & RY x RV vérifie
. - N
3tEN|R*+><RN + 3¢ EN|R*+XRN =0 dans S'(R}. x RY),

Ceci suggere de choisir la distribution Ey ’R* ~ comme étant définie par une
+

xR
fonction de la forme

(1,€) = C(e)e 21"

Et comme la distribution En est a support dans R, x R”, il est naturel de
chercher la distribution Ey comme étant globalement définie par la fonction

By (t,€) = 1r; (HC(©)e 2, ¢>0, e RY.

Théoréme 7.2.3 (Solution élémentaire de I'opérateur de la chaleur) Pour
tout N > 1, posons

_ R -
En(t x) = Wé 2t

pour tout (t,z) € RNTL. Alors En est l'unique distribution tempérée sur RxRN
vérifiant
(0 — 58:) BN = d(t.0)—(0,0) dans S'(Re x RY),

supp(Ex) C Ry x RV,

Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est la fonction

N 1
En(t.€) = 1rs (e 2" ¢ e RV,
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On remarque que la condition de support sur E garantit ici 'unicité de la
solution élémentaire.
Démonstration. Commencons par montrer que Ey vérifie bien les conditions
annoncées. Tout d’abord, la formule définissant E montre qu’il s’agit d’une
fonction continue sur R} x RY, & support dans R, x R et telle que

/ En(t,z)dr=1sit>0,
RN

de sorte que, la fonction En étant a valeurs positives ou nulles,

sup/ |En(t,z)|dx < oo,
teR JRN
— autrement dit, Exy € L>(R; L*(R")). En particulier, ceci entraine que la
fonction Fn définit bien une distribution tempérée sur R; x Riv .

La formule classique donnant la transformée de Fourier d’une gaussienne (cf.
Lemme 5.2.6) montre que la transformée de Fourier partielle en z de En est la
fonction définie par

~ 1 2
En(t,€) = 1g: (t)e 2"

en notant £ la variable duale de z.
D’apres la formule de Leibnitz (Proposition 3.4.14) appliquée a la distribu-

1
tion 1r: ® 1 sur R x RY, et a la fonction (¢,€) e 2% de classe O sur
RxRY ona

N 1
(0 + 3I¢)EN = e 2!y, (1Ri ® 1)
1 2
=217 5y ®1)

= §i—o ® 1 dans D'(R x R").

Or Ey € 8'(RxRY), de sorte que Ey € 8'(Rx RN); par conséquent, 6;—o® 1
et (Op+ 3¢ |2)En sont deux distributions tempérées sur R x RN, égales en tant
quéléments de D'(R x RY). Par densité de C=°(R x RY) dans la classe de
Schwartz S(R x RY) (Proposition 5.1.4), il s’ensuit que I'égalité ci-dessus vaut
dans §'(R x RY).

Appliquant & chaque membre de cette relation la transformation de Fourier
inverse partielle en la variable = et au sens des distributions, on trouve finalement
que

(0 — %Aac)EN = 0t—0 ® dz—0 dans Sl(R X RN) )

ce qui montre que En satisfait bien aux propriétés annoncées — la condition
supp(Ey) C Ry x RY étant évidemment vérifiée.

Passons a la démonstration de 'unicité. Supposons qu’il existe une autre
distribution tempérée E}, vérifiant les mémes propriétés que Ey, et notons
Fy =EN — E)y.

On vérifie sans peine que Fy satisfait aux hypotheses du lemme ci-dessous,
d’ott 'on déduit que Fy = En — E =0, c’est-a-dire que Ey = E}y. ®
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Lemme 7.2.4 Soit F € §'(R; x RY) telle que
(0 — 3A)F =0 dans S'(R x RY),
supp(F) C Ry x RV,
Alors F = 0.

Démonstration. Appliquons la transformée de Fourier globale F en les va-
riables (¢,x) et au sens des distributions & chaque membre de cette égalité;
notant 7 la variable duale de t et & celle de z, il vient

(it + 3|¢)) FF = 0 dans 8'(R x RY)

En multipliant chaque membre de 1’égalité ci-dessus par la quantité —iT+ %|£ 2,
on aboutit a la relation

(72 + L¢[")FF = 0 dans S'(R x RY).

Il en résulte que (FF = 0, c’est-a-dire que

) |R><RN\{(0,0)}

FF est une distribution & support dans {(0,0)} .

Le théoréme de structure des distributions & support dans lorigine (Théoréme
4.1.7) entraine que FF est une combinaison linéaire finie de la masse de Dirac
a lorigine et de ses dérivées.

Autrement dit, il existe une famille de complexes (a4 )qen~+1 nuls sauf pour
un nombre fini de multi-indices « telle que

]:F = Z aa(iZﬂ')la‘aszé(o’o) .

aeENN+1

En appliquant la transformée de Fourier inverse 7! & chaque membre de cette
égalité, on trouve que

I ap .01 aN
F= E agt™ it . xyY
aeNN+1

c’est-a-dire que F' est une fonction polynome.

Mais comme par hypothese supp(F) C Ry x RY, c’est a dire que la fonc-
tion polyndéme F' est identiquement nulle pour ¢ < 0, on conclut que F' est
identiquement nulle m

7.2.4 Solution élémentaire de 'opérateur de Schrodinger

Pour tout N > 1, cherchons une distribution Exy € §'(R x RY) telle que

i@tEN + %AQUEN = ié(t,z):(0,0) dans S/(R X RN) s
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et, comme on l’a fait pour I’équation de la chaleur, ajoutons la condition de
support
supp(En) C Ry x RV,

Une idée naturelle consiste a effectuer le changement de variables s = it ce
qui transforme l'opérateur de Schrodinger

10y + %Am en l'opérateur de la chaleur 95 — %Aw .

Ceci suggere de prendre

1r: (1) _lz
En(t,z) = Ré()e_ 2t .
V2mit

Cette approche souleve deux questions :
a) quelle racine carrée de i doit-on choisir dans cette formule 7 et
b) cette fonction définit-elle une distribution de S’(R; x RN)?

Comme on va le voir, ces deux questions sont intimement liées.

Théoréme 7.2.5 (Solution élémentaire de ’opérateur de Schrédinger)
Pour tout N > 1 et ¢ > 0, posons

1r: (t =
Ey(ta) = —F0__~win

2m(e+ i)t

pour tout (t,x) € RN+, on Vv désigne la détermination principale de la racine
carrée. Alors

ES, — Ex dans S'(R x RY) lorsque e — 07,
ot En est Uunique distribution tempérée sur R x RN wvérifiant

(i0; + SAL)EN = i6(1.2)=(0,0) dans S’ (R x RY),
supp(En) C Ry x RV,

Sa transformée de Fourier partielle en la variable x est la fonction

N 1.
Bx(t.€) = 1r: (e 2" ¢ e RV,

Il est d’usage d’écrire la solution élémentaire de 1’équation de Schrodinger
(libre, c’est-a-dire en labsence de potentiel V') sous la forme

EN(t,il') = * " 720t
Vot

donnée avant I’énoncé du théoreme. Manifestement, il s’agit d’un abus de nota-
tion, et 'énoncé précis figurant dans le théoréme ci-dessus indique que c’est une
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sorte de valeur principale de cette fonction qui définit la solution élémentaire de
lopérateur dans la classe des distributions tempérées.

Observons a nouveau que la condition de support garantit l'unicité de la
solution élémentaire de I'opérateur de Schrodinger.

Nous aurons besoin du lemme suivant sur la transformée de Fourier des
gaussiennes complexes.

Lemme 7.2.6 (Transformée de Fourier des gaussiennes complexes) Soit
z € C telle que R(z) > 0, et posons

1 |z|?

Gn(z,7) = ——e 2%, zeRY, t>0,
(27z2)

ot le symbole i désigne la détermination principale de la racine carrée. Alors
la transformée de Fourier en x de Gy est la fonction définie par la formule

~ 1 P
Gn(z,6) =e 270 e RV,

Démonstration du lemme. La fonction (z,2) — Gn(z,x) est continue sur
{z€ C|R(z) >0} x RN et

1 Rl

[ — 2|z|? N
|G (2, 2) (277\z|)N/2e pour tout xr € R

de sorte que

G d ! Yy = B
3 < ————— ¢ 2R? = —.
/RN E;B)Ea | N(Z7x)| v /RN (27Ta)N/26 v alN

[z|<R

Comme par ailleurs la fonction z — Gy(z,z) est holomorphe sur le domaine
{z € C|R(z) > 0}, on déduit du Théoreme V.2.20 de [6], rappelé dans la note
4 de ce chapitre, que, pour tout £ € RV, la fonction

Z e~ %G N (2, z)dx est holomorphe sur {z € C|R(z) > 0}.
RN
On sait d’autre part (voir Lemme 5.2.6) que, pour tout £ € RV, cette fonction
coincide avec la fonction

1
2y e 22l également holomorphe sur {z € C|R(z) > 0}

lorsque z décrit RY.

On déduit du théoreme des zéros isolés (Théoreme V.1.16, de[6], ou Théoréme
6.1.3 du chapitre X dans [9]) que ces deux fonctions holomorphes coincident sur
I'ouvert connexe {z € C|R(z) > 0}. =
Démonstration du théoréme. Appliquons & chaque membre de ’équation de
Schrodinger la transformation de Fourier partielle en la variable x — on notera
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¢ € RY la variable duale de z € R, ainsi que f la transformée de Fourier
partielle en la variable z de la distribution f € S’(R x RY). Ainsi, d’aprés la
Proposition 5.5.5 (b)

0 En + LE[PEn = id—o ® 1 dans S'(R x RY),
supp(Ey) € Ry x RV,

1
Multiplions chaque membre de I’équation ci-dessus par (¢,&) — e2 qui est
une fonction de classe C'°° & croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées.

On trouve que

it)¢|?

1. ~ 1. N ~
i, <e2”|’52EN> = 2l (i@tEN + %|£\2EN>
1.
=25, ®1=i0_o ® 1 dans S'(R x RY).

Cette relation, jointe a la condition portant sur le support de En, équivaut au
fait que

1. 2 A
e2itE” oy — 1r: (1) ® 1 dans S'(R x RY).

Multipliant chaque membre de cette égalité par la fonction (¢,£) — 67%“‘5‘2 qui
est de classe C'°° et a croissance polynomiale ainsi que toutes ses dérivées, on
en conclut que 'unique solution du probléeme de Cauchy ci-dessus pour E v est
la fonction donnée par

~ 1,42
En(t,§) = 1r; ()e 20 (1,6) e R x RN,

Cette fonction est mesurable et bornée; la distribution Ey qulelle définit est
donc tempérée sur R x RY.

En appliquant la transformation de Fourier inverse partielle en la variable
z dans S'(Ry x RY) & la fonction mesurable bornée Ey définie ci-dessus, on
obtient donc une solution du probleme de Cauchy d’inconnue Ey en variables
physiques.

Il ne reste plus qu’a montrer que Ey est la limite de E, pour € — 0.

Pour tout € > 0, on a

1gr- (¢ __e=[®
B () = —— D
V2m(e2 +1)1/2¢
d’ot1 on déduit que
‘ (€2 + 1)N2
[ Bl = 1 ).

Donc E§ € L¥(Ry; L*(RY)) pour tout € > 0, ce qui entraine en particulier
que ES, € 8'(R; x RY).
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D’apres le Lemme 7.2.6

. 1 . 2
By (t,€) = 1gs (t)e 2T
de sorte que, par convergence dominée,
ES — Ey dans 8'(R; x Rév) lorsque € — 07 .

Or la transformation de Fourier inverse partielle en la variable x est continue
de §'(R; x Rév ) dans S'(R; x RY). On déduit de la convergence ci-dessus que

ES — Ey dans S'(R; x RY) lorsque € — 07,

d’ou le résultat annoncé. m

7.3 Le probleme de Cauchy au sens des distri-
butions

En toute généralité, le probleme de Cauchy pour une EDP consiste a chercher
une fonction inconnue f vérifiant

P(z,D,)f =S pour z € Q
et dont la restriction & une hypersurface H de ) est prescrite
flg=1"

Dans ce probleme, le terme source S est une fonction donnée ainsi que la fonction
1™ (appelée donnée de Cauchy) ; de méme H est une hypersurface de  de classe
C* connue ainsi que V'opérateur différentiel P(z, D,) sur .

Mais dans ce cours, nous nous intéresserons uniquement a ce que ’on appelle
b
des “problemes d’évolution”, c’est-a-dire des problemes de Cauchy particuliers
de la forme suivante :

Of +A(x,D,)f =S, pour (t,z) € R x RN ou (t,z) e R xRV,
f‘t:O =f".

Autrement dit, Pouvert Q est ici Ry x RY tandis que I'hypersurface H est
I’hyperplan d’équation ¢t = 0.

Eventuellement, f peut étre & valeurs vectorielles (dans R% ou C¢) de fagon &
pouvoir traiter le cas d’EDP d’évolution d’ordre supérieur a 1 en la variable ¢t —
ce sera notamment le cas pour I’équation des ondes — ou bien plus généralement
des systemes linéaires d’EDP — comme les équations de Maxwell du champ
électromagnétique.

Dans ce cas, A(x, D,) sera alors une matrice carrée a d lignes et colonnes
dont les coefficients sont des opérateurs différentiels.
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Cette circonstance ne modifie en rien ce que nous allons dire dans cette
section, et nous y reviendrons en détail dans notre étude de I’équation des ondes.
Le lecteur est donc invité a supposer pour l'instant que la fonction f inconnue
de 'EDP

of+ Alx,D,)f =8

est a valeurs scalaires.

Voici la difficulté principale qu’il nous faut considérer pour ce qui est du
probleme de Cauchy.

Comme nous 'avons dit plus haut, il est avantageux d’étudier les EDP dans
le cadre des distributions — autrement dit de supposer que la donnée S est une
distribution & support compact et que I'inconnue f est elle-méme une distribu-
tion.

Or, si la condition initiale

f|t:0 =fr

a bien un sens pour une fonction continue sur R; x R, elle n’en a aucun si f
est une distribution sur R; x RV.

Cette difficulté existe déja pour f € L} (R;xRY), car 'hyperplan d’équation
t =0 dans R; x RY est de mesure nulle.

(Rappelons en effet qu'un élément de L}, (R; xRY) est une classe d’équivalen-
ce de fonctions égales en dehors d’un ensemble de mesure nulle. Autrement dit,
les divers représentants de f peuvent prendre des valeurs arbitraires sur 1’hy-
perplan d’équation t = 0, de sorte que la restriction f‘t:o n’est pas définie.)

La condition

Flizo

n’a donc aucun sens considérée séparément lorsque f est une distribution sur
R; x RN.
Nous allons y remédier en donnant un sens aux deux conditions

Of+Ax,Dy)f =S

et
Flico

considérées conjointement.

7.3.1 Le cas des équations différentielles ordinaires

Commencgons par le cas du probleme de Cauchy pour une équation différentielle
ordinaire linéaire d’ordre 1, qui contient toute la difficulté a surmonter.
Il s’agit de résoudre le probleme

u'(t) + au(t) = S(t) pour ¢t >0

d’inconnue u, ou la fonction S et les scalaires a et u'™ sont donnés.
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Lorsque S est une fonction continue sur R, on sait qu’il existe une unique
solution v € C*(Ry) du probléme ci-dessus, et de plus que la méthode de
variation de la constante donne la formule explicite suivante pour u :

t
u(t) = e~ ™™ —|—/ e~ t=9)5(s)ds .
0

Notons dans ce qui suit

et supposons que S € C.(R4).
L’intégrale dans la formule donnant u peut encore s’écrire sous la forme d’un
produit de convolution : pour tout ¢t > 0

[ 8 t0as = [ 1m0 eI m (950005
0 R
= (1R+Ea) * (1R+S)(t) :

Pour ce qui est du premier terme dans cette méme formule, observons qu’il se
met également sous la forme d’un produit de convolution — cf. Exemple 4.4.3 :

e~ " = (1, Eq) % (u"8)(t) pour tout t > 0.
Par conséquent
u=(1g, E,) * (u'™60 + 1g,S) sur RY .

D’autre part, comme 18y + 1r, S est & support compact, on a, d’apres la
Proposition 4.4.2,

supp ((1R+Ea) * (uméo + 1R+S)) C supp(1r, Fa) + supp(uméo +1r.5)
CRy+R, CR,,

de sorte que 4
(Ir, Ey) * (u0o + 1r,S) =0 sur R* .
Résumons le résultat de cette étude :
Proposition 7.3.1 (Probléme de Cauchy dans D’ pour les EDO) Soient
a€C,SeC,(Ry;C) etu™ € C, et soit u € CY(Ry;C) l'unique solution du

probleme de Cauchy
W H+au=S pourt>0,

u(0) = u'™.

Soit U la fonction définie sur R* a valeurs dans C définie par

U(t) = u(t) pourt >0 et U(t) =0 pourt <0.
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Alors
a) la fonction localement bornée 1g, E, est une solution élémentaire de l'opérateur
. D
différentiel % +a sur R;
(b) la fonction localement bornée U vérifie

U = (1r, E,) * (u"6 + 1r, S) dans D'(R);
(¢) la fonction localement bornée U définit l'unique distribution sur R vérifiant
U+aU =1g, S+ u™y
supp(U) C R4
Démonstration. Le point (b) découle de la discussion précédent ’énoncé de
cette proposition.

Pour ce qui est du point (a), appliquons la formule de Leibnitz (Proposition
3.4.14) : comme E, € C*°(R) et E, + aE, =0, on a

(1R+Ea), —+ a(1R+Ea) = Ea50 —+ lR+E(/1 + a(1R+Ea) = Ea50
— E,(0)50 = do -

Passons au point (c¢). Comme u"§y+ 1g, S est & support compact dans R,
on déduit du Théoreme 4.4.6 que

(C‘llt n a) U= ((Z + a> (IR, Ea) * (u™do + 1R, S))

d .
= <(dt +a) (1R+Ea)> * (um60 + 1R+S)
=g * (uméo + 1R+S) = uméo + 1R+S

au sens des distributions sur R, ou la derniere égalité est une conséquence du
calcul traité dans ’Exemple 4.4.3. La condition sur le support de U définie par
le membre de droite de la formule du (b) a déja été démontrée dans la discussion
précédent I’énoncé de la proposition.

Terminons avec 'unicité de U. Supposons qu’il existe une autre distribution
V € D'(R) vérifiant les mémes conditions que U. Alors W = U — V est une
distribution qui vérifie

W' +aW =0 dans D'(R),
supp(W) C Ry .

Considérons le produit de W par la fonction ¢ — % de classe C* sur R.. Alors,
toujours d’apres la formule de Leibnitz (Proposition 3.4.14)

(W) = e (W' + aW) = 0 dans D'(R)

de sorte que la distribution e**W est constante sur R grace & la Proposition
3.4.5. Or comme W est a support dans R, cette constante est nulle. Donc

W=U-V=0
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ce qui montre que U =V, d’ol1 l'unicité. m

Compte tenu de la proposition ci-dessus, il est donc naturel de proposer
la définition suivante pour la notion de solution au sens des distributions du
probleme de Cauchy pour une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre
1 a coefficients constants.

Définition 7.3.2 (Solution dans D’ d’une EDO, probléme de Cauchy)
Soient a € C, S € &'(RY) et u'™ € C. On dit qu'une distribution U € D'(R)
est solution au sens des distributions du probleme de Cauchy

W +au=S pourt>0,
u(0) = u'™,

st et seulement si . )
U'+aU = S +u"6y dans D'(R)

supp(U) C R,

ot S est le prolongement de S par 0 sur R_, qui est défini par la formule
(S, ) m),c>®m) = <S7¢|R1>5’(R1),C°°(Ri)
— woir Définition 4.1.6.

Voici la relation existant entre la notion usuelle de solution du probléme de
Cauchy, et cette notion de solution au sens des distributions.

La Proposition 7.3.1 ci-dessus montre que, lorsque S € C.(R4), 'unique
solution U au sens des distributions du probleme de Cauchy, et sa solution
classique u vérifient la relation

U|R*+ = U|R1 :

Autrement dit, la solution classique coincide avec la restriction de la solution
au sens des distributions pour ¢ > 0.

7.3.2 Le cas des EDP
Considérons maintenant le probleme de Cauchy
Ouf(t,x) + A(Dy) f(t,x) = S(t,x) pour t >0, x € RV,
flio = 1™
ott A(D,) est un opérateur différentiel & coefficients constants sur RV de la

forme
A(D,) = Z ao DY

aeNN
la|<d

vérifiant la propriété suivante

(H) R (a(A)(€)) > 0 pour tout £ € RV,
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On supposera dans tout ce qui suit que f € &'(RY) et que S € &'(R x RY).
Pour ¢ € S’'(R; x RY), notons é la transformée de Fourier partielle en = de
la distribution ¢, et £ la variable de Fourier duale de .
En appliquant la transformation de Fourier partielle ¢ +— é a chaque membre
des deux égalités figurant dans le probleme de Cauchy, on aboutit a

Of +o(A)Ef=8pourt>0, RN,

¢ __ fin
t=0 A

f

grace a la Proposition 5.5.5 (b) ou 7.1.6.

Lorsque f est une fonction de classe C'! en (¢, £), alors le probleme de Cauchy
ci-dessus correspond a une famille d’équations différentielles ordinaires indexées
par £ € RV,

Le cas des équations différentielles ordinaires étudié dans la section précédente
suggere que le probleme de Cauchy ci-dessus apres transformation de Fourier
partielle en x admet la formulation suivante au sens des distributions :

OF +0(A)E)F =5+ 8= ® f™ dans S'(R x RY),
supp(F) € Ry x RV,
En revenant en variables physiques par transformation de Fourier inverse
partielle en la variable x, on aboutit a la définition suivante de la notion de

solution au sens des distributions pour un probleme de Cauchy aux dérivées
partielles.

Définition 7.3.3 (Probléme de Cauchy dans S’ pour une EDP) Soient A(D,)
un opérateur différentiel a coefficients constants sur RN wvérifiant la condi-
tion (H), ainsi que deux distributions a support compact f" € E'(RLY) et
S e &(]0, 400l xRY).

On dira qu’une distribution F € 8'(Ry x RY) est une solution au sens des
distributions (tempérées) du probléme de Cauchy

Ouf(t,x) + A(Dy) f(t,z) = S(t,z) pourt >0, z € RV
flio =1
si et seulement si la distribution F vérifie
O F 4+ A(Dy)F = S 4 §i—o ® f™ dans S'(R x RY),
supp(F) C Ry x RV
ot S est le prolongement de S par 0 pourt <0 — cf. Définition 4.1.6 :

(S, B)er(RxRN )0 (RXRY) = <Sv¢’R*+><RN>$’(R1 XRN),C% (R xRN) -

Pour vérifier le bien fondé de cette définition, il faut encore expliquer la
relation existant entre la notion de solution au sens des distributions et celle de
solution classique du probleme de Cauchy, lorsqu’il en existe une.
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Proposition 7.3.4 (Solution classique / au sens des distributions) Soient
A(D,) un opérateur différentiel a coefficients constants sur RN wérifiant la
condition (H), ainsi que f™ € C*(RN) et S € C(RY x RY). Alors

(a) il existe une unique solution classique f du probléme de Cauchy

Ouf(t,x) + A(Dy) f(t,x) = S(t,x) pourt >0, x € RV,
Floo = 1"

cette solution classique est de classe C* sur Ry x RN, et pour tout t > 0, la
fonction x — f(t,x) appartient a la classe de Schwartz S(RY) ;

(b) il existe une unique solution F au sens des distributions tempérées de ce
méme probléme de Cauchy, et

(c) les solutions F et [ coincident pourt >0 :

F’Rj_xRN = f|Rj_><RN :

Démonstration. Pour démontrer le (a), appliquons & chaque membre des deux
égalités intervenant dans le probleme de Cauchy la transformation de Fourier
partielle en la variable x. On aboutit ainsi au probleme de Cauchy en variables de
Fourier (¢ étant la variable duale de z) pour une équation différentielle ordinaire
— voir Proposition 5.5.5 (b) ou 7.1.6 :

Ouf(t,€) + a(A) (&) f(t,x) = S(t,€) pour t >0, £ € RV,
£(0,8) = f™(¢).

Comme [ € S(RY) et S € C(R% x RY), leurs transformées de Fourier en
x sont des fonctions de la variable £ — et pas seulement des distributions — de
sorte qu’on peut résoudre le probleme de Cauchy en variables de Fourier comme
pour une famille d’équations différentielles ordinaires paramétrées par & € RY.
On trouve donc que

t
f(t,6) = et fin(e) 4 / e NO (s, )ds,  (,€) € Ry x RV
0

La condition (H) montre que le membre de droite de 'égalité ci-dessus définit
une fonction de classe C> sur R, x RY qui est, pour tout ¢ > 0 dans la classe
de Schwartz S (Rév ). Alors la transformée de Fourier inverse

t
f(t,x):/ Gt (e—ta(A)(é)fin(§)+/ e—(t—s)a(A)(&)S’(S,f)ds) o
RN

0

définit bien une solution de classe C> sur R, x RY au probleme de Cauchy
dans les variables physiques.

C’est la seule solution telle que la fonction  — f(¢, ) appartienne a la classe
de Schwartz S(R) car on a raisonné par condition nécessaire sur le probleme
de Cauchy en variables de Fourier.
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Définissons alors

F(t,z) = f(t,x) pour tout t > 0 et x € RV,
F(t,z)=0 pour tout t < 0 et x € RV .

On a évidemment

E(t,€) = f(t,€) pour tout t > 0 et £ € RV,
Et,6)=0 pour tout t < 0 et £ € RV,

et la Proposition 7.3.1 nous dit que, pour tout £ € RY, la fonction ¢ F(t, )
est I'unique solution au sens des distributions du probleme de Cauchy en variable
de Fourier. Autrement dit

O + o (A)E)E =5+ fo,_y  sur Rx RV,
supp(F) € Ry x RV,

en notant S le prolongement de S par 0 sur R_ — notons que ce prolongement
est encore de classe C> sur R x R car, par hypothese, S est nulle au voisinage
det=0.

Comme pour tout ¢ > 0 la fonction = — f(¢,x) appartient a la classe de
Schwartz S(RY), tous les termes apparaissant dans la formulation au sens des
distributions du probleme de Cauchy en variables de Fourier sont dans la classe
de Schwartz S(RY) par rapport a &.

Par transformation de Fourier inverse partielle en la variable x, on en déduit
que F' est 'unique distribution tempérée en x telle que

(0 + A(Dp))F = S 4 6,—0 ® f™ dans S'(R x RY)
supp(F) C Ry x RV,

ce qui établit le point (b).

Enfin, la définition de F' ci-dessus n’est autre que la relation entre f et F' du
point (c). m

La proposition précédente s’interprete facilement grace & la notion de “solu-
tion élémentaire dans le futur” pour un probléme d’évolution.

Définition 7.3.5 (Solution élémentaire dans le futur pour 9; + A(D,))
Soit A(D,) opérateur différentiel o coefficients constants sur RY. On appelle
“solution élémentaire dans le futur” de lopérateur 0y + A(D,) une solution
élémentaire de cet opérateur a support dans Ry x RN. Autrement dit, une dis-
tribution E € D' (Ry x RY) est une solution élémentaire a support dans le futur
de Oy + A(Dy) si et seulement si

(0 + A(Dy))E = 6(1.2)=(0,0) dans D'(R; x RY),
supp(E) C Ry x RV,
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La condition (H) fournit une solution élémentaire dans le futur de 'opérateur
Ot + A(D,) a support “dans le futur”, c’est-a-dire pour ¢ > 0.

Théoréme 7.3.6 (Solution élémentaire dans le futur pour 9; + A(D,))
Soit A(D,) opérateur différentiel a coefficients constants vérifiant la condition
(H). Alors

(a) pour tout t > 0, la fonction

€ e AE) est continue et bornée sur RN ;

elle définit donc pour tout t > 0 une distribution tempérée sur RN dont on
notera E4(t) la transformée de Fourier inverse partielle par rapport a & ;
(b) prolongeons E 4 aux valeurs négatives de t en posant

E4(t) =0 pourt <O0.

Le prolongement ainsi obtenu définit une distribution tempérée E4 sur Ry x RY
qui est une solution élémentaire dans le futur de lopérateur 0y + A(D,).

Démonstration. Le point (a) est une conséquence immédiate de la condition

(H).
La transformée de Fourier partielle en x du prolongement F 4 est donc donnée

par la formule
Ea(t,€) = 1g, (t)e 7N©
— le membre de droite étant une fonction bornée continue par morceaux sur
Rt X Ré\’
C’est donc une distribution tempérée sur R; x Rév , et la formule de Leibnitz
entraine que

(0 + 0(A)E)EA = e MO 5o + g, (£)((0: + 7(A)(€))e 7D E
=0=®1.

A priori, cette égalité vaut dans D’(R; x Rév ), mais comme les deux membres
de cette égalité sont des distributions tempérées sur Ry x RY, elle a lieu dans
S'(R; x RY) par densité de C°(R; x RY) dans S(R; x RYY).

En revenant aux variables physiques par transformation de Fourier inverse
partielle par rapport a &, on trouve que

(0 + A(Dy))Ea = 84=0 ® 8= dans S'(R x R")

ce qui établit le point (b), la condition de support sur E4 étant triviale par
construction de E4. m

On aura reconnu dans la démonstration de ce résultat la méthode qui nous
a permis de calculer, dans la section précédente, les solutions élémentaires des
opérateurs de la chaleur et de Schrodinger, qui vérifient évidemment tous les
deux la condition (H).
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7.4 Exercices

Exercice 1.

Soit v € RV \ {0}. Trouver une solution élémentaire tempérée dans le futur
de l'opérateur de transport 9; + v - V. (Indication : on pourra commencer par
déterminer une solution élémentaire dans le futur de 'opérateur d; sur Ry x RY,
puis y ramener 'opérateur de transport 9;4v-V, par un changement de variables
bien choisi.)

Exercice 2.

Soit A € My(R) une matrice symétrique réelle définie positive, de coeflicients
agl, avec k.l = 1,...,N. Notons P4(D,) l'opérateur différentiel homogene du
second ordre défini par

Pa(Dy)p(z) = — div(AVe(x Z k1 Oz, O, H(T)

k,l=1

pour toute fonction ¢ € C>°(R”). Posons B = AL
Montrer qu’il existe une constante c4 € R telle que

PA(D,)Es = §y dans D'(RY),

ou F 4 est la distribution définie par la fonction
2-N
x +— ca(Bz|z)
et ol on a noté
BLL'|$ Z bklwkxl s
k=1

les nombres by; désignant, pour tout k,l = 1,..., N, les coefficients de la matrice
B.

2-N
(Indication : commencer par vérifier que Pa(D,)(Bz|z) 2 = 0 pour tout
x € RV \ {0} ; puis se ramener au cas ol la matrice A est diagonale.)

Exercice 3.
Soit A € My (R) matrice symétrique réelle définie positive ; montrer que 'opéra-
teur
& + 1Pa(D,) = 8 — Z 310y, Ou,
k=1

admet une unique solution élémentaire E4 € S’(R; x RY) qui soit & support
dans R X RY. Cette solution élémentaire E 4 est la distribution donnée par la
fonction définie, pour tout (t,z) € R* x RN, par la formule

1r: (t) e—%(Aflz\x)

Ealt,z) = —————
alt:) @rh)N|dét A
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Exercice 4.

Déterminer une solution élémentaire de 'opérateur différentiel

Oy + 02 sur R~ Ry x R,
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Chapitre 8

Equations de Laplace et de
Poisson

L’objet de ce chapitre est I’étude des EDP de la forme
—Af(x)=5S(x), xz€Q

ol © est un ouvert de RY, f est I'inconnue, et S une fonction donnée.

Cette équation porte le nom d’équation de Poisson, ou de Laplace lorsque
S =0.

Afin de déterminer f de manieére unique, on ajoute & cette équation diverses
informations portant sur la solution f, comme par exemple le comportement de
f alinfini lorsque 2 est non borné, ou encore on suppose connue la restriction
de f a la frontiere de €.

8.1 Origines du modele

Les équations de Laplace et de Poisson interviennent dans de trés nombreux
contextes en mathématique et en physique. Nous allons rappeler comment cette
équation intervient dans le contexte de I’électrostatique.

La loi de Coulomb nous apprend qu’étant données deux charges électriques
immobiles ¢y et ¢ placées dans le vide aux points zg # = € R3, une force
électrique

_ 409 X —Zo
o 47T60 ‘I - 1‘0|3

s’exerce alors sur la charge ¢ du fait de la présence de la charge gy — une force
opposée s’exercant par réaction sur la charge gy en raison de la présence de la
charge ¢. La constante ¢y est la permittivité diélectrique du vide. La formule
ci-dessus montre que la force est répulsive lorsque gg et ¢ sont de méme signe
— en effet, la force exercée sur la charge ¢ est alors dirigée de zo vers x — et
attractive dans le cas contraire — la force exercée sur la charge ¢ étant alors
dirigée de z vers xg.

253
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Autrement dit, toute charge immobile gy placée au point g € R? dans le
vide crée en tout point x # x¢ un champ électrique F(z) donné par la formule

_ 4o T~ %o
47T60 |£C—{E0|3 ’

E(x) z e R\ {zo},

et la force exercée par la charge qg sur la charge ¢ est
F=qF.

La loi de Coulomb est vérifée expérimentalement avec une grande précision,
et elle constitue I'un des principes fondamentaux de la physique.

Gauss a donné de cette loi l'interprétation géométrique suivante : le flux du
champ électrique E créé par une charge qg a travers la frontiere d’un ouvert 2
a bord de classe C!' de R3 contenant gy vaut go/eo. Ceci s’écrit

E(z) - nydo(z) = éqo , pour tout Q2 C R? contenant la charge qq,
o0

ol m, est le vecteur unitaire normal & 92 au point z dirigé vers l'extérieur de
Q, et ou do est I'élément de surface sur 9f).

Manifestement, le champ électrique créé par un systéme de charges est la
superposition des champs électriques créés par chacune de ces charges. Ceci
permet d’affirmer que le flux a travers 02 du champ électrique créé par une
densité de charges p vérifie

E(z) -ngdo(z) = i/ p(z)dx , pour tout ouvert Q C R? & bord C?.
Q

€0

o0

Supposons maintenant que F est de classe au moins C' Let que p est au moins
continue sur R3. Appliquant la formule de Green (Théoreme 3.5.4) & I'intégrale
de surface au membre de gauche de cette égalité, on trouve que

/ div E(z)dx = = | p(x)dz, pour tout ouvert Q C R* & bord C*.
Q Q

€0
Ainsi la fonction continue
i 1
f=divE — =P
vérifie
/ f(z)dz = 0 pour tout ouvert Q C R3 a bord C1.
Q

On en déduit que f est nécessairement identiquement nulle sur R3, c’est-a-dire
que le champ électrique E vérifie 'équation de Gauss

edivE =p.
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Un autre principe important de ’électrostatique est I'existence d’un potentiel
scalaire électrostatique. On voit sur la formule de Coulomb donnant le champ
électrostatique créé par une charge immobile gg au point zo € R3 que

G0 T —Xo Qo 1 3
E@g)=——+=-V, | —— |, zeR o} .
() dmey |z — xo|3 z <47reo |:17:c0|> \ {zo}
Comme le champ électrique créé par un systéme de charges est la somme des
champs élémentaires créés par chaque charge, il est naturel de postuler qu’il en
va de méme pour le potentiel créé par un systéeme de charges. Il existe donc une

fonction x — V(z) & valeurs scalaires (réelles) telle que

E=-VV.

Eliminant le champ E entre cette égalité et 1’équation de Gauss, on trouve
finalement que
—e0AV(z) = p(z), x€R3.

Ceci est 1’équation de Poisson qui gouverne le potentiel électrostatique V' créé
par une densité de charges p.

Lorsque le probleme est posé dans tout I’espace euclidien R?, il n’y a mani-
festement pas unicité de la solution : en effet, si V' est une solution de I’équation
de Poisson ci-dessus, V + Const. en est aussi solution. D’ailleurs

—V(V + Const.) = —=VV

de sorte que les potentiels V et V+ Const. produisent le méme champ électrique,
et donc la méme force électrique — qui est en fait la quantité observée. On ajoute
donc a I’équation ci-dessus la condition de normalisation
lim V(z)=0.
|z|—o00

Il est donc naturel de se demander si I’équation de Poisson vérifiée par V
et la condition de normalisation déterminent le potentiel V' de fagon unique a
partir de la densité de charges p.

On peut aussi considérer que les charges sont enfermées dans une enceinte
délimitant un domaine Q de R3, enceinte dont la surface 9Q est portée & un
potentiel V, : dans ce cas, il faut ajouter a I’équation de Poisson vérifiée par V'
la “condition aux limites de Dirichlet”

Vi =V

Dans ce cas, on cherchera si I’équation de Poisson vérifiée par le potentiel V'
dans le domaine €2 et la condition de Dirichlet pour V sur 92 déterminent a
nouveau V' de fagon unique.

Les équations de Laplace ou de Poisson interviennent aussi dans bien d’autres
domaines de la physique (en thermique, en neutronique, c’est-a-dire pour cal-
culer la diffusion des neutrons dans un coeur de réacteur nucléaire...)

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment les outils de calcul que nous
avons développés jusqu’ici sur les distributions permettent de répondre tres
simplement aux questions posées ci-dessus.
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8.2 Equation de Laplace et fonctions harmoni-
ques

Commengons par étudier le noyau de 'opérateur laplacien vu comme appli-
cation linéaire sur I’espace vectoriel des fonctions de classe C2. Ceci intervient
naturellement dans la question de I'unicité pour I’équation de Poisson.

Soit 2 ouvert de RY.

Définition 8.2.1 (Fonctions harmoniques) Une fonction f de classe C? sur
Q et a valeurs réelles ou complexes est dite harmonique dans € si

Af(z)=0, zel.

Commengons par donner quelques exemples de fonctions harmoniques.

En dimension d’espace N = 1, la notion de fonction harmonique est sans
intérét : les fonctions harmoniques sur un intervalle de R sont les restrictions a
cet intervalle de fonctions affines, c¢’est-a-dire de fonctions de la forme

fl@)=azx+b.

Un autre cas particulier, plus intéressant, est celui de la dimension d’espace
N = 2. Identifions R? & C par (z,y) — 2z = z + iy. Soit f € C*(©,C); on
définit 0, f et 05 f en écrivant que

df = O, f do + 0, f dy = 0. f dz + 0= f dz,

avec
dz = dx +idy et dzZ = dz — idy.

On trouve alors que
0. = 3(9, — i0y) et 9z = (9, +i0,).
Notation : Il est d’usage de noter
of =0-f.
Rappelons que f € C1(€, C) est holomorphe sur €2 si et seulement si
Of =0 sur Q;

(cf. [6], Remarque V.1.14, ou [9], chapitre X, Définition 2.3.1). En posant u =
R(f) et v = S(f), on voit que cette relation est équivalente au systeme des
relations de Cauchy-Riemann

Oxu = Oyv,
Oyt = —0,v,
de sorte qu’on appelle également “équation de Cauchy-Riemann” la relation
af =0,
et “opérateur de Cauchy-Riemann” l'opérateur différentiel

d = 1(0, +10,).
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Proposition 8.2.2 (Fonctions harmoniques / fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe sur un ouvert Q) de C est harmonique dans Q). En
particulier, si f est une fonction holomorphe dans Q, alors les fonctions R(f)
et S(f) sont harmoniques dans Q.

Démonstration. Soit f holomorphe sur 2; elle est donc développable en série
entiere en tout point de §2 et donc, en particulier, de classe C'*° sur ).
On en déduit, d’apres le lemme de Schwarz (Lemme 1.1.1), que

05 (0y f) = 0y (05 f) sur Q.

Comme f est holomorphe sur €, elle est solution de ’équation de Cauchy-
Riemann, de sorte que

0 =0:(0) = 0:(0:f) = §(Oxaf +i02(0yf) — i0y(0uf) + Oy f)
= 2(Ouaf + Oyyf) = $Af sur Q.

Enfin, comme le laplacien A est un opérateur différentiel linéaire a coeffi-
cients réels,

R(AS) = ARS) et S(AS) = A(SS)

de sorte que si f est une fonction harmonique a valeurs complexes dans 2, ses
parties réelle et imaginaire sont également harmoniques dans 2. m
Cette proposition permet de voir sans aucun calcul que les fonctions

(z,y) — e® cosy ou (z,y) — e”siny

sont harmoniques dans R?, puisqu’il s’agit respectivement des parties réelle et
imaginaire de la fonction
ze”
qui est holomorphe sur C.

Il existe donc beaucoup de fonctions harmoniques en dimension > 2 et ce ne
sont pas toutes des fonctions polynomiales.

Revenons au cas général de fonctions harmoniques dans un ouvert Q de RY
avec N > 1 quelconque. Nous allons établir une propriété qui joue, pour les
fonctions harmoniques, un role analogue a celui de la formule de Cauchy pour
les fonctions holomorphes.

Théoréme 8.2.3 (Propriété de la moyenne) Soient Q un ouvert de RN et
f une fonction de classe C? sur Q a valeurs réelles ou complexes. Les propriétés
(a) et (b) ci-dessous sont équivalentes :

(a) la fonction f est harmonique dans €2,

(b) pour tout zo € Q et tout r > 0 tel que B(xo,7) C €,

Fla) = = [ @+ ra)do(w),
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ot do désigne l’élément de surface sur la sphére unité SN =1 | et on

_ 271.N/2
‘SN 1‘ :/ do = T N
v T ()

est la surface de SN~ (cf. section 6.4).

Lorsque N =1 et que € est un intervalle de R, le résultat est évident. En
effet, la propriété (b) devient
(b’) pour tous a,b € Q, l'on a

() - Lo,

Cette propriété est évidemment vérifiée par toute fonction affine; or on a
déja vu que les fonctions harmoniques sur un intervalle de R sont précisément
les restrictions & cet intervalle de fonctions affines sur R : on en déduit que (a)
implique (b’) dans le cas particulier ou N = 1.

Réciproquement, étant donné xy € €2, on choisit € > 0 tel que le segment
[xo — €, 20 + €] C . Puis, pour 0 < h < ¢, on écrit (b’) avec a = zg — h et
b= xg + h sous la forme

f(xo+h)+ f(xo—h) —2f(x0)

2 =0.
Comme on a supposé que f est de classe C? sur €,
o flwo+h)+ flwo—h) —2f(x0)
0= hhj(r)h h?2 = J7@o),

ce qui montre que f est harmonique dans §2, puisque z( est un point quelconque
de €.

Donnons maintenant la démonstration de la propriété de la moyenne dans
le cas général N > 2.
Démonstration. Pour 2y € Q, notons p(z) = dist(xg,dQ) > 0. Pour tout
R €]0, p(x0)[, on a B(xg, R) C Q, et la fonction

[0, R] x sV-1 3 (ryw) = f(zo + rw)

est de classe C2.
Appliquant alors le théoréme de dérivation sous le signe somme (voir note 3
p. 12 du chapitre 1) sur le compact [0, R] x S¥~1 on trouve que :

d

ar - f(zo + rw)do(w) = /SJL1 Vf(zo +rw) - wdo(w)

1
= N1 /BB(IO’ )Vf(y) -v(y)dS(y),
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la deuxieme égalité découlant du changement de variables xg + rw = y. Dans
cette formule v(y) désigne le vecteur unitaire normal & OB(x,r) au point y
pointant vers Uextérieur de B(zg,y), et dS I'élément de surface sur la spheére
0B(zg,r).

Par hypothese, f est de classe C? au voisinage de B(x¢,7); en appliquant la
formule de Green (Théoréme 3.5.4) & la derniere intégrale ci-dessus, on trouve
que, pour tout r €]0, p(zo)],

d Fwo + rw)do (w) TN% /B A s

dr SN-1

=
= — Af(x)dx .
TN o, ()

Montrons maintenant que (a) implique (b). En effet, le calcul ci-dessus
montre que, comme Af = 0 sur 2, la fonction

T flzo + rw)do(w)
gN-1
est constante sur l'intervalle [0, p(xo)[ : elle est donc égale identiquement & sa
valeur en r =0 :

/ f(zo + rw)do(w) = f(20)o (SN 1) pour tout 0 < r < p(zo)
SN-1

ce qui est précisément la propriété (b).
Réciproquement, si f vérifie la propriété (b), la fonction

r f(zo + rw)do (w)

SN-1

est constante sur 'intervalle [0, p(zg)[, de sorte que

d

/ Af(z)de = V"1 — / f(zo + rw)do(w) =0
B(xo,r) dr SN-1

pour tout o € Q et tout r €]0, p(xo)[. La fonction Af continue sur Q étant

d’intégrale nulle sur toute boule ouverte contenue dans €2, on en déduit que

Af =0 sur €, c’est-a-dire que f est harmonique dans 2. m

En intégrant par rapport a r les deux membres de 1’égalité traduisant la
propriété de la moyenne, on montre aisément qu’en réalité, la valeur d’une fonc-
tion harmonique en un point est égale a n’importe quelle moyenne radiale de
cette fonction autour du point considéré — et pas seulement a la moyenne de
la fonction sur une sphere centrée au point considéré.

Corollaire 8.2.4 Soient Q ouvert de RN et f € C?(), harmonique dans Q.
Soient zg € Q et p(zo) = dist(xg, Q) > 0. Alors, pour tout R €]0, p(xo)[ et
toute fonction radiale x v+ v (|z|) appartenant a L*(B(0,R)), on a

f(zo) /B oy s = /B o F0 9,
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Démonstration. La fonction harmonique f vérifie la propriété de la moyenne

f(x0)|SN*1| = / f(zo + rw)do(w), pour tout r € [0, p(xo)][-

SN-1

Multiplions chaque membre de cette égalité par ¥)(r)r¥~1 et intégrons en r €
[0, R] : on trouve que

s [ vt = ([ gt o)) v ar.

En appliquant le théoreme de Fubini, on commence par montrer que

/OR (/S Flwo + m)do(w)) Y(ryrNdr

= / flao+ rw)¢(7‘)7‘N_1drd0(w) .
J0,R[xSN—1

Puis on effectue le changement de variables faisant passer des coordonnées
cartésiennes aux coordonnées sphériques rw =y :

R
o) [ oty = Sl [
:/ f@o + rw)p(r)rN~tdrdo(w)
J0R[xSN—1

— / F(o+y)e(lyldy |
B(0,R)

ce qui est précisément la relation annoncée. m

Voici une conséquence immédiate de la propriété de la moyenne

Corollaire 8.2.5 (Cas particulier du théoréme de Liouville) Toute fonc-
tion harmonique sur RN tendant vers 0 a linfini est identiquement nulle sur
RYV.

C’est une propriété “de rigidité” des fonctions harmoniques, analogue au
théoréme de Liouville pour les fonctions holomorphes .
Démonstration. Soient f € C2(R") harmonique sur R" et un point zo € RY
quelconque. D’apres la propriété de la moyenne

f(zo) = ﬁ /N f(xo + rw)do(w) pour tout r > 0.
SgN-1

D’autre part, dire que f(z) — 0 lorsque |z| — 0T, c’est dire que

pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que |f(z)| < € lorsque |z| > R.

1. Théoréme de Liouville. Toute fonction holomorphe sur C et bornée est constante.
Cf. [6], Corollaire V.2.11, ou [9], chapitre X, Proposition 6.1.1.
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En particulier,
|f(z0 + rw)| < € pour tout w € SV et r > R+ |zo].
Autrement dit
f(z0 4 rw) — 0 uniformément en w € SV~ lorsque r — +o00.

Donc, pour r — +o00

@)l < =y [ 1o+ r)lda(e) < sup. |Flao+ )] 0.

|ow|=1

Par conséquent, f(zg) = 0. Comme xy € R” est arbitraire, ceci montre que f
est identiquement nulle sur RY. m

Une autre conséquence extrémement importante de la propriété de la moyenne
est le fait que les fonctions harmoniques vérifient le principe du maximum, de
méme que les (modules de) fonctions holomorphes.

Théoréme 8.2.6 (Principe du maximum fort) Soit Q un ouvert conneze
de RN et f une fonction de classe C? dans Q, harmonique et a valeurs réelles.
Sl existe a € Q tel que

f(z) < f(a) pour tout x € Q,
alors la fonction f est constante sur §2.
Démonstration. Posons
A= T {f(@)}) ={z € Q| f(2) = f(a)}.

Tout d’abord, A est non vide puisque a € A par définition.

D’autre part, A est fermé dans  comme image réciproque du fermé {f(a)}
de R par 'application continue f: 2 — R.

Montrons que A est ouvert dans 2. Soit donc xg € A ; on rappelle la notation
p(xo) = dist(zg, Q) > 0. Nous allons montrer que

B(zo, p(xo)) C A.

En effet, d’apres la propriété de la moyenne

f(a) = £(w0) = sy [ oo+ o)

SN-1

ou encore, de fagon équivalente,

e [ @) = o +re))do(e) = 0
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pour tout 7 €]0, p(x)[. Or, par hypothése, I'intégrande dans la formule ci-dessus
est une fonction continue et positive ou nulle sur S¥=1 : comme son intégrale
est nulle, il s’ensuit que I'intégrande est identiquement nul. Donc

f(zo 4+ rw) = f(a) pour tout w € RV tel que |w| =1,
et comme cette égalité vaut pour tout r € [0, p(x)[, on en déduit que

f(x) = f(a) pour tout x € B(zg, p(xo)),

ce qui signifie bien que B(zg, p(x¢)) C A comme annoncé.
Donc A est une partie non vide ouverte et fermée de ) qui est connexe : par
conséquent A =Q. m

Revenons a la propriété de la moyenne : on a vu qu’elle caractérise, parmi les
fonctions de classe C?, celles qui sont harmoniques. Or, pour écrire la propriété
de la moyenne pour une fonction f définie sur un ouvert 2 de RY, il suffit que
la fonction f soit continue sur ).

Ceci suggere donc, comme on l'a déja fait pour I’équation de transport,
d’étendre la propriété d’harmonicité & des fonctions qui ne sont pas de classe C2.
Le cadre le plus général pour ce faire est évidemment la théorie des distributions.

Définition 8.2.7 (Distributions harmoniques) Soit ) ouvert de RN et T €
D'(R2). On dira que T est une distribution harmonique dans Q si la distribution

AT =0 dans D' ().

De fagon remarquable, cette généralisation est toutefois sans objet, comme
le montre I’énoncé suivant.

Théoréme 8.2.8 (Régularité des distributions harmoniques) Toute dis-
tribution harmonique dans un ouvert Q de RN est une fonction de classe C™
sur Q.

Démonstration. Soit 7' € D’'() telle que
AT =0 dans D'().

Soient 79 € Q, et R > 0 tel que B(wg,2R) C Q. Soit alors ¢ € C*(RY)
vérifiant

0<¢<1, supp(¢)C B(wo,3R), ¢(z)=1pour |z|<R.
(L’existence d’une telle fonction ¢ découle du Lemme 1.4.1.) On va montrer que
T est de classe C* sur B(zo, 3R).
Observons tout d’abord que ¢T' € £'(Q) vérifie

A(¢T) =2V¢ - VT + (Ap)T;



8.2. FONCTIONS HARMONIQUES 263

comme V¢ est & support dans {z € RV | R < |z| < 2R} on en déduit que
@T est une distribution harmonique dans B(zg, R) .

On notera encore ¢T le prolongement de ¢T' € £'(2) par 0 en dehors de Q (cf.
Définition 4.1.6).
Soit (Ce)e>o suite régularisante telle que

0<¢ € CRY), supp(l) C B(0e), Ce(x)dr =1.
RN

Alors
A(Ce * (¢T)) = Ce * A(¢T)

et comme ¢T est une distribution harmonique dans B(xg, R), on déduit de la
propriété de majoration du support d’un produit de convolution (cf. Proposition
4.2.2) que

supp(A(Ce * (¢T))) C supp(Ce) + supp(A(¢T))
C B(0,e) + (RM\ B(0,R)) =RN \ B(0,R —¢)

Donc
Ce* (¢T) € C=(RN) est harmonique dans B(0, R — ¢) .

Supposons dans tout ce qui suit que 0 < € < %R, et considérons la fonction
radiale ¥(z) = ¢(|z|?) & support dans B(0, 1+ R) avec 1) € C°(R) et

léwwm%wzl.

D’apres la conséquence de la propriété de la moyenne énoncée au Corollaire
8.2.4, appliquée ici a 'ouvert B(zo, %R) sur lequel ¢ x (¢T') est harmonique, on
trouve que

G 0@ = [ | G (0T = (i = U (G (0T) o)

B(O,ZR)

pour tout z € B(zo, 3 R).
Or, d’apres le Théoreme 4.2.5

Cex (¢T) — ¢T dans D'(RY) quand € — 0,
d’olt on déduit, en appliquant la Proposition 4.2.7, que
Ux(CH(¢T)) — Uk (pT) uniformément sur tout compact de R quand € — 0.

Comme
Cx O gy 1y = T Cex O, 1
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au sens des distributions pour tout e €]0, %R[, on trouve, en faisant ¢ — 07
dans chaque membre de 1’égalité ci-dessus, que

U (67)]

(bT’B(ﬂfm%R) B(ﬂcoéR).

Or le membre de droite est une fonction de classe C'*°, de sorte que

T!B(xo,%R) = ¢T|B(IO,%R)

est de classe O™ sur B(zg, 1 R).

Comme ceci vaut pour tout zg € £2, on en conclut que 7" est une fonction de
classe C*° sur Q). m

Le théoreme précédent est tres loin d’étre optimal. En effet, on peut mon-
trer que toute distribution harmonique dans un ouvert de R est une fonction
analytique dans cet ouvert — c’est-a-dire qu’elle est la somme de sa série de
Taylor au voisinage de tout point de 'ouvert.

Voici, dans le cas particulier de la dimension 2, un énoncé analogue a celui-ci.

Définition 8.2.9 (Distributions holomorphes) Soit Q C C. On dira qu’une
distribution (a4 valeurs complezes) T € D'(Q;C) est holomorphe sur Q si et
seulement si elle annule Uopérateur de Cauchy-Riemann

T =0T = £ (9, T +i0,T) = 0 dans D' ().

1
2

Comme dans le cas des distributions harmoniques, cette définition est sans
objet, grace a la remarque suivante, qui est une conséquence immédiate du
théoréme de régularité des distributions harmoniques (Théoréme 8.2.8.)

Corollaire 8.2.10 Soit Q ouvert de C. Toute distribution holomorphe sur £
est une fonction holomorphe sur §2

Démonstration. Soit 1" distribution holomorphe sur €2 : alors
AT = 40,0:T = 0 dans D'(Q) .

Autrement dit, T" est une distribution harmonique dans Q2. D’apres le Théoreme
8.2.8, la distribution T" est donc une fonction de classe C'**° sur €.
Or cette fonction de classe C™° vérifie ’équation de Cauchy-Riemann

0T =0 sur Q;

on en déduit que T est holomorphe sur Q — cf. [6], Remarque V.1.14 ou [9],
chapitre X, Définition, 2.3.1. m

Voici un résultat également tres simple a démontrer, et qui va dans le méme
sens.

Théoréme 8.2.11 (Distributions tempérées harmoniques) Toute distri-
bution tempérée harmonique sur RN est une fonction polynémiale.
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Avant de donner la démonstration de ce résultat, soulignons qu’il est es-
sentiel d’y supposer que les distributions en question sont tempérées. En effet,
nous avons déja rencontré, au début de cette section, les exemples des fonctions
définies par

(z,y) — e®cosy ou (z,y) — e®siny

qui sont harmoniques dans R? comme parties réelle et imaginaire de la fonction
z + e” holomorphe sur C, mais ne sont bien str pas polynomiales.

Démonstration. Soit donc T' € S'(RY) telle que
AT = 0 dans S'(RY).
Notons 7' la transformée de Fourier de T'; d’aprés la Proposition 5.4.3 (a), on a
AT = —|¢]*T = 0 dans S'(RV).
Par conséquent
T est une distribution & support dans {0} .

D’apres le Théoreme 4.1.7, la distribution T est donc une combinaison linéaire
de la masse de Dirac en 0 et de ses dérivées : il existe m € N et des nombres
aq € C pour |a] < m tels que

T= > a,0%.
la|<m

Or on sait (voir Exemple 5.4.6) que
b0 =1 et que 923 = (i€)",

de sorte que la relation ci-dessus portant sur T et le théoreme d’inversion de
Fourier dans &'(R”) (Théoréme 5.4.8) impliquent que

T:W Z aa(—1§)",

o] <m

ce qui est précisément le résultat annoncé. m

8.3 L’équation de Poisson dans l’espace eucli-
dien
Rappelons le calcul des solutions élémentaires du laplacien au chapitre 7 (cf.

Théoreme 7.2.1) :
—AEy = 6§y dans D'(RY),
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ol
El(as):—%\scL reR,
Ey(z) = filnm, z € R?\ {0},
1
EN(x):ima zeRV\ {0}, N>3,

avec la notation

27N/2(N - 2)

CN:(N_Q)‘SN_I‘: F(ﬂ) )

N >3.

(Pour la deuxiéme égalité ci-dessus, voir 'appendice du chapitre 3.)

Observons que, pour N = 1 et N = 2, les solutions élémentaires F; et
FE5 du laplacien ne tendent pas vers 0 a l'infini, ce qui complique un peu le
comportement des solutions de I’équation de Poisson dans le cas N = 2 (le cas
N =1 étant essentiellement trivial).

Afin d’éviter ces deux cas quelque peu exceptionnels, nous supposerons dans
la suite que N > 3.

Théoréme 8.3.1 (Résolution de I’équation de Poisson) Soient N > 3 en-
tier, S € E'(RN) et T € D'(RYN) tels que

—AT = S dans RV .

Alors
(a) T est de classe C> sur RN \ supp(9) ;
(b) Vunique solution du probléme

—AT = S dans D'(RN), et lim T(z)=0
|z| =00
est
T = EN *S.

Démonstration. Pour ce qui est du point (a), observons que T est une dis-
tribution harmonique dans I'ouvert Q = R” \ supp(S). D’apres le Théoreme
8.2.8 sur la régularité des distributions harmoniques, T" est donc une fonction
de classe C*° sur ).

Passons & la démonstration du point (b).

D’abord, comme S est une distribution & support compact dans R et En
une fonction localement intégrable, donc une distribution sur R¥, le produit de
convolution Fy + .S est bien défini et on a, d’aprés le Théoreme 4.4.6,

~A(En % 8) = (~AEyN) %S =y xS = S dans D'(R").

Montrons que En * S tend vers 0 a l'infini. Notons que ceci a bien un sens
car, d’aprés le (a), la restriction de Ey xS & R™ \ supp(S) est une fonction de
classe C'*°.
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Soit y € C*°(RY) une fonction vérifiant
x(z) =1sifz| <1, x(z)=0silz[>2, 0<x<1,

(prendre la fonction J de la section 1.2 du chapitre 1 avec a = 1 et b = 4) et
posons
En =G+ Gy OflGlz(l—X)ENetGQZXEN,

de sorte que
EnxS=GxS+Gy%xS.

Soit R > 0 tel que
supp(S) C B(0, R);

la majoration du support du produit de convolution dans la Proposition 4.4.2
entraine que
supp(Ga x S) C supp(Gz) + supp(S) = B(0,R+1).
Ainsi -
T =Gy xS dans D'(RY \ B(0,R +1)).

Remarquons que G € C°(RY); ainsi G; xS est une fonction de classe C*
sur RY. La propriété de continuité de la distribution & support compact S (cf.
Proposition 4.1.5) s’écrit

|G1x S(z)| = (S, Gi(x =)

<C  sup |0°G1 (z — y)| pour tout x € RV,
le|<m, ly|<R

ou m est I'ordre de la distribution & support compact S.
Ecrivons cette propriété pour || > R’ > R+ 2 :

[GixS(@)| <C  sup  [0°Gi(z—y)|=C  sup  [0"En(z—y)|

lal<m, [y|<R la|<m, [y|[<R

car x(x —y) =0si 2| > R et ly| < R.
Or, comme Ey est une fonction homogene de degré —(N — 2), la fonction
0®En est homogene de degré —(N — 2) — |al, de sorte que

|0“En (2)| < Cqlz|~ ™ =2~1el pour tout z € RN\ {0}.
Donc
CSUngm Co

|Gy S(x)] < W,

lz| > R'.
On en déduit que
1
T(x)=G1*xS(z) =0 PieE — 0 pour |z| = o0,

ot m est 'ordre de la distribution a support compact S.
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Montrons enfin 'unicité de la solution.
Si Ty et Ty sont deux solutions du probleme

~AT = S dans D'(RY), lim T(x)=0,

|z|—o00

alors Ty — Ty est une distribution harmonique sur RY, et donc une fonction
de classe C*° harmonique d’apres le Théoreme 8.2.8. De plus, cette fonction
harmonique 77 — 75 tend vers 0 a 'infini : d’apres le cas particulier du théoreme
de Liouville (cf. Corollaire 8.2.5), T; — T5 est identiquement nulle, de sorte que
T1 = TQ. ]

On a vu que les distributions harmoniques dans un ouvert de R" sont des
fonctions de classe C*° dans cet ouvert.
Ce résultat remarquable se généralise comme suit :

Théoréme 8.3.2 (Régularité locale et laplacien) Soient 0 ouvert de R
et T € D'(Q). Si la distribution AT est une fonction de classe C*° sur 2, alors
T est également une fonction de classe C'*° sur €.

Cette propriété ne se généralise pas a tout opérateur différentiel, méme a
coefficients constants.

Contre-exemple. Soient v,w € RY \ {0} tels que vLw. Pour toute fonction
F de classe C! sur R, on a

v-VF(w-z)=(v-w)F'(w-z)=0.
Par conséquent, le fait que
v-Vf e C®RYN) nimplique pas que f € C®°(RN).

Démonstration du Théoréme 8.3.2.
Soient xg € Q et r > 0 tel que B(xo,2r) C Q. Soit ¢ € C°(Q) vérifiant les
propriétés suivantes

¢, 3. =1, supp(¢) C B(x,2r), 0<¢<1.
B(£E0727‘)

La distribution ¢T € £'(2) ; en notant encore ¢T son prolongement par 0 &
RY\ Q, on a, d’aprés la formule de Leibnitz

—A(¢T) = —¢pAT — 2V¢ - VT — (A¢)T dans D' (RV).

Posons
S1=—¢AT et So = =2V¢ - VT — (AP)T;

évidemment

S; € C(RYN) et supp(Sz) C B(xo, 2r) \ B(xo, 3r).
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Alors, comme ¢T est nulle pour |z — zg| > 2r, le point (b) du Théoréeme
8.3.1 entraine que

¢T:T1+T2, aveCleEN*SletngEN*Sg.

La distribution T} est une fonction de classe C* sur RY comme produit de
convolution de la fonction localement intégrable En par la fonction S; appar-
tenant & C°(RY).

Quant a la distribution 75 c’est la solution du probleme

—AT, = Sy dans D'(RY), avec lim Th(z) =0.

|z|—o00

D’apres le point (a) du Théoreme 8.3.1, T est donc une fonction de classe C*
sur B(zg,7) C RY \ supp(Sz).

On en déduit que T|B(wD,T) = ¢T’B(zo,7') est une fonction de classe C*°.
Comme ceci vaut pour tout zg € et tout r > 0 tel que B(xg,2r) C €, c’est
donc que T est une fonction de classe C*° sur ). m

8.4 Problemes aux limites pour le laplacien

Dans de trés nombreux contextes physiques, il est naturel d’étudier les
équations de Laplace ou de Poisson dans un ouvert  de RY. Dans ce cas,
I’équation de Laplace de Poisson ne suffit pas a déterminer compléetement la
solution. On a besoin pour cela d’informations supplémentaires sur le compor-
tement de la solution au bord de I'ouvert 2. Ces informations supplémentaires
portent le nom de “conditions aux limites”. Elles jouent un réle analogue a la
condition de limite nulle & I'infini du (b) dans le Théoréme 8.3.1. Nous ne dirons
que quelques mots de ce type de problemes, pour I’étude desquels on renvoie le
lecteur au chapitre 5 de [1].

On supposera dans tout ce qui suit que © est un ouvert de RY & bord de
classe C.

Voici deux exemples classiques de problemes aux limites pour les équations
de Laplace ou de Poisson.

Le premier exemple est

—Au=f, sur €2,
ulp =9-
L’inconnue est ici la fonction u, tandis que les données sont les fonctions f et
g. Ce probleme porte le nom de “probléeme de Dirichlet” pour le laplacien, et la
condition u|aQ = g au bord de §2 s’appelle “condition de Dirichlet”.
Le second exemple est
—Au=f, sur Q,

ou
371’39:97
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ol, de nouveau, les fonctions f et g sont données, tandis que la fonction u est
I’inconnue. La notation

ou

— () désigne Vu(z) - n
ou n, est le vecteur normal unitaire au point = de 0S2 dirigé vers 'extérieur de
Q. Ce second probléme aux limites porte le nom de “probleme de Neuman”, et

la condition au bord %} aq = 9 s’appelle “condition de Neuman”.

Dans le contexte de I'électrostatique ol 'inconnue est le potentiel électrosta-
tique créé par une densité de charges proportionnelle a f, la condition de Di-
richlet consiste a postuler que le bord de €2 est porté a un potentiel imposé —
typiquement, lorsque g = Const., le bord de {2 est une équipotentielle.

La condition de Neuman homogene exprime le fait que le champ électrique
au bord de € est tangentiel a 9S) : ceci se produit dans le cas ou la surface
bordant le domaine 2 est un conducteur parfait.

Pour ces problemes, on ne dispose pas, en général, de formule compléetement
explicite donnant la solution u en fonction de f et de g.

Une approche possible consiste a ramener les problemes de Dirichlet et de
Neuman & des problémes de minimisation pour des fonctionnelles appropriées
sur des espaces fonctionnels bien choisis.

Pour le probleme de Dirichlet, on suppose que 'on connait une fonction
G € C%(Q) telle que

9==Glyq-
En posant v = u — G, le probleme de Dirichlet se réécrit sous la forme

—Av = f+ AG dans Q,
v]pq =0
Notons H}(2) 'adhérence de C2°(Q) dans I'espace de Sobolev H() (cf.
section 5.7 du chapitre 5) défini par
HYQ)={uecL*Q)|0,uc L), k=1,...,N}.

Ainsi H} () est le sous-espace fermé de H' () des fonctions de trace nulle sur
0f) — voir Théoreme 5.7.6. Alors, I'unique solution v du probleme de Dirichlet
ci-dessus réalise

we (4 [ @i [ o))+ a6 )

v
vEH;(Q) Q

Voir [1], chapitre 5.2, pour une étude détaillée de ce probléme.

Pour le probleme de Neuman, observons tout d’abord que, s’il en existe une
solution u € C%(Q), alors, d’apres la formule de Green (Théoréme 3.5.4), on a

/Qf(x)dx:/QAu(:c)dx:/Qdiv(Vu)(x)d:r

= Vu(x) - ngdo = / @da =
0
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ou do est ’élément de surface sur 02, et n, le vecteur unitaire normal & 9 au
point z dirigé vers 'extérieur de (2.

Si tel est le cas, le probleme de Neuman se ramene a ’étude du probléeme de
minimisation

Lt (; /Q IVu(z)2de — /Q u(z) f(x)dm) .

— voir [1], chapitre 5.2.

Ce qui est remarquable dans cette problématique est que la fonctionnelle &
minimiser est la méme dans les deux cas (lorsque g = 0, c’est-a-dire G = 0 dans
le cas du probléme de Dirichlet). La distinction entre la condition de Dirichlet
et la condition de Neuman vient du domaine sur lequel on cherche a minimiser
cette fonctionnelle : il s’agit de H'(2) dans le cas de la condition de Neuman,
et de son sous-espace fermé H}(Q) dans le cas de la condition de Dirichlet.

8.5 Exercices

Exercice 1.
a) Notons RY le demi-espace {x € R" |zy > 0}. Soit f € C (Rf) harmonique

sur Rf. Posons

f(z) sizy >0,
F(x)_{_f(xlw-wa—h_fEN) si x§<0.

Montrer que F définit une distribution sur RN et calculer AF au sens des
distributions dans RY.

b) On suppose ici que N > 3. Soit g € C.(R¥1); en se basant sur ce qui
précede, énoncer et démontrer un résultat d’existence et unicité pour le probleme
de Dirichlet dans le demi-espace

Af(x) =0 pour tout z € Rﬁ,
f

On précisera dans quel sens la condition de Dirichlet

INIO = g.
f’zN:() =9

est vérifiée par la solution f.

Exercice 2.
a) Calculer, pour tout r € [0,1] et tout §# € R

P.(0) = Z rinleind

neZ
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montrer que P, est de signe constant, que l'on précisera. (La fonction P, s’ap-
pelle “noyau de Poisson du disque unité”.)

b) A toute fonction f € L' ([—,7]), on associe la fonction F' définie sur le disque
unité ouvert U de R? par la formule

Montrer que F' € C%(U) et que
AF =0dans U.

(Indication : on pourra soit effectuer un calcul direct, soit faire intervenir une
fonction holomorphe sur U bien choisie.)

¢) Etudier le comportement de F(re?®) pour r — 17.
d) Méme question lorsque f est continue sur R et 27-périodique.

e) Résumer les résultats ci-dessus en un énoncé portant sur la résolution du
probléme de Dirichlet dans le disque unité ouvert U de R? :

AF(z)=0 pour tout x € U,

Floy =f;
(on précisera en quel sens la condition de Dirichlet
F |aU =/

est satisfaite.)

Exercice 3.

a) Soit (K,d), espace métrique connexe et compact. Montrer que K est bien
enchainé, c’est-a-dire que, pour tout r > 0, et tout couple (a,b) € K x K, il
existe une suite finie de points de K vérifiant

To=a, Tp, =D, et d(xg—1,2) <rpour 1 <k <n.

Soient € ouvert connexe de RNL et U C  un ouvert connexe d’adhérence
compacte U C (2. Soit r = 1dist(U, RV \ ) > 0.

b) Soit enfin f une fonction harmonique positive ou nulle sur 2. Comparer, pour
tout couple (z,y) de points de U tels que |z — y| < r, les quantités

|B(x,3r)|f(x) et [B(y,r)|f(y) .-

¢) Déduire de ce qui précede 'existence d’une constante C(U, Q) > 0 telle que,
pour toute fonction harmonique f positive ou nulle sur §2, I'on ait

sup f(2) < C(U,9) inf f(2)

zeU
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(inégalité de Harnack.)

d) Soit u1 <wug <...<wu, <...suite croissante de fonctions continues sur €.
Supposons que la fonction

x — u(z) = sup uy,(x)
n>1

est continue sur 2. Montrer qu’alors
U, — u uniformément sur tout compact de €2

lorsque n — oo (théoréme de Dini.) (Indication : pour K compact de 2 et € > 0,
on pourra considérer la suite de parties de K définie par

F.(e) ={z € K|u(z) —un(z) >€}, n>1.)

e) Soit f1 < fo < ... < f, <...suite croissante de fonctions harmoniques sur
Q. Montrer que, lorsque n — 0o,

e soit f,(x) — 400 pour tout = € Q,

e soit f,, converge uniformément sur tout compact de 2 vers une fonction f
harmonique dans 2.
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Chapitre 9

Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est I’équation aux dérivées partielles du second ordre
Ouf(t,x) —cApf(t,x) =0, zeRN, t>0,

ou l'inconnue est la fonction f et ou ¢ est une constante strictement positive.
Rappelons que la notation A, désigne le laplacien par rapport a la variable z,
c’est-a-dire que

A f(t,z) = Z W(t,x} dans RY .
k

k=1

9.1 Origines du modele

L’équation de la chaleur apparait dans un grand nombre de contextes tres
différents : soit en physique (thermique, mécanique des fluides visqueux, diffu-
sion des neutrons dans un matériau fissile), soit dans des modeles biologiques
(dynamique des populations), ou encore en finance (équation de Black-Scholes).

Expliquons par exemple comment cette équation apparait en thermique.
On s’intéresse a la répartition de la température dans un corps solide emplis-
sant Pespace RY. On va procéder en deux phases, dont 'une consiste & écrire
la conservation locale de 1’énergie, la seconde étant une hypothese de nature
phénoménologique sur le courant thermique.

Conservation locale de ’énergie

Soit © un ouvert & bord de classe C! borné quelconque de RY, et soient
0 < t1 < ty deux instants quelconques.

La variation de I’énergie de la portion de solide contenue dans €2 entre les
instants t; et to est, d’apres le premier principe de la thermodynamique, égale
a l'intégrale entre ces deux instants du flux de chaleur entrant dans €2 a travers

09.

275
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Notons donc T'(t,x) la température du corps au point € RV et a I'instant
t > 0. On supposera le solide homogene, de sorte que sa densité p est constante,
ainsi que sa chaleur massique C. Notons ¢(¢,z) € RV le courant thermique au
point x a l'instant ¢. Alors

/Q pCT (b, )dz — /Q pCT(t, )z = — /j /a a(t.2) - v(@)do(o)

ol on a noté do () I'élément de surface sur le bord 052, et v(x) le champ normal
unitaire dirigé vers 'extérieur de Q.
D’apres la formule de Green! (Théoréme 3.5.4)

/: /asz alt @) -vie)do(z) = /: /Qdivw q(t,z)dx .

D’autre part, en supposant la température 7' de classe C! sur Ry x RY et en
échangeant l'ordre des intégrations en variables ¢ et z (grace au théoréme de
Fubini), on voit que

to
/pCT(tg,m)dx—/pCT(tl,x)dx:/ /pC@tT(t,x)dxdt.
Q Q t1 JQ

Par conséquent, le bilan d’énergie ci-dessus s’écrit
ta
/ / (pCOT + div, q) (¢, z)dxdt = 0.
t1 Q

Supposant également que le champ de vecteurs ¢ est de classe C' sur R7 x RV,
on déduit donc de ce qui précede que la fonction continue pCO;T + div, q est
d’intégrale nulle sur tout pavé de R x RY. Elle est donc identiquement nulle :

pCOT(t,z) +divy q(t,z) =0, xRN ¢t>0.

Cette égalité traduit la conservation locale de ’énergie pCT'.

La loi de Fourier pour le courant thermique

Dans le cas de variations de température relativement faibles, on peut utiliser
la loi de Fourier qui stipule que le courant de chaleur dans un solide est

1. La notation div; désigne la divergence par rapport a la variable z, c’est-a-dire que

N

. Oqy,
divg q(t,x) = Z —(t,x).
= oxy,
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proportionnel au gradient 2 de température :
q(t,z) = —kV,T(t, )

ou k est la conduction thermique du matériau. Ce dernier étant supposé ho-
mogene et isotrope, k est une constante strictement positive. Cette hypothese
de signe est conforme au bon sens — et au second principe de la thermodyna-
mique : le courant de chaleur s’écoule des zones a haute température vers les
zones a basse température.

En injectant cette formule pour le courant de chaleur dans la relation

pCOT(t,z) +diveq(t,z) =0, xRN, t>0
obtenue plus haut, et en remarquant que
div, (V. T(t,x)) = A T(tx),
on aboutit a I’équation de la chaleur sous la forme

pCOT(t,2) — kAT (t,x) =0, xRN t>0.

9.2 Le probleme de Cauchy pour I’équation de
la chaleur

Nous allons étudier 1’équation de la chaleur dans I’espace euclidien RY avec
N > 1. Par un choix d’unités physiques convenables, on voit qu’il est toujours
possible de se ramener au probléme suivant :

Wf—30.f=8, zeRN, t>0,
flimo =1,

ou f™ et S sont des fonctions ou distributions données, et ot 'inconnue est la
fonction (¢, z) — f(t,x) a valeurs réelles.

Rappelons que, pour tout N > 1, 'unique solution élémentaire tempérée de
I'opérateur de la chaleur & support dans Ry x R est donnée par la formule

Ir; (t) _ep2

En(t,z) = We 2

2. La notation V; désigne le gradient par rapport a la variable z, c’est-a-dire que
oT
ﬁ(tv x)

VT (t,z) =

.
2T (t,)
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Théoréme 9.2.1 (Existence et unicité) Soient N > 1, une donnée initiale
fim e E'RN) et un terme source S € &' (R x RY), tous deuz a support
compact.

1l existe alors une unique solution au sens des distributions tempérées du
probléme de Cauchy pour l’équation de la chaleur avec donnée initiale f et
second membre S.

Cette solution f est donnée par la formule

f=En* (=@ f"+5);

d’ou Uon déduit en particulier, lorsque f™ € &'(RN) et S € C(RL x RY),
que

Tlgs cmn € CF (R x RY).

Démonstration. Dire que f est solution du probleme de Cauchy ci-dessus au
sens des distributions tempérées, c’est dire que f € S'(R; x RY) et vérifie
Of =30, f=b0—0@ [+ S, zeRY, >0,
supp(f™) C Ry x RY,

ot S est le prolongement de la distribution a support compact S par 0 dans
R_ x RY — voir Définition 4.1.6.

Vérifions que la formule proposée fournit bien une solution du probleme de
Cauchy considéré : comme f** et S sont des distributions a support compact,

la distribution d;—¢ ® f'™ + S est également & support compact.
Par conséquent

(0= 382) (B (oo @ 1™+ 8)) = (00 = 3A0)EN) x (G0 ® £ +5)
= 0(t,2)=(0,0) * (dt=0 ® Fin 4 9)
=80 ® [ + § dans D'(Ry x RY),

tandis que

supp (EN * (O=0 @ f + 5)) C supp(En) + supp(di—o ® " + 5)
CRLxRY)+ Ry xRY)c Ry xRV

Passons a l'unicité de la solution au sens des distributions tempérées f du
probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur. Supposons qu’il en existe
une autre, disons g, et posons h = f — g.

Alors la distribution h € §'(R; x RY) et vérifie les conditions siuvantes :

oh—iAh=0, zeRY, t>0,
supp(h) C Ry x RV,

En appliquant le Lemme 7.2.4, on trouve que h = f — g = 0, d’ou 'unicité
annoncée. m
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A vrai dire, la condition de support compact sur les données n’est pas ab-
solument nécessaire ; elle n’est 1a que pour permettre d’appliquer le Théoreme
4.4.6 et d’écrire que

Opa (Bx * (00 ® f™ + 5)) = (0 Bn) * (d1=0 @ [ + 5)

pour tout multi-indice v € N1+,

Voici un énoncé s’appliquant & des données initiales quelconques dans L2(R)
Proposition 9.2.2 (Données initiales L?) Soient N > 1 et une donnée ini-
tiale fi" € L*(RY).

1l existe alors une unique solution au sens des distributions tempérées du
probleme de Cauchy

hf—LiA,f=0, zeRN, t>0,
limo = 1"
La restriction de cette solution f a R x RN se prolonge (pour t =0) en une
fonction appartenant a C(R.y, L>(RY)) et donnée par la formule

ft,x) = En(t,) %o [ ()
= Et,z —y)f™(y)dy pp. enzecRY t>0,

RN
et _
f0,2) = f(z) p.p.enxzc RN,
Observons que, lorsque [ € C.(RY), la distribution
En %0 (=0 @ f)
coincide, pour t > 0, avec la fonction

(t,x) = En(t,-) %z f(z),

de sorte que les formules explicites du Théoreme 9.2.1 et de la proposition ci-
dessus coincident bien pour une classe de données initiales denses dans L?(R)
— & savoir les fonctions continues & support compact dans RY.

A partir de la Proposition 9.2.2, on définit la notion de semi-groupe engendré
par I’équation de la chaleur.

Définition 9.2.3 (Semi-groupe de la chaleur) Pour tout t > 0, on définit
une application linéaire

P(t): L*RY) > f" = f(t,-) € L*(RY)

ou f est la solution du probléeme de Cauchy sans second membre de donnée
initiale f' ci-dessus. La famille P(t);>o est appelée “semi-groupe de la chaleur”,
et souvent notée

1
P(t) = e2'®e
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NB. Cette notation souligne I’analogie entre le semi-groupe de la chaleur et la

formule

u = e—tAuzn

donnant la solution du systéme différentiel linéaire
0+ Au=0, u(0)=u"

d’inconnue ¢t — u(t) € R™, pour A matrice carrée a n lignes et colonnes. Toute-
fois, pour une matrice carrée a n lignes et colonnes, on a

—tA __ (7t)n n
et = e,
n>0

tandis que la série

tn n
Z 2nn! A

n>0

1
. StA
n’a aucun sens et ne représente donc pas 2",

Commengons par démontrer la proposition ci-dessus ; nous reviendrons ulté-
rieurement sur I’étude des propriétés de P(t).
Démonstration. Pour tout n > 1, définissons f,, comme la solution au sens des
distributions tempérées du probleme de Cauchy pour ’équation de la chaleur
sans second membre et avec donnée initiale fi" définie par

(2) = Lpo (@) " (x), @€ RV,
Evidemment, fi" € &'(R") de sorte que
fo=En* (61=0 ® f").
Appliquons la transformation de Fourier partielle en x a chaque membre de

I’égalité ci-dessus. Notant £ la variable de Fourier duale de x et f la transformée
de Fourier de f partielle en la variable x, on trouve que

fult, &) = En(t,0)fin(€) = 347 fin ),
p.p.en £ € RY | pour tout t > 0.

Soit, pour tout t > 0, la fonction mesurable £ — g(¢,£) définie par
1 N
9(t,€) = e 2T fing).
on a évidemment g(t,-) € L2(R") avec

lg(t, Mzagny < 1™z
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1
puisque 0 < e 2tlel’ < 1 pour tout € € RY et tout ¢t > 0. D’apres le théoreme de
Plancherel 5.4.12, il existe donc, pour tout ¢ > 0, une unique fonction x — f (¢, x)
appartenant & L2(RY) et telle que

f(t, &) =g(t, &) = 67%“5‘2]&"(@ . p.p.en & e RY pour tout t > 0.

Notons encore f, et f les prolongements de f,, et f par 0 pour ¢ < 0.
Toujours grace au théoreme de Plancherel, pour tout ¢ > 0, on a

[t ) = (& ) L2@myy = Wan(t, )= f& ) 2w
WHJT — 2@y

I3 = f ™2y = 0

IN

lorsque n — 400, et en particulier, par convergence dominée,
fn — f dans D'(R; x RY) pour n — oo.

Donc
Orfn — Orf et Ayfn — Ay f dans D'(R; x RY)

et comme
Ofn — 200 fn =610 ® fi" = 6120 ® ™ dans D'(R; x RY)
on en déduit que
Orf — 1A, f = 61— ® ™™ dans D'(R, x RY).
D’autre part, par construction
supp(fn) € Ry x RY de sorte que supp(f) € Ry x RY .

L’unicité de cette solution s’obtient comme dans le Théoreme 9.2.1 | par une
application directe du Lemme 7.2.4.
Enfin la formule

1 N

f(t, &) = 675”5'2]“”(5) p.p- en £ € RY pour tout t > 0,
et le théoreme de Plancherel montrent que

Flr, xmn € C(Ry; LA(RY)).

En effet, pour tout ¢ > 0 et toute suite ¢, > 0 telle que ¢t,, — ¢, on a

2
||f(tm.)_f(t,.)||2L2(RN):W/ <eétns _eéas) FE e 0

RN
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lorsque n — oo par convergence dominée, puisque
1 2 10 ..
e 2l T2 fn )P < | f o

pp.ené €RV. m

Revenons au semi-groupe de la chaleur P(t);>¢. En voici les principales pro-
priétés :

1
Proposition 9.2.4 (Propriétés de eim) Le semi groupe de la chaleur

1
P(t) = 2"

vérifie les propriétés suivantes :

(a) pour toutt >0, on a
1P F " L2y < F " 2wy s
(b) pour tous s,t € Ry, on a
P(t)P(s) = P(t+s);
(¢) pour toute donnée initiale fi* € L*(RY), la fonction
R, >t~ P(t)f" € L*(RN)
est continue sur R4 .

Démonstration. La preuve de la Proposition 9.2.2 montre que, pour tout ¢ > 0

— 1 N
P fm(€) = e 2" /(&) pp.en ¢ e RV,
ce qui entraine immédiatement la propriété (b).
En particulier, pour tout ¢t > 0

ORG]

f”‘(é)) p.p.en ¢ € RY,

ce qui entraine la propriété (a) grace au théoreme de Plancherel.
Quant au point (c), il a déja été établi dans la Proposition 9.2.2. m

Corollaire 9.2.5 Soient N > 1, une donnée initiale f € L*(RY) et un terme
source S € C(Ry; L2(RN)) tels que

Sup/ 1S(t, x)|Pdx < 0.
RN

t>0
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11 existe alors une unique f € C(Ry; L2(RN)) dont le prolongement par O pour
t < 0 est solution au sens des distributions tempérées du probléme de Cauchy

Ohf—30.f=8, zeRN,t>0,
f|t:0:fm'

Cette solution est donnée par la formule
t
ft,-)=P@t)f™ —|—/ P(t—s)S(s,-)ds, pour toutt>0.
0

La formule ci-dessus donnant f porte le nom de “formule de Duhamel”. Elle
s’écrit encore de maniere équivalente sous la forme

t
f(tz) = / En(t,x —y)f" (y)dy + / En(t —s,2 —y)S(s,y)dyds
RN 0 RN
c’est-a-dire
ft,z) = (EN(t, ) *p fm) (x) + EN *t,2 (1R+ (t)S) (t,x).

Cette formule coincide donc, dans le cas de fonctions continues a support com-
pact, avec la formule

f=ENx*(6=0® f™)+ Ex xS

donnée dans le Théoreme 9.2.1.
Démonstration. Pour tout entier n > 1, on pose

Sn(t, ) =1 /nn (t)lm(:v)S(t,x), p.p. en z € RNet pour tout t > 0.

Evidemment S, € &'(R% x RY). Soit g, = Ey * S, ot S, désigne le prolon-
gement de S, par 0 pour ¢t < 0. On remarque que g, s’écrit encore

t
nlt, ) = / P(t— )Su(s,-)ds sit >0, g(t,)=0sit<0,
0
D’apres le Théoreme 9.2.1, g,, est solution au sens des distributions tempérées
du probleme de Cauchy
atgn_%Axgn:Sn, QS'GRN, t>0’
9n |t:0 =0.

D’autre part, pour tout ¢ > 0 et tout n > ¢, on a

/0 P(t—s)Sn(s,-)ds — /0 P(t—s)S(s,-)ds

L2(RN)

< / 1Pt = $)Su(s,) = Pt — 5)S(5, )| o v, s
1/

n t
< / 1S (s, Ml o gy s + / 0 = S sz ds
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grace a la propriété (a) de la Proposition 9.2.4 et la définition de S,,.
Pour le premier terme au membre de droite, on a

1/n
|18 Mmey ds < & sup 1S5,y =+ 0
0 s€[0,1]

lorsque n — oo.

Pour le second terme, on commence par appliquer a I'intégrale en ¢ I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, en on observe, grace a la définition de S,, que, pour tout
T >0 et tout ¢t € [0,T]

t
[, 1500 = S0 sy s

T 1/2
<VT </o /RN |S(S5I)|21RN\B(07n)d$> =0

lorsque n — oo par convergence dominée. Posant
t
g(t,-) :/ P(t—s)S(s,-)dssit>0, g¢g(t,-)=0s1t<0,
0

on a ainsi montré que g, (¢,-) — g(t,-) dans L?(R”) uniformément en ¢ € [0, T,
pour tout 7" > 0.

En particulier, g, — g dans D'(R x RY), et en passant & la limite au sens
des distributions dans 1’égalité

Oign — 20,9, = S, dans S'(R x RY),

on trouve que g est solution au sens des distributions tempérées du probleme
de Cauchy
8tg—%Axg:S, reRN, >0,
g |t:0 =0.

Vérifions que la restriction de g & Ry x R définit bien un élément de
C(Ry4; L*(RYN)). En effet, pour t,#' € [0,T] avec t < t/, on a, en utilisant
successivement les propriétés (b) et (a) de la Proposition 9.2.4

lg(®'s) = g(t, )l 2wy = H/O P(t' —5)S(s,-)ds */0 Pt —s)S(s,-)ds

L2(RN)

+
L2(RN)

/t " Pt — 5)S(s,)ds

S ’

/Ot Pt — )(P(t —t) — 1)S(s,-)ds

L2 (RN)

t t’
S/O II(P(t’—t)—I)S(s,-)HLsz)dH/t [Pt~ 5)S(s, )| L2 mny ds
T

t/
S/O II(P(t’—t)—I)S(S,~)||L2<Rw>d3+/ 15 (85 )l 2 vy ds -
t
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Le second terme au membre de droite vérifie

tl
/ 1S(s, M 2mvy ds < (' = 1) sup [1S(s, )| p2mvy = 0
t s€[0,T)

lorsque ' — ¢t — 0. Quant au premier terme, il converge vers 0 par convergence
dominée lorsque t' — ¢t — 0 puisque

[(P(t" =) = D)S(s, )|l p2rrvy = 0
d’apres la propriété (c) de la Proposition 9.2.4 et que

(Pt —=1) = 1)S(s, )l p2mny <2 sup 15 (s, ) L2 mev)
se|0,

pour tout s € [0,7T] grace au (a) de cette méme proposition. On en conclut que
g R, xRN € C(R+a LQ(RN))
Définissons

folt,) =Pt)f™sit>0, folt,)=0sit<O0.

D’apres la Proposition 9.2.4, fy est solution au sens des distributions tempérées
du probleme de Cauchy

Ofo—30:fo=0, zeRN,t>0,
f0|t:0:fm7

et fO ’R+><RN € C(R+’ LQ(RN))

Comme I’équation de la chaleur est linéaire, on déduit alors de ce qui précede
que f = fo+ g est solution au sens des distributions tempérées du probleme de
Cauchy

Wf—30.f=8, zeRN, t>0,
f ‘t:U =/
C’est la seule, car s’il en existait une autre, notée f*, on déduirait du Lemme
7.2.4 que f — f* =0, comme dans la preuve du Théoréme 9.2.1.

Enfin fO +g|R+><RN € C(R-‘r’Lz(RN)) puisque fO}RJrXRN et ‘g|R+><RN ap-

partiennent toutes les deux & C(R,; L2(RY)). m

9.3 Propriétés qualitatives de I’équation de la
chaleur

On va établir dans cette section quelques propriétés qualitatives fondamen-
tales des solutions de ’équation de la chaleur. Certaines de ces propriétés sont
basées sur I’écriture de la solution élémentaire dans les variables de Fourier,
d’autres sur la formule donnant cette méme solution élémentaire en variables
physiques.
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9.3.1 Bornes sur la solution du probleme de Cauchy

La solution élémentaire de ’équation de la chaleur définie par

Ir: (t) 2
— + -5
EN(t,x) = W@ 2

est manifestement positive. On en déduit immédiatement que 1’équation de la
chaleur vérifie la forme faible ci-dessous du principe du maximum.

Rappelons que, pour une fonction harmonique, ou pour le module d’une
fonction holomorphe, le principe du maximum (fort) dit qu’il ne peut exister
de maximum local dans un ouvert connexe que dans le cas ou la fonction est
constante.

En particulier, une fonction harmonique dans un ouvert connexe borné et
continue sur 'adhérence de cet ouvert atteint son maximum sur la frontiere de
Iouvert.

On appelle donc “principe du maximum faible” un énoncé consistant a
dire que toute fonction solution d’une EDP dans un ouvert et continue sur
I’adhérence de cet ouvert atteint son maximum et son minimum sur la frontiére
de cet ouvert.

Théoréme 9.3.1 (Principe du maximum faible) Soit fi* € £'(R), et soit
f la solution (au sens des distributions tempérées) du probléme de Cauchy

Ohf—30.f=0, zeRN t>0,
f’t:O =/
Soient m, M € R, deux constantes. Si
Jm< M (resp. si f">m),
alors, pour toutt > 0 et tout € RN, on a
fta) <M (resp. f(t,x) > m.)

La condition
<M (resp. f" >m)

signifie que M — f (resp. fi" —m) est une distribution positive sur RY, c’est-
a-dire que

o<t [ owe (e oy zm [ staa)
RN RN

— cf. chapitre 3, section 3.2.2.

Démonstration. D’apres le Théoreme 9.2.1, la solution f du probleme de Cau-

chy considéré est

f(tv'):EN(ta')*LEfin'
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Si fi" < M, on décompose la solution f comme suit
f(t,) = En(t,) %o (M1po,r) — En(t,") %2 (1po,r) (M — ™)), t>0,

olt R > 0 est choisi de sorte que supp(f™) C B(0, R). Ainsi la fonction indica-
trice 1p(o,r) est de classe C° — en fait, constante égale & 1 — sur un voisinage
de supp(f™), de sorte que le produit

lB(O7R)fin est bien défini — en fait ]-B(O,R) fln = fzn .
D'une part En(t,2) > 0 pour tout € RY et t > 0, de sorte que 1'on a

En(t,-) xz (M1 r))(x) = M y Ex(t,x —y)dy
y|<R

<M En(t,x —y)dy = M.
RN

D’autre part ‘
En(t, )% (Ipo,r) (M — f)) 20
en tant que produit de convolution de la distribution & support compact positive
15(0,r) (M — ™) par la fonction de classe C™ positive Ey(t,-) € C*°(R"). (En
effet, rappelons que, par définition
En(t, )% (1po,r) (M — f™))(2)
= ((1p.r) (M — f™)),Ex(t,x =) >0, xRV,

d’ou le résultat.)
Par conséquent,

f(t,) S En(t,-) % (M1po,r)) <M

pour tout t > 0, c.q.f.d..
La minoration f(t,-) > m s’obtient de maniére analogue. ®

Une autre estimation tres importante pour ’équation de la chaleur est 1’égalité
connue sous le nom d’égalité d’énergie.

Théoréme 9.3.2 (Régularisation et égalité d’énergie) Soit fi* € L2(RY).
Alors la solution

Flt) = 28 fin € CRy; IARY))
du probleme de Cauchy
Wf—LiA,f=0, zeRY, t>0,
flioog =17

est une fonction de classe C* sur R% X RY qui satisfait ’égalité d’énergie

(t,:c)de—i-/Ot /RN |sz(s,x)|2dxds:/RN i (x)?de

f
RN
pour tout t > 0.
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La terminologie “égalité d’énergie” désignant I’identité énoncée dans le théo-
reme ci-dessus est impropre du point de vue physique. En effet, dans le contexte
de la thermique rappelé dans l'introduction de ce chapitre, I'inconnue f est
(proportionnelle &) la densité d’énergie interne. La conservation de 1'énergie
dans ce contexte correspond donc a 1’égalité

f(t,z)dx = / f™(x)dr, t>0,
RN RN

au lieu de I'égalité énoncée ci-dessus.

Malheureusement, les mathématiciens ont pris I’habitude d’appeler “esti-
mations d’énergie” pour des équations aux dérivées partielles générales toute
une classe d’inégalités obtenues par la méme méthode que dans le théoreme
précédent, méme lorsque les quantités intervenant dans ces inégalités ne peuvent
s’'interpréter comme une énergie sur le plan physique. Nous suivrons donc, nous
aussi cette terminologie consacrée par 1'usage, bien que celle-ci soit impropre.
Démonstration. Ecrivons la formule donnant f :

ft,)=En(t,)x f, t>0.

Appliquons la transformation de Fourier partielle en la variable z aux deux
membres de cette égalité : on trouve que

F(t,€) = En(L,)f7() = e~ 2"€F fin(¢)  pour tout ¢ € RV, ¢ > 0.

D’apres le théoreme de Plancherel, pour tout ¢t > 0

17 ey = 1 M) = e [ (1= e8P (e e

t
1— et :/ €)2e 16 ds
0

de sorte que, d’apres le théoréme de Fubini,

12—~ |2
e~ 2slél fin()| deds

t
in (|2 _ t.. 2 = #/ / 2
||f HLZ(RN) ”.f( ) )HL2(RN) (2m)N o JrY |§|

ate [ [ 16| acs

Observons que, pour tout s > 0, la fonction

¢ o ite2°1E fin(g)

appartient & L'(R"), de sorte que f(s,-) € CY(RY) et que

VI(E)(€) = ice™ 271 fine)
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— d’apres la Proposition 5.5.5 (b).
En substituant cette relation dans I’égalité précédente, et en tenant compte
du théoreme de Plancherel, on aboutit a

t
”fm”%?(RN) - ”f(t»')Hi?(RN) :/o /RN |fo(8,x)|2d$d3,

qui est bien I’égalité d’énergie annoncée.
Enfin, pour tout multi-indice o« € NV, tout m € N et tout ¢t > 0,

£ (—LIE2)m (ig) e 2 1€ Fin(e)

appartient & L*(R"), puisque f/271 € L*(RY). Par inversion de Fourier, on en
déduit que
o2 f e C(R: xRY)

pour tout m € N et tout a € NV. Par conséquent, la fonction f est de classe
C*sur R xRY. m

9.3.2 Effet régularisant

On a déja montré au Théoreme 9.2.1 que la solution du probléeme de Cauchy
sans second membre avec donnée initiale distribution a support compact pour
I’équation de la chaleur est de classe C'*° pour ¢t > 0.

En réalité, 'effet régularisant de I’équation de la chaleur est encore plus fort :
la solution de I’équation de la chaleur est analytique en  pour tout ¢ > 0.

Nous énoncerons et démontrerons ce résultat en dimension d’espace N =1,
pour ne pas avoir a manipuler des fonctions analytiques de plusieurs variables
— encore que, dans ce cas particulier, tout se passe comme en dimension N = 1.

Théoréme 9.3.3 (Régularisation analytique) Soit fi"* € £'(R), et soit f
la solution (au sens des distributions tempérées) du probléme de Cauchy

Wf—102f=0, z€eR,t>0,
f|t:0:fm'

Alors, pour tout t > 0, la fonction x — f(t,z) admet un prolongement holo-
morphe sur C.

Démonstration. Comme f¥* est une distribution & support compact sur R,

on sait que sa transformée de Fourier fi" est une fonction de classe C*°. Pour
tout £ > 0,

f(tv') = El(tv') *z fin’

ol Fj est la solution élémentaire tempérée de I'opérateur de la chaleur a support
dans Ry x R.
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En appliquant aux deux membres de cette égalité la transformation de Fou-
rier partielle en z, on a

1

F(t, () = Br(t,©) (&) = e 2 fin(¢),  pour tout £ € R, ¢ > 0.

Soit € > 0; pour tout ¢t > €, on a donc

— 1 —
Jt9©) =e 29 fe, ), ¢eR.
D’autre part ﬂe,\) € S(R) comme transformée de Fourier de la fonction f(,-)
qui appartient & la classe de Schwartz comme produit de convolution de la fonc-
tion F1(t,-) € S(R) par la distribution & support compact f (cf. Proposition
5.1.7.)
Posons

. 1 —
F(t,2) :/ 6152—5“—6)52]0(6,-)(5)%, 2€C, t>e.
R

Montrons que cette intégrale définit bien une fonction z — F(t, z) holomorphe
sur C. En effet, pour tout R > 0,

eifz—i“—e)ﬁ"’@(o\ = =S50 T ()] < P29 T (6|

Y

—

pour tout £ € R et tout t > €, pourvu que |$(z)| < R. Puisque f(e, ) € S(R),
on a

o —

[f(e,) ()] = O(67?) pour [¢] — +o0
tandis que
1 2
cRlEl—5 (- _ O(1) pour [¢] = 400

On en déduit I'existence d’une constante C'(¢, R) > 0 telle que la fonction conti-
nue

-

1
CxR3 (2,6 = 2079 (e )(e) € C
vérifie, pour tout ¢ > €, 'estimation

eiﬁz—%(t—e)fzm(g) < C(tv R)

STies (eER, 2€C, [S(z)| < R.

Comme l'intégrande de F(t, z) est une fonction holomorphe de z pour tout ¢ > ¢
et tout £ € R, et que le membre de droite de I'inégalité de domination ci-dessus
appartient & L*(R), pour tout t > ¢, la fonction

z — F(t, z) est holomorphe sur {z € C||S(z)| < R},

d’apres le Théoréme V.2.18 de [6] rappelé dans la Note 5 du chapitre 7. Comme
ceci vaut pour tout €, R > 0, il s’ensuit que F(t,-) est une fonction holomorphe
sur C pour tout ¢ > 0.
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Enfin, la restriction de F'(t,-) a Paxe réel coincide pour tout t > 0 avec
la fonction f(t,-) d’apres le théoréme d’inversion de Fourier (Théoréme 5.2.5)
appliquée a f(t,-) € S(R) définie par

F0.6) = e 20790 f(e )

Il n’est pas inutile de comparer le comportement des solutions de 1’équation
de la chaleur avec celui des solutions de I’équation de transport. Rappelons que
la solution du probléeme de Cauchy pour I’équation de transport

Of+v-Vyf=0sur R, x RY
f|t:0 =f"
est donnée par la formule
ft,x) = f"(x —tv), xRN, t>0,
pour tout fi"* € CY(RY) — cf. Théoréme 2.1.2. On notera dans la suite

(efty-vmfm) (z) == f(t,z) = f™(x — tv).

On voit précisément sur cette formule que f(¢, -) a exactement la méme régularité
que la donnée initiale f (le graphe de f(t,-) étant celui de f* translaté de tv
dans la direction de I’espace des abscisses.) Autrement dit, si fi" est de classe
C* sur R et pas de classe C*T1, de méme, f(t,-) est de classe C* sur RV et
pas de classe CF+1.

Au contraire, pour toute donnée initiale fi* € L?*(RY), la solution du
probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur

of— %Axfzo sur R} x RY
f |t:0 =
vérifie )
ft,) =2t fim e C°(RY), t>0,
indépendamment de la régularité de la donnée initiale f*. Cette différence de
comportement entre I’équation de transport, qui propage les singularités de la

donnée initiale, et ’équation de la chaleur qui les efface, est d'une importance
considérable dans I’étude théorique des EDP.

L’effet régularisant de I’équation de la chaleur a de nombreuses autres consé-
quences, comme on va le voir.

9.3.3 Irréversibilité

Comparons a nouveau les comportements des solutions des probléemes de
Cauchy pour I’équation de transport et ’équation de la chaleur.
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La formule
(e Ve i) () = f™(z—tv), z€RN,t>0

montre que I'application linéaire e~*V"V= définit une bijection de C*(R) dans
lui-méme, d’inverse

(%) ") (@) = bz +10), zeRY.

Autrement dit, la famille d’applications linéaires e ~*""V=, que nous avons définie

a priori pour ¢t > 0, s’étend évidemment a tout ¢ € R — avec la méme formule
de définition :

(e—tv-vm(b) (33) = (b(x — t’U) , TE ]f{N7 te R

— et vérifie
e—sv-Vme—thz _ e—(s-‘,—t)irvz , S,t cR.

Remarquons d’ailleurs que l’inversion de l’application e *""V# correspond

exactement a la notion de “réversibilité mécanique”, bien connue en mécanique
statistique :
a) choisissons v € R ; on résout le probléme de Cauchy

Ouf +v-Vof =0sur R} < RN
f‘t:O ="
et, pour T' > 0 fixé quelconque, on pose
9" (@) = f(T.x), zeRM;
b) puis, aprés avoir changé v en —v, on résout le probleme de Cauchy analogue

g —v-Vyg=0sur RE x RN
g|t:o — gzn
sur le méme intervalle de temps [0,T]. Alors

g(T,x) = f"(x), =z¢€ RV .

Il n’en est pas de méme pour le cas de ’équation de la chaleur. Pour T" > 0,
la fonction

1 .
e2The ™ est de classe C™ sur RN

et il n’existe pas de transformation “simple” f(T,-) — Sf(T,-) — analogue au
fait de changer v en —v dans I’équation de transport — telle que

TSI, ) = i
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En effet, choisissons f ¢ C°(RY); pour que I'identité ci-dessus soit possible,
il faudrait que la transformation S envoie la fonction f(7T),-) qui est de classe
C>(RY) vers une fonction beaucoup plus irréguliere quun élément de L2(RY)
— ou meéme, qu'une distribution a support compact. On congoit qu'une telle
transformation, a supposer qu’elle existe n’a a priori aucune chance d’étre tres
simple.

L’équation de la chaleur fournit donc ainsi un exemple classique de dyna-
mique irréversible, par opposition au cas de ’équation de transport. Ceci est
bien str une conséquence de la propriété de régularisation du semi-groupe de la
chaleur établie plus haut.

9.3.4 Vitesse infinie de propagation

Commencons par donner un énoncé précis.

Théoréme 9.3.4 (Propagation a vitesse infinie) Soit fi* € &' (RN) et f
la solution au sens des distributions tempérées du probléme de Cauchy

hf—LiA,f=0, zeRN, t>0,
f’t:O =f".
S’il existe t > 0 et Q ouvert de RN tels que
ft,x) =0 pour tout x €
alors f est identiquement nulle sur R} x RY ainsi que f™ sur RV.

Cet énoncé montre en particulier que, si f n’est pas la distribution nulle,
alors, pour tout ¢ > 0, il est impossible que f(¢,-) soit & support compact.

En particulier, pour tout ¢ > 0 il existe des points x & une distance arbitrai-
rement grande du support de fi tels que f(¢,x) # 0.

Ceci veut dire que ces points ont été influencés par les valeurs prises par f"
sur son support qui est compact ; comme ces points sont a distance arbitraire-
ment grande du support de f, il s’ensuit que Iinformation contenue dans le
graphe de la donnée initiale a été propagée a une vitesse arbitrairement grande.

La démonstration explique comment cette propriété de I’équation de la cha-
leur est reliée a la propriété de régularisation analytique.

Démonstration. Nous allons démontrer cet énoncé dans les deux cas suivants :

Cas de la dimension d’espace N = 1. D’apres le théoreme de régularisation
analytique (Théoreme 9.3.3), la solution f a l'instant ¢, c’est-a-dire la fonction
x — f(t,x), se prolonge en une fonction holomorphe sur C.

Supposons que cette fonction holomorphe s’annule identiquement sur un
ouvert 2 de R ; d’apres le théoréme des zéros isolés — cf. [6], Théoréme V.1.16,
ou [9], chapitre X, Théoreme 6.1.3 — la fonction z — f(t, z) est identiquement
nulle sur C, donc en particulier sur ’axe réel.

Il reste a montrer que f est identiquement nulle sur Ry x R — jusqu’ici, on
a seulement montré qu’elle est identiquement nulle sur {t} x R.
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En revenant a la formule explicite du Théoreme 9.2.1 d’existence et unicité,
on a donc

f(ta) = El(t7')*w fln =0.
Apres transformation de Fourier partielle en la variable x, on en déduit que

~ ~ . 1. .2 ..
[ty =Er(t,9) fm =e 2 fm =0
d’ou on tire que N

f’Ln — O

puisque e_%tgz # 0 pour tout £ € R. Comme la transformation de Fourier est
un isomorphisme sur 'espace des distributions tempérées (cf. Théoreme 5.4.8),
on en déduit que fi" = 0, et donc que f =0 sur R, x R.

Cas d’une donnée initiale positive : Partons a nouveau de la formule explicite du
Théoreme 9.2.1 d’existence et unicité. Apres transformation de Fourier partielle
en x, pour tout ¢ > 0, on a

~ ~ . 1 . 1t 1t ~. 1t ~
F(t,) = En(t,6) fim = e 2% fin = ¢=2216F 22 l6" fin — o=231¢F f4/9, ).

D’apres le principe du maximum faible (ici, en fait, du minimum) — Théoréme
9.3.1 — la fonction = +— f(t/2, ) est positive ou nulle sur RY puisque la donnée

initiale f'" est une distribution positive ou nulle.
En revenant dans les variables physiques, on a donc

ft) = En(t/2,-) %2 f(t/2,)
ce qui s’écrit
ft.a)= [ /2 -u)ft/2.0)dy.
Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est I'intégrale d’une fonction continue
sur R positive ou nulle — rappelons en effet que f(¢/2,-) € C*®(RY) d’apres

le Théoreme 9.2.1.
Choisissons alors g € Q quelconque; la condition f(¢,zo) = 0 entraine que

En(t/2,20 —y)f(t/2,5) = 0 pour tout y € R .

Comme Ey > 0, il s’ensuit que f(¢/2,-) est identiquement nulle sur RV, de
sorte que sa transformée de Fourier partielle en x vérifie

F(t)2,) = En(t/2,6)fm = e 3316 fin — g

et on conclut comme dans le cas précédent que f =0. m

Comme on vient de le voir, il existe un lien profond entre

a) la propriété de régularisation analytique par le semi-groupe de la chaleur,
et

b) la propriété de propagation & vitesse infinie.
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A nouveau, il en va tout autrement de I’équation de transport : si f*™ est &
support compact, la solution f du probleme de Cauchy

8tf+v-wa:OsurR*+><RN
f|t:0:fm

est telle que la fonction

x +— f(t,x) est & support compact pour tout ¢t > 0.

Dans la section suivante, nous allons présenter une variante non linéaire de
I’équation de la chaleur possédant des solutions qui ne sont méme pas de classe
C?, mais se propagent & vitesse finie.

9.4 Equation des milieux poreux et solution de
Barenblatt

On appelle “équation des milieux poreux” I’équation aux dérivées partielles
du(t,z) = Ay (u(t,2)®), z€RN, >0,

N *
ona € RL.

9.4.1 Origine de I’équation des milieux poreux

Supposons que l'on veuille décrire I’écoulement d’'un gaz dans un milieu
poreux. Notons p(t, ) > 0 la densité du gaz au point z et a instant ¢, ainsi que
j(t,x) € R3 le courant de masse du gaz au point x et a l'instant ¢. Autrement
dit,

j(t2) = plt,2ut, )

olt u(t,z) € R? est la vitesse de 1’écoulement de gaz mesurée au point = et a
I'instant t.

Ecrivons que la variation de la masse de gaz contenue dans un ouvert € a
bord de classe C! arbitraire de R® entre deux instants t; < t» quelconques vaut
I'intégrale sur [t1,t2] du flux de j & travers le bord 9§ de €2 dans la direction de
Q. On trouve que

/Q,o(t%m)dac - /Qp(tl,x)dx =— /: /GQj(t,x) -v(z)do(z)

o v(x) est le vecteur unitaire normal & 92 au point = pointant vers l’extérieur
de Q, et do est I’élément de surface sur le bord 9.

En raisonnant comme nous l'avons déja fait pour établir I’équation de la
chaleur, en appliquant la formule de Green (Théoréme 3.5.4 au membre de
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droite de I’égalité ci-dessus et la dérivation sous le signe somme au membre de
gauche, on aboutit a la relation

op(t,x) +div, j(t, ) =0, z€ R t>0.

Cette équation est connue en mécanique des fluides sous le nom d’“équation de
continuité”, ou, ce qui est la méme chose, de “loi de conservation locale de la
masse”.

Utilisons maintenant ’hypothese selon laquelle le gaz passe tres lentement
a travers un milieu poreux. Négligeant I'inertie de la masse de gaz considérée,
on écrit alors que la somme des forces internes exercées sur le gaz, & savoir le
gradient de pression et le poids du gaz, équilibre la force de friction du gaz sur
le milieu poreux.

Supposant que cette force de friction est proportionnelle & la vitesse u(t, z)
du gaz, et négligeant le poids du gaz — ce qui est légitime dans le cas de
gradients de pression suffisamment importants — on trouve que

_vzp(tvér) - O'U(t7x) = 01

ot ¢ > 0 est une constante et p(t,z) est la pression du gaz au point z et a
Iinstant ¢. Ainsi, le champ des vitesses du gaz est donné par

U(t,.%') = —%va(t,l'),

formule connue sous le nom de loi de Darcy.
Injectant cette formule dans ’équation de continuité en tenant compte du
fait que j = pu, on aboutit a la relation

dp(t,x) = divy (Lp(t,2)Vep(t,2)) , z€R?, t>0.

Pour obtenir I’équation des milieux poreux, il ne reste plus qu’a exploiter
I’équation d’état du gaz.

Dans le cas d’un gaz parfait, et en supposant que ’écoulement du gaz a
travers le milieu poreux est isotherme, on écrit que

p(t, CL') = %p(t x)T

ou k est la constante de Boltzmann, m la masse moléculaire du gaz et T la
température. La relation ci-dessus devient alors

Oip(t,x) = LA, (p(t,x)z) , zeR3 t>0,

20m

qui est un premier exemple d’équation des milieux poreux avec exposant o = 2.
Dans 'hypothese ou cet écoulement est adiabatique, on écrit alors que

p(t,z) = po (p(zoz)> '

ol pg est une pression de référence associée a une densité de référence pg, et ou
~ est le quotient des chaleurs spécifiques & pression et a volume constant pour
le gaz considéré.
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Par exemple, pour un gaz parfait monoatomique, on a v = g Pour des gaz

. . - 1
parfaits polyatomlq}les, on tombe sur des formules du type v = 1+ a1 En
tout état de cause, il est naturel de supposer que

v>1.

Cette hypothese d’écoulement adiabatique conduit comme ci-dessus, en uti-
lisant I’équation de continuité, la relation j = pu et la loi de Darcy, a

atp:ﬁ%(plﬂ) , zeRY, t>0,

qui est un nouvel exemple d’équation des milieux poreux, cette fois avec I’expo-
sant a =y + 1.

9.4.2 Solutions auto-similaires.
Considérons donc 1’équation des milieux poreux sous la forme
du(t,z) = Ap(u(t,z)®), zeRN, t>0,

en supposant que
a>1,

et cherchons les valeurs de a € R et b € R pour lesquelles
Nu(\t, \z) est solution de 1’équation des milieux poreux
pour tout A > 0 sachant que u est solution de cette méme équation. Comme
O (\u(Mt, A\z)) = AT ou(At, \ox)

et
A, (()\au()\t, )\bx))a> = XAy @) (At Aoz

on trouve que a et b doivent vérifier la relation
a+1l=aa+2b.

Supposons cette relation réalisée, et choisissons A = 1/t : on va donc chercher
une solution u(t, ) de Péquation des milieux poreux sous la forme

1
u(t,m)z—U(E) , zeRM, t>0,
te b
ou U = u(1,-). Notons y la nouvelle variable

oz
y—tTf
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Alors
opu(t,r) = —at™ Ut bx) — bt~ 1p . VU (t 1)
= —at Ut ) — bt~ (¢ 02) - VU (tbx)
= —atfaflU(yﬂy:t_bx — bty VU(y)‘y:t_bl_ .
tandis que

A, (U @2)") = e AR () = R AUS ()]

y=t—bx "’

Par conséquent, la fonction u définie ci-dessus a partir de la fonction U est
solution de I’équation des milieux poreux si

—at™ U (y)| — bty - VU (y)| =t TPAU(y))]

y=t—bx y=t—bx y=t—bx

Supposons que
a+1=aa+2b;

alors 'égalité ci-dessus s’écrit
A(U(y)) +by-VU(y) +aU(y) =0, yeRY.

Pour aller plus loin, supposons la fonction U radiale, c’est-a-dire de la forme

Uly) = V(|y])-

Rappelons la formule donnant le laplacien d'une fonction radiale dans R (cf.
note 3 du chapitre 7 : pour tout ¢ € C*(RY), on a

Ay (6(lyD) = ¢"(ly) + %dﬁ’(lyl), y RN,

Ainsi

(V' (r) + ? (VY (r) 4+ brV'(r) + aV(r) = 0, pour tout r > 0.

Supposons que a = Nb; multipliant les deux membres de ’égalité ci-dessus par

V=1, on met ’égalité ci-dessus sous la forme

PNy + (r¥v) =0, r>0.
On en déduit que
VLWV + ¥V = Const., >0

et, en supposant que U(y) = 0 pour tout y € RY tel que |y| soit assez grand,
on trouve que la constante d’intégration ci-dessus est nulle.
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L’équation différentielle

(V) +brV = 0 pour tout r > 0 avec lim V(r) =0

r——400

admet pour solutions non identiquement nulles toutes les fonctions de la forme

l)l/(o‘_l)(c—lb )1/a 1)7 >0

Vir)=0-3
ol ¢ est une constante positive quelconque, et ou on a noté
zy = max(z,0), z€R.

Que la fonction V' définie par la formule ci-dessus soit solution de I’équation
différentielle sur R \ {1/2¢/b} découle d’un calcul trivial. Rappelons d’autre
part que la fonction définie par

A
o

A
: R —_—
X+ 2% T(A+1)

pour tout A > —1 vérifie la relation
(X+)(n) =X}~ " dans D'(R)
(voir Exemple 3.6.7). On en déduit que

;)1/(0471)“&))(1/(&—1)(0 _ %br2)

Vir)=(010-3 a1
vérifie
V'(r) = —b(1 — é)l/(a—l)r(ﬁ)rxffa)/(afl)(c - %brg) dans D'(RY)
tandis que
(V(r)®) = —b(1 — i)a/(a D1+ 20y 1/(“ Y- 1br?) dans D'(RY)
(V(r)*)" = =b(1 = DI+ 5 1> = (e~ g0r)
b1 — Lye/lemDp(r 4y, /(a1 _ 1br?) dans D'(RY).

Ainsi, pour tout ¢ > 0 fixé, en choisissant

*7]\[ etl)*i1
““Nao-1D+2"" " Na-1+2’

on trouve que la fonction
Uy) = (1= DY (e = Joly) /"
est solution de I’'équation

A(U(y)) + by - VU (y) + aU(y) = 0 sur RV \ {0}.
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Comme la fonction U ci-dessus est clairement de classe C*° au voisinage de
y =0, 'TEDP

A(U*(y)) + by - VU(y) +aU(y) =0
vaut au sens des distributions sur RY.

On résume 'analyse faite ci-dessus dans la
Proposition 9.4.1 (Solutions de Barenblatt) Soient N > 1 et > 1. Pour

B N e 1
“TNa-1D+2 "  Na-1+2

la fonction

- b|x|2>1/(a_1)

a_1) 1
u(t,z) = (1 - é)l/( D (C 242b

ta N

est, pour tout ¢ > 0, solution au sens des distributions de l’équation des milieux
poreus
O — Ay (u®) = 0 dans D'(RV).

On remarque sur cet exemple que

(a) pour tout ¢t > 0, la fonction = — u(t, ) est continue et a valeurs positives
ou nulles et

supp(u(t, ) = B(0, %)
autrement dit, la frontiere du support de la fonction & — wu(t,z) est un front
sphérique qui se propage a vitesse finie pour ¢t > 0;
(b) pour tout t > 0, la fonction o — u(t, ) est continue mais pas de classe C*
sur RV, tandis que la fonction 2 ~— u(t,2)® est de classe C! mais pas C? sur
RYN.

On a vu que, dans le cas du probleme de Cauchy pour I’équation de la chaleur
linéaire, il y a a la fois propagation a vitesse infinie du bord du support de la
donnée initiale et régularisation analytique instantanée de la donnée initiale.
Dans le cas de I'équation des milieux poreux, qui est une variante non linéaire
de I’équation de la chaleur, la propagation du bord du support de la donnée
initiale s’effectue bien a vitesse finie, mais on perd la propriété de régularisation
de la donnée initiale.

9.5 Prolongement de la solution de I’équation de
Hopf apres ’apparition des ondes de choc.

On a vu au chapitre 2 que le probléme de Cauchy pour 1’équation de Hopf

Owu(t, ) + u(t, z)0pu(t,x) =0, xz€R, t>0,

__,in
u‘tzo—u )



9.5. SOLUTION DE L’EQUATION DE HOPF APRES LES CHOCS 301

0.50

0.45—

0.40—

0.35

0.30—

0.25—

0.20—

0.15—

0.10—

0.05—

0.00 T f

FIGURE 9.1 — Graphe de la solution de Barenblatt en fonction de z a t fixé. Cas
N =1 et a = 2. Valeurs du temps ¢t = 1 (en rouge), t = 3 (en vert), t =5 (en
bleu).
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n’admet en général de solution de classe C! que localement en temps, c’est-a-dire
sur un domaine maximal de la forme

1

um NOl\l uin — -
0,7 (u™)[xRY ot T'(u'™) Sup. g (max(0, —(u)'(2)))

— avec la convention 1/0 = +o0.

Nous avons expliqué a la fin du chapitre 2 qu’il est pourtant possible de
prolonger la solution de 1’équation de Hopf en une fonction qui admet des dis-
continuités de premiere espece et n’est donc plus de classe C', mais qui, en
revanche, est solution de ’équation de Hopf en un sens généralisé — tres exac-
tement au sens des distributions sur R} x R.

Nous allons montrer dans ce qui suit une facon d’effectuer ce prolongement.
L’importance de cette question vient de ce que I’équation de Hopf est un modele
treés simplifié des équations de la mécanique des fluides, et que ’étude du pro-
longement de la solution aprés T'(ui") correspond au probléme de la formation
des ondes de choc.

L’idée que l'on va utiliser pour obtenir ce prolongement — idée qui provient
précisément de I’analogie avec la mécanique des fluides — consiste a considérer,
au lieu de I’équation de Hopf, I’équation de Burgers

Opuc(t, ) + uc(t, 2)Opuc(t, ) = %e@iug, rzeR, t>0
Ue ’t:() =u"
pour € > 0.

Le terme %e@%us ajouté au second membre de I’équation de Hopf est analogue
aux termes de viscosité que l'on ajoute aux équations d’Euler de la mécanique
des fluides parfaits pour aboutir aux équations de Navier-Stokes des fluides
visqueux. La viscosité doit, en principe empécher ’apparition d’ondes de choc
sous la forme de discontinuités — plus exactement, les ondes de choc sont lissées
par l'effet des termes visqueux en profils dont 1’épaisseur caractéristique est de
Pordre de +/e.

Une autre fagon de voir que I'ajout du terme €d2u. au membre de droite de
I’équation de Hopf doit en lisser la solution consiste a écrire cette équation sous
la forme

Opue(t,x) — 2e02uc(t, x) = —uc(t, 2)Opuc(t, x)

et a espérer que l'effet régularisant de ’équation de la chaleur au membre de
gauche de cette égalité soit suffisant pour combattre la non linéarité au membre
de droite — qui est le terme responsable de la perte de régularité en temps fini.

Le prolongement de la solution de I’équation de Hopf sera obtenu en mon-
trant

(a) que l'équation de Burgers admet une solution globale en temps pour tout
e>0;et

(b) que la famille u. ainsi obtenue converge lorsque € — 0 vers une solution au
sens des distributions de 1’équation de Hopf.
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Il se trouve que les deux points (a) et (b) ci-dessus se simplifient considérable-
ment grace a une transformation permettant de ramener la solution de I’équation
de Burgers a celle d’'une équation de la chaleur, pour laquelle on va utiliser la
formule de représentation explicite de la solution donnée au Théoreme 9.2.1.
9.5.1 La transformation de Cole-Hopf

Cette transformation consiste a ramener ’équation de Burgers

Opue(t,x) — %e@ius(t,x) = —u(t, )0 uc(t, x)
a I’équation de la chaleur
8t¢e(tax) - %Gag(ﬁe(t,.%) =0.
On va chercher ¢, sous la forme

¢6(t,l‘) — e—AU(t,x)

ou A\ est une constante a déterminer en fonction de € et U une fonction de classe
(au moins) C? sur Ry x R.
On calcule sans difficulté

Orpe = -NWUe ™V | 0,0 = —A0,Ue MV
D2pe = (—N0,U)%e Y — N2Ue Y .
de sorte que
Orpe — 3020 = —Ae M (O,U + 3eN(9,U)? — Led2U) .
Choisissons A = 1/e : alors
b (t,z) = e~Ue(t0)/e

est solution de

e — 3€02¢ =0

si et seulement si

WU + 4 (8,U.)% — 3ed?U. = 0.

La fonction U, étant de classe C? sur R’ xR, on trouve en dérivant par rapport
a x chaque membre de 1’égalité ci-dessus que la fonction

ue = 0,U, de classe C? sur R} x R
vérifie I’équation de Burgers
1 2 1 92
8tu€ + 58:5 (Ue) - 568IU6 =0
ou encore, de maniere équivalente

Oslhe + UeOpUe — %e@iue =0.
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Autrement dit, pour résoudre le probleme de Cauchy

Ortte + UeOptte — %e@iue =0, z€R,t>0,
ue}t:O =u™
avec, disons u™ € S(R), on procéde comme suit :

(a) on pose

x
Um(gc):/ u'™(2)dz, x€R;

— 00

(b) ensuite on résoud le probleme de Cauchy
e — 3ed2p. =0, z€R,t>0,
¢€|t:0 = U
(c) enfin on calcule u.(t, z) par la formule

_ Datu(t,a)
Pe(t )

Le calcul se résume par le diagramme suivant :

u5<ta (E) =0y (—eln ¢5) =

Y s

ué(t’ ) — (bE(tv )

ou les deux fleches horizontales correspondent a la transformation de Cole-Hopf
et son inverse, tandis que la fleche verticale correspond au semi-groupe de la

1
Lean
chaleur e2~=.

Remarquons que le principe du maximum (du minimum, en fait) pour ’équa-

tion de la chaleur garantit que

¢ >0, puisque ¢€|t:0 —e U0,
11 suffira donc de faire voir que ¢, > 0 pour que les calculs de I’étape (c) soient
bien légitimes.

Le point (a) ne pose pas de probleme : U™ est bien définie puisque u'™ est
& décroissance rapide a linfini; de plus U™ est de classe C*> sur R comme
primitive de u™ € C*°(R).

Pour ce qui est du point (b), on utilise la formule explicite donnant la solution
du probléeme de Cauchy pour ’équation de la chaleur donnée dans la Proposition
9.2.2 : quitte a changer ¢ en et pour se ramener a 1’équation de la chaleur
normalisée comme dans les sections précédentes, on a

1 in
¢e(ta ) — e§etAm (€7U /e) . t> O7
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ce qui s’écrit encore, au moyen de la solution élémentaire E; de 'opérateur
9y — 302 (3 support dans R} x R)

(:1:—.)2 Ui"(,)
¢€(t,m):\/ﬁ/e* 2t e eydy, reR, t>0.
R

Justifions cette derniere formule. Pour pouvoir appliquer directement la Pro-
position 9.2.2, on fera dans toute la suite I'hypothese

/Rum(y)dy =0.

U™ (y) — 0 quand |y| — oo

Ainsi, on a

de sorte que, pour tout € > 0 fixé
e~V W/e 5 1 pour |y| = oo
On applique alors directement la Proposition 9.2.2 au probleme de Cauchy
O®. — 3020. =0, z€R,t>0,
O, =eV" -1,
en notant que
e UM/e _1¢ep? (R) puisque U™ est & décroissance rapide

et que
be(t,x) = O (t/e,r) + 1.

On en déduit la formule ci-dessus pour ¢, en tenant compte de ce que

1 _aew?
m/ﬂe 2t dy=1, ze€R,t>0.

Par ailleurs, pour tout ¢ > 0 et tout compact K C R

2
+U"(y) ~ % uniformément en x € K pour y — oo

|z —yl?
2t
de sorte qu’il existe des constantes C, ¢ > 0 pouvant dépendre de ¢, € et K telles

que

_(@-yp?_ Uine
2et €

T—Y _ (-2 _ Unw a2
818 t ye et € S Ce Coet
€

pour tout = € K et tout y € R. Comme le membre de droite de cette inégalité
est intégrable sur R, on peut dériver sous le signe somme — cf. Note 3 du
chapitre 1 — et on trouve que
_ @=w)? _U"()
Dppe(t, ) = ——= TP éydy, reR, t>0.

V2met et
TE R
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Observons que ¢, > 0 comme intégrale de la fonction continue

_E@-w?_ Uy . ..
Yrre 2t < strictement positive sur R..

On conclut ainsi I’étape (c), en obtenant la formule explicite

. _@=w? Un)
/ %e 2et € dy
ue(t, r) = B , x€R, t>0,

_@=w? Uy
/ e 2et € dy
R

représentant la solution du probleme de Cauchy pour ’équation de Burgers

Oyt + ucOpue — 2ed2u. =0, z€R, t>0,

__in
ue} o = U
Résumons ce que nous avons démontré dans la

Proposition 9.5.1 (Existence et unicité pour ’équation de Burgers) Soit

u™ € S(R) telle que
/ u'™(z)dr =0.
R

Alors, pour tout € > 0, il existe une unique solution u. de classe C*° sur R} xR
et telle que

xr
(t,x) — / ue(t, z)dz soit continue et bornée sur Ry x RN
—0o0

au probleme de Cauchy pour l’équation de Burgers ci-dessus avec viscosité €/2
et donnée initiale u'™. Cette solution est donnée par la formule

(-2 _Uin@y)
=Y — e —
/Te 2et € dy
_ JR

ue(t7x) o _(=—yp? _Uin ’
e 2et € dy
R

ou encore, de maniere équivalente

; _@-yp?_ Uing
[,
R

ue(t,z) = e o , TeR,t>0.
e 2et € dy
R

En particulier, le principe du mazimum (faible) vaut pour I’équation de Burgers :

zeR, t>0,

sim <u™ < M sur R, alors m < ue(t,x) < M pour tout x € R et t > 0.
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Démonstration. La discussion précédent 1’énoncé de la proposition montre
lexistence de wu., ainsi que la premiere formule explicite. La seconde formule
découle de la premiere, car

T—Y _@=w? Uy ; _@-w? U
/ e 2et € dy —_ / uln (y)e 2et € dy = O .
R t R

En effet

de sorte que

[ (B2 gy Yo
R t

2 2 in
— - (w— )
:/ -9, (("’J%y) + Um(y)> e~ gy
R
o— ing, y:+OO
= |:€e_< 261;)2_[] e(y>:| — O

y=—00

puisque U™ € L>=(R), ce qui entraine que

(z —y)?
2

pour tout x € R et t > 0.

Le principe du maximum est une conséquence triviale de la deuxieme formule
explicite.

Que u, soit de classe C°° sur R} x R est immédiat. En effet, la fonction ®
solution du probleme de Cauchy

+ Um(y) — +o0 pour |y| — oo

9P — 3020, =0, z€R, t>0,

®.(0,7) = exp (1 /; ui”(z)dz) -1,

donnée par la formule

D (t,-) = E(t,-) %z <exp (—1 /_; ui"(z)dz> — 1)

est de classe C°° sur R} x R, comme solution de I’équation de la chaleur a
donnée initiale dans la classe de Schwartz S(R) — voir Théoreme 9.3.2. On
conclut grace au fait que

¢, > —-1sur R} xR
et que u, est donnée en fonction de ®, par la formule

uc(t, ) = —0zeln(l + @.(t/e, x)) .
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(Pour ce qui est de I'inégalité stricte portant sur ®., observons que
1/ .
E(t,-) % exp (—/ u’"(z)dz) >0
€ — 00

comme intégrale d’une fonction positive ou nulle non identiquement nulle.)

Il reste a démontrer I'unicité de la solution u. ainsi obtenue. Soit v. une
autre solution du méme probleme de Cauchy, de classe C>° sur R’ x R et telle
que

€T
(t,x) — / ve(t, z)dz soit continue bornée sur Ry x RV .
— 00

On vérifie alors sans peine que

. (,2) = exp (—1 / ’ ve(t/e,z)dz) _1

— 00

est une solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy

QU —1920.=0, z€R, t>0,
1/ .
U.(0,x) = exp </ um(z)dz> —1.
€

—o0
Par unicité de la solution du probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur,

on conclut que ¥, = &, et donc que v = ue d’ou 'unicité de solution du
probleme de Cauchy pour ’équation de Burgers. m

9.5.2 La formule de Lax-Oleinik

Nous allons maintenant faire tendre e vers 0 et montrer qu’alors u.(t, x)
converge vers une fonction u définie pour tout ¢ > 0 et qui est un prolongement
de la solution locale en temps du probleme de Cauchy pour I’équation de Hopf.

L’hypothese

u™ € S(R) et / u™(2)dz =0
R
entraine que

Un(z) = /w u'™(2)dz

définit une fonction
U™ ec C®MR), telle que U™ (z) — 0 lorsque || — co.

Considérons alors, pour tout ¢ > 0, la fonction F' définie par

(z —y)?

F(t,z,y) = o

+U™(y), zyeR,t>0.
Cette fonction vérifie

FecC™RL xR xR) et F(t,z,y) = 400 pour t,z fixés et |y| — oc.



9.5. SOLUTION DE L’EQUATION DE HOPF APRES LES CHOCS 309

Donc

inf F(t,z,y) est atteint,
[nf (t,z,y) es in

et
Jiz={z € R|F(t,z,2) = inlf{F(t,a:,y)} est compact,
i ye

car c¢’est un fermé borné de R.
Dans toute la suite, on notera

[y—(t,z),y+(t,z)] = le plus petit segment contenant J; , .

Evidemment, yy (t,2) € J; 4.

Commencons par étudier de plus prés ces nombres y4 (¢, ).
Lemme 9.5.2 Pour tout t > 0,
x1 < g entraine que yi (t,x1) < y_(t, z2).

En particulier, les fonctions x — y4 (t,x) sont croissantes sur R.
De plus, x — y_(t, ) est continue & gauche, x — yo (t,x) continue a droite
sur R, et

Si={zeR|y_(t,z) <yy(t,x)} est fini ou dénombrable.
Démonstration. En effet, soit y < y4(¢,21); on a alors

F(t7$23y) - F(t,$27y+(t,$1)) = (F(t7x27y) - F(t7x17y))
+ (F(tvxlvy) - F(t,l’l,y+(t,l'1)))
+ (F(tvxhy-i-(ta‘rl)) - F(t7x27y+(t7x1)) .
Comme le second terme dans le membre de droite est positif ou nul puisque

F(t,l‘,y+(t,l‘1)) = inf F(taxlay)
yeR

on en déduit que, si 1 < 22 et y < yy(¢,271), alors

F(t,]}g,y) - F(t,xg,y+(t,x1))
> (F(t,l’z,y) - F(t7$1ay)) + (F(t7$17y+(tvx1)> - F(t7x2ay+(t7$1))
1 1

=5 (22 —9)* = (21 —y)*) — 5% (2 = yg(t,21))* = (21 — Yo (t,71))?)

1 1 1
= @ w2y — (@ @)yt 21) = (1 — 22)(y —y4(t,21)) > 0.
On en déduit que, si x7 < 2, alors

inf F(t,zo,y) = inf  F(t,z9,y),
yER (t22,y) y2y4 (t,z1) (t:72,9)
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ce qui entraine que y (t,z1) < y_ (¢, z2). Et donc, pour tout ¢t > 0, on a
T < T2 = y—(taxl) < y+(t,x1) < y—(t’xQ) < y+(t,a:2) ’

ce qui montre que y4(t,-) est croissante.

Montrons que x +— y_(t, ) est continue & gauche sur R. Soient donc z € R
et x, T x; évidemment

Yp = Y— (t7$n) T supy,(txn) = Y« < y—(ta l‘) .
n

Si on avait y. < y—(t,x), alors, par continuité de F'

inf F(t,zn,y) = F(t,xn,yn) = F(t,z,y.) > inf F(t,z,y) pour n — co.
yER yER

Or ceci est impossible car la fonction

x +— inf F(t,x,y) est continue sur R
yeER

puisque F est continue et tend vers l'infini pour |y| — oo uniformément en (¢, x)
sur tout compact de R} x R — voir une démonstration dans ’appendice de
cette section.

On montrerait de méme que x — y4 (¢, ) est continue & droite, en considérant
cette fois une suite z,, | x.

Les fonctions x +— y4 (¢, x), étant croissantes sur R, n’y admettent que des
discontinuités de premiere espece, et les points de discontinuités forment un
ensemble au plus dénombrable. Comme y (¢,-) est continue & droite et y_(t,-)
continue a gauche, on a

y+(t,1‘) < —(t7$+0) < y+(t,$+0) = y+(t,$),

de sorte que
y-(t,z+0) =y4(t,2) et yy(t, 2 —0) =y_(t, 2).
Donc, si xz € S¢, on a
y—(tx—0) <yy(t,z —0) <y—(t,z+0) <y4(t,z+0).

Autrement dit, S; est inclus dans I’ensemble des points de discontinuité des
fonctions monotones x — y (¢, ), de sorte qu'il est au plus dénombrable. m

D’apres ce qui précede, pour tout ¢t > 0 et tout x ¢ Sy, alors

F(tvxay) > F(tvxvy:t(t,w)) pour tout y 7& y:t(t,l') :

On en déduit le comportement de u.(t,x) lorsque € — 0.
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Lemme 9.5.3 Pour tout t > 0 et tout x ¢ S, on a
— t
ue(t, x) — %i(’x) lorsque € — 0 .
Démonstration. On a en effet, pour tout n > 0,
_ 1 y+(t,z)+n +oo _
/ z ye_EF(t’x’y)dy _ / Jr/ T y —7F(t =, y)dy
R t Y+ (t75”
y4+(t,x)+ [e%¢)
> TT ) 70 y+(:’x) —n /M S ~LF(tay) dy+/ y ~Lrq, 9) dy
—o0 y4(t

Or, par définition de y (¢, z), on a

inf F(t,z,y) > inf F(t,z,y) = F(t,z,y+(t, 1)),
Yy (tx)+n (tzy) yER (t,z,9) (t, 2, y+(t, )

de sorte que

+oo _ 1
/ LY Py gy
yi(ta)4n ¢

/ 6—%F(t,ac,y)dy
R

y+(t,z)+n 1
/ e*;F(t,m,y)dy

— OO

1
/ e—;F(t,.’E,y)dy
R

— t —
lim u(t2) > roystz) —n
e—0+ t

— 0 pour e —» 0T,

et que

— 1 pour e — 0.

Par conséquent

de sorte qu’en faisant 7 — 0%, on trouve que

i ug(t,z) > LYt

)
e—0t t

On démontre de méme que

—y_(t
T ue(t,2) < 2= ¥=(t:2)
e—0t t

)

de sorte que

< lim uc(t,z) < lim uc(t,z) <
e—0+ e—=0% t

T — y+(t7x)
t

x—y_(t,x)

)
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pour tout ¢ > 0 et tout = € R, d’ou le résultat, puisque

y4(t,z) = y_(t,z) comme = ¢ S;.

Nous sommes maintenant en mesure de prolonger la solution de classe C*
locale en temps de I’équation de Hopf construite au chapitre 2.

Théoréme 9.5.4 (Formule de Lax-Oleinik) Soit u'® € S(R) telle que

/Rum(z)dz =0.

Pour tout € > 0, soit u. la solution du probleme de Cauchy pour l’équation de
Burgers
Optte + uOgue — %eﬁiue =0, z€R,t>0,

_ in
U€|t:0—u .

Lorsque e = 0, on a ue — u p.p. sur Ry xR, ot u est une solution de [’équation
de Hopf écrite sous la forme

2

Oru + O, (Z) =0 dans D'(R}. x R).

Cette solution est donnée par la formule explicite

x —ys(t, )

u(t,z) = .

, pour toutt >0 et x € R tel que y_(t,z) = y4(¢t, ).

et vérifie le principe du mazimum (faible) :
sim < u™ < M sur R, alors m < u(t,x) < M pour tout x € R et t > 0.

De plus, la restriction de u a [0, T(u™™)[xR est l'unique solution de classe C*
telle que 4
ufy_p =u™
Démonstration. La convergence p.p. de u. et la formule explicite pour la limite

découlent du Lemme 9.5.3.
D’autre part, le principe du maximum pour I’équation de Burgers implique
que .
el (ry xr) < Ju™||Lo(r), pour tout e >0,

de sorte que la limite p.p. de u, vérifie aussi
[ull Lo my xr) < [0 || Lo (m) -
En appliquant le théoréeme de convergence dominée, on montre alors que

ue — u et u? — u® dans D'(R%. x R).
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En passant la limite au sens des distributions dans I’équation de Burgers écrite

sous la forme

2
Ue

(’“)tue +aw ( 5

> — %eaiue =0,

on trouve que
2

O+ 0y (“2) =0 dans D'(R% x R).

Montrons enfin que u prolonge la solution locale de classe C''. Par définition,

T(u™) = 1

= - en posant 1/0 = 400,
b cp (max(0, — (@) (2)) /

de sorte que, pour tout ¢ € [0, T (u'"] :
y — y + tu'™(y) est une bijection croissante et continue de R dans R.

Par conséquent, pour tout ¢t € [0,T(u™)[ et tout x € R, il existe un unique
point y(¢,z) € R tel que

y(t,x) +tu™ (y(t,x)) = @
et la fonction )
(z—y)

2t

est décroissante sur | — 0o, y(t, z)[, croissante sur Jy(¢,x), oo et atteint son mi-
nimum en 'unique point y = y(¢, z). Autrement dit

Yy +U™(y)

y_(t,x) =y, (t,z) = y(t,z) pour tout x € R et t € [0, T (u'"|

et

—y(t . ,
u(t,r) = %(71‘) =u"(y(t,z)), ze€R, 0<t<T(™).

Comme la définition de y(¢, ) ci-dessus montre qu'’il s’agit du pied de la courbe
caractéristique passant par x a l'instant ¢, cette derniere formule coincide avec
celle obtenue au chapitre 1 par la méthode des caractéristiques. Donc, la res-
triction de u & [0, T(u™)[xR est la solution locale en temps de classe C* de
I’équation de Hopf obtenue par la méthode des caractéristiques. m

La formule explicite pour la solution globale u de ’équation de Hopf dans
I’énoncé du théoreme ci-dessus a été obtenue indépendamment par P. Lax et O.
Oleinik.

En voici une conséquence remarquable :

Proposition 9.5.5 (Inégalité de Lax-Oleinik) Avec les notations du Théo-
reme 9.5.4, la solution globale u de l’équation de Hopf obtenue comme limite a
viscosité évanescente de la solution de l’équation de Burgers vérifie la condition
suivante :

Ozu(t, ) < = dans D'(Ry), pour toutt > 0.

| =
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(Pour T, S € D'(R), la notation T < S signifie que la distribution S — T est
positive ou nulle sur R : cf. chapitre 3, section 3.2.2.)
Démonstration. Pour tout ¢ > 0, la fonction = — y4 (¢, ) est croissante sur
R et continue a droite, d’apres le Lemme 9.5.2. En particulier, cette fonction
est continue sauf sur un ensemble S; C R au plus dénombrable de points ol
elle admet des discontinuités de premiere espece, et localement bornée, de sorte
qu’elle définit bien un élément de D’'(R).

D’apres la formule des sauts (cf. Théoreme 3.5.1)

aacy-‘r(t? ) = {amy-‘r(tv )} + Z (y+ (tv z+ 0) — Y+ (t’ z = 0))62

z€Sy

{04 (40} = 00 (u(t, s, )
Comme y4 (¢, -) est croissante
{0zy+(t,)} > 0sur R\ S; et yy(t,24+0) — y4(t,z —0) > 0 pour tout z € S;.

Par conséquent, la distribution 9,y (t,-) est positive ou nulle, et donc, pour
tout t >0
tozu(t, ) =1 —0,y4+(t,-) <1 dans D'(R)

ce qui est précisément 'inégalité de Lax-Oleinik. m

Comme les fonctions x — y4 (¢, ) sont croissantes sur R, la formule expli-
cite de Lax-Oleinik permet d’affirmer que, pour tout ¢t > T'(u'"), la solution
prolongée par viscosité évanescente x — u(t,z) n’a que des discontinuités de
premiere espece, et que u est nécessairement décroissante a travers chacune de
ces discontinuités, d’apres 'inégalité de Lax-Oleinik.

Du point de vue physique (et bien que I’équation de Hopf ne soit pas un
modele correct de la dynamique des gaz) ces discontinuités de premiere espece
s’interprétent comme des ondes de choc. On comprend maintenant comment
se forment ces ondes de chocs & partir d’'une donnée initiale u*" de classe C?.
D’apres I’étude faite au chapitre 2 et dans la démonstration du Théoreme 9.5.4,
pour 0 < t < T'(u'™), la fonction

—_ )2 Y )
Y (CU Qty) +/ uzn(z)dz

— 00

atteint son minimum sur R en un point unique — l'idée étant que, pour ¢t > 0
assez petit, cette fonction est proche de la fonction

(z —y)?

H
y 2

qui atteint son minimum en 'unique point y = x. Lorsque ¢ > 0 augmente, le
terme

v . : (z —y)?
/ u'"(z)dz n’est plus une petite perturbation de o

—0o0
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de sorte que le minimum de la fonction

—_ )2 Y .
T 7(96 Qty) +/ u'"(z)dz

— 00

peut étre atteint en plusieurs points. Les points extrémes de minimum de cette
fonction, & savoir y_ (t,z) et y4(t,x), déterminent 'amplitude du saut de u(t,-)
a travers le point de choc x a l'instant ¢.

L’inégalité de Lax-Oleinik nous permet d’affirmer en outre que le graphe de
la fonction z — u(t,z) a tendance & s’aplatir sur axe réel lorsque ¢ — +o0 :
en particulier, la force des ondes de choc diminue lorsque le temps augmente.

9.5.3 Appendice

La démonstration du Lemme 9.5.2 est basée sur I’argument suivant.

Proposition 9.5.6 Soit ® : E x K — R continue, ou E, K sont des espaces
métriques et ot K est compact. Alors, la fonction ¢ : E — R définie par

¢(x)

— inf ®
Jnf (z,y)

est continue sur E.
Démonstration. D’abord, pour tout = € F, la fonction continue
K>y O(x,y)

atteint sa borne inférieure sur le compact K ; en particulier, ¢(x) est fini.
Soit donc x € E; il existe y, € K tel que

¢(z) = inf ®(z,y) = (z, ).

Soit (%1, )n>1 une suite de E arbitraire convergeant vers z ; soit d’autre part une
suite (Y, )n>1 convergeant vers y, dans K.
Par continuité de ® sur £ x K, on a

P(xy) = yiglf(@(:cn,y) < O(zn, yn) = Pz, y:) = ¢(2),
ce qui montre que o
m o(en) < 6(x).
n—oo
Choisissons maintenant une sous-suite (z,, )x>1 de la suite (z,)n>1 telle que

¢(zp,) — Um ¢(z,) lorsque k — oco.

n—oo

D’autre part, pour tout k > 1, choisissons y;, dans le compact K tel que la
fonction continue ®(z,,,-) atteigne sa borne inférieure sur K au point y =y,
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Considérons maintenant la suite (y,; )x>1 & valeurs dans le compact métrique K :
d’apres le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite de (y;, )x>1,
que nous noterons (y, ), convergeant vers y* € K. Par continuité de ®, on a

k

¢($n§c) = ylglf((b(xngmy) = (I)(wn;gayn;w) - ‘P(l‘,y ) = ylgf(q)(xvy) = (]5(.%'),

et comme d’autre part la premiere suite extraite (z,, )r>1 avait été choisie de
fagon a ce que
d(zyp,) — lim @(zy,) lorsque k — oo,

n—oo
il s’ensuit que

n—roo

Au total, on a montré que

n—00 n—00

ce qui entraine que
o(x,) = ¢(x) lorsque n — oo.

Comme ceci vaut pour tout € E et toute suite (x,),>1 convergeant vers x
dans ’espace métrique F, on en déduit que ¢ est continue sur £. m

Plus précisément, la démonstration du Lemme 9.5.2 utilise la variante sui-
vante de la proposition ci-dessus.

Corollaire 9.5.7 Soit @ : R x R — R continue et telle que, pour tout L > 0,
®(x,y) — +oo lorsque |y| — oo uniformément en x € [—L,L].

Alors la fonction
¢: Ro>z— inf O(z,y)
yeR

est continue.

Démonstration. Il suffit évidemment de montrer que ¢ est continue sur [—L, L]
pour tout L > 0.
Par définition de ¢, on a évidemment

¢(z) < ®(x,0) pour tout « € [-L, L].

L’application « — ®(z,0) étant continue, elle atteint sa borne supérieure sur le
compact [—L, L] : notons M cette borne supérieure.
D’autre part, par hypothese

inf ®(x,y) — +oo lorsque |y| — oo
|| <L

de sorte qu’il existe R > 0 tel que

O(z,y) > M + 1> ¢(x) pour tout x € [—L, L] et tout y tel que |y| > R.
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Par conséquent, pour tout x € [—L, L], on a

¢(z) = inf O(x,y) = Iyl‘r;fR@(x, Y)

de sorte qu’on se rameéne & la proposition précédente en posant E = [—L, L] et
K=[-R/R. m

9.6 Exercices

Exercice 1.

Soit u € C*=(R7 x RY) solution de I’équation de la chaleur
Oyu — %Azu =0sur R} x RYN.

Montrer, avec le minimum de calculs, que les fonctions

(t,z) = 2towu(t, x) + x - Vyu(t, x)
(t, ) > 4(t0;)*u(t, x) + 40, (z - Vyu(t,z)) + (x - Vo) u(t, z)

sont solutions de la méme équation de la chaleur que u. (Indication : on pourra
considérer la fonction u(A\%t, Ax), o A > 0.)

Exercice 2.

Existe-t-il une solution élémentaire tempérée dans le passé de 'opérateur de la
chaleur 9; — 1 A\;, c’est-a-dire E € S'(R; x RY) telle que

(6t — %Am)E = 6(15:1):(0’0) ’
supp(E) C R_ x RN ?

Exercice 3.

Notons E la solution élémentaire tempérée a support dans Ry xR” de I'opérateur
de la chaleur 0; — %Am dans Ry x RY. Posons

1
B(t,z;r) = {(s,y) ERxRN|s<tet B(t—s,z—1y)> rN} .

Soit u € C?(R4 x RY). Montrer que

1 jz — yl?
u(t,x) = N //B(t . u(s,y)2(t =) dyds .

(Indication : on pourra s’inspirer de la démonstration de la formule de la moyenne
pour les fonctions harmoniques.)
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Exercice 4.
a) Soit u € C?*(Ry x Ry) vérifiant

Oyu — %&fu =0 sur R} x RY,
u‘t:o =0 sur R .
Posons
v ={ 4G SETE
Calculer

(8; — 292)U au sens des distributions sur R% x R.

b) A partir de ce qui précede, énoncer et démontrer un résultat d’existence et
unicité d’une solution du probleme

du—3202u=0 sur R} x R,
u|$:0 =g pour t > 0,
u‘t:O:f pour = > 0,

lorsque f et g sont des fonctions de classe C? & support compact dans RY.

Exercice 5.

Notons I la fonction définie sur R par I(z) = 1j91)(z), et, pour tout a > 0,
posons I,(x) = 11(5). Soit (an)n>1 suite de nombres strictement positifs tels

~ a
que
E ap < 00.
n>0

Définissons une suite de fonctions (fy,)n>1 sur R comme suit :

flz-[mv f2:Ia1*Ia27'~~afn:-[al*-“*Ian'

a) Montrer que la suite f,, converge uniformément sur tout compact de R vers
une fonction f continue sur R dont on précisera le support.

b) Montrer que f est de classe C* sur R, et que, pour tout & > 1, on a

2k
fB (@) < ———, teR.
aias...ag

c¢) Comment choisir une suite (ay)n>1 vérifiant les propriétés du a) et telle que

la série
u(t,x) = Z

k>0

ka

(2k)!

F® (@)

définisse une fonction v de classe C? sur R??
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d) Calculer
du(t, ) — 2u(t, x) pour tout (t,z) € RY xR,
ainsi que
u(0, z) pour tout = € R.

Comparer le résultat obtenu aux énoncés d’unicité de la solution du probleme de
Cauchy pour I’équation de la chaleur établis plus haut — comme, par exemple,
le Lemme 7.2.4.
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Chapitre 10

Equation de Schrodinger

10.1 Origines du modele

L’équation de Schrodinger intervient dans des contextes tres différents :

a) c’est 'équation du mouvement pour une particule quantique soumise a
I’action d’un potentiel ; mais aussi

b) c’est une équation approchée pour certains problémes de propagation
d’ondes.

Disons quelques mots du théme a).

Rappelons les équations du mouvement pour un point matériel de masse m
soumis a P’action d’un champ de forces dérivant d’un potentiel V() : en notant
x(t) € RY la position du point matériel & I'instant ¢, on a

mi+ VV(z)=0.

Ce systéeme d’équations du second ordre se met aussi sous la forme d’un systeme
d’équations différentielles ordinaires d’ordre 1 et de dimension double :

mi = ¢,
{=-VV(z),
ou £(t) est 'impulsion du point a 'instant ¢.

s 7N

L’énergie du point considéré a l'instant ¢ est la somme de son énergie cinétique
2
im|z|* = % et de son énergie potentielle V' (z(t)) :

OIS

E= + V(x(t)) = Const.

1
2

La formulation hamiltonienne de la mécanique classique consiste a partir de
I’énergie ci-dessus comme fonction des variables de position z € R et d’impul-
sion ¢ € RN :

H(z,¢) = %W +V(x).

321
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Cette fonction est appelée “hamiltonien” du systéme mécanique considéré —
dans le cas présent, d’un point matériel de masse m soumis a I’action du potentiel
V. A partir du hamiltonien, on forme le systeme des équations de Hamilton

. oH -
fj—_@(%f), j=1,...,N
. OH

€T :+87€j(‘r7§)7

dont on vérifie, dans le cas du hamiltonien d’un point matériel de masse m sou-
mis a I'action du potentiel V', qu’il coincide avec le systeme différentiel d’ordre
1 ci-dessus, équivalent aux équations du mouvement.

On vérifie également sans peine que le hamiltonien reste constant le long des
courbes intégrales du systeme des équations de Hamilton — cette propriété, qui
vaut pour tout hamiltonien de classe C?, est donc équivalente & la conservation
de I’énergie dans le cas du point matériel dans un champ de potentiel pris ici
comme exemple.

Apres ce rappel sur les équations de la mécanique classique, voyons comment
la mécanique quantique décrit 1’évolution du méme point matériel soumis a
Paction du potentiel V' — pour plus de détails, voir [2].

En mécanique quantique, le probleme n’est plus de chercher la position z(t)
et 'impulsion £(t) du point matériel & tout instant ¢ — le principe d’incertitude
de Heisenberg nous dit qu’une telle description est impossible.

On va donc chercher plutét une fonction (¢, ) — ¥(t,x2) € C, au moins
mesurable, appelée “fonction d’onde” qui va coder Iétat du systeme (ici du
point matériel considéré) d’une fagon quelque peu compliquée, que nous allons
présenter succintement.

La fonction d’onde doit satisfaire

/ |4(t, 2)|?*dx = 1 pour tout t € R,
RN
ce qui signifie que [ (t,2)|> est une densité de probabilité par rapport a la
mesure de Lebesgue dz — cf. [13], Définition 4.2.7.

La signification de cette densité de probabilité est la suivante : |1 (¢, x)|>dz
représente la probabilité (infinitésimale) de trouver le point matériel dans un
volume infinitésimal dx centré au point z € RY & l'instant ¢. Ainsi, pour tout

A C RY mesurable, la probabilité de trouver le point matériel dans A a 'instant
t vaut-elle

/A|1/J(t,x)\2dm.

Mais on peut calculer également bien d’autres quantités physiques au moyen
de cette densité de probabilité. Par exemple,

/ V(@) (t,2) Pda
RN

représente 1’(espérance de 1’)énergie potentielle du point matériel & I'instant .
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Plus généralement, étant donnée une quantité physique quelconque dont la
valeur est f(xr) lorsque le point matériel se trouve au point x € R, on obtient
la valeur observée pour cette quantité a l'instant ¢ pour un systeme décrit par
la fonction d’onde (¢, z) au moyen de la formule

/ F@) () Pdz
RN

Cette discussion n’explique pas comment calculer toutes les quantités phy-
siques naturelles pour le point matériel considéré. Par exemple, il resterait
a expliquer comment on calcule, en mécanique quantique, la valeur observée
de quantités physiques faisant intervenir I'impulsion — comme par exemple
I’énergie cinétique.

D’ailleurs, on comprend bien qu’en passant de la fonction d’onde (¢, x)
A valeurs complexes au carré de son module |¢)(¢,7)|?, on a perdu beaucoup
d’information — toute celle contenue dans 'argument du nombre complexe
B(t, ).

Voici donc comment comment calculer la valeur observée a l'instant ¢ pour
une quantité physique valant g(§) lorsque 'impulsion du point matériel vaut .

En appliquant le théoréme de Plancherel (Théoreme 5.4.12) & la fonction
x + )(t, x) qui appartient & L2(R"), on voit que

[ o= [ 1 OP g
RV RN

oll on a noté & la variable duale de x et zﬁ la transformée de Fourier partielle de
1) en la variable par rapport & la variable 2. Autrement dit |@[A1(t, % )|? est aussi
une densité de probabilité par rapport a la mesure (2:% proportionnelle a la
mesure de Lebesgue d§, cette fois non pas dans ’espace physique — c’est-a-dire
dans I’ensemble de toutes les positions possibles du point matériel — mais dans
I’espace de Fourier qui est I’ensemble de toutes les impulsions possibles du point
matériel considéré. (La constante & intervenant ici est %, ou h est la constante
de Planck.)

Ceci suggere la méme construction que pour les quantités physiques fonctions
de la seule variable x : la valeur observée d’une quantité physique dont la valeur
vaut g(€) lorsque I'impulsion du systéme vaut & est

[ 91 k)P e
RN

Par exemple, I'énergie cinétique observée a 'instant ¢ pour un point matériel de
masse m de fonction d’onde (¢, z) est

€2 ;
[ o ot

Supposons que la fonction d’onde est suffisamment réguliere et décroissante
a D'infini, par exemple que la fonction & — (¢,x) appartient & la classe de
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Schwartz S(R™). Alors — cf. Proposition 5.2.2 (b) — on a

o —

sz/;(t’ %5) = (%896]7/1@7‘%))(%5)

de sorte que
[ 3 s0r gt = 2 [ ] @ b e
v 2 m 'R N = 2m [ z ' hS) @rh)N

=1 \WV 2 (¢, 2)dx
R3

2m

ou la derniere égalité découle du théoreme de Plancherel (Théoreme 5.4.12 ou
Corollaire 5.2.7.)
Une intégration par parties permet d’ailleurs de mettre cette derniere intégrale
sous la forme
2

- A,
i [ v e = [ 3w(t,x>( i )zﬂ(tm)dm.

Ainsi la valeur observée de ’énergie totale a I'instant ¢ du point matériel de
fonction d’onde (¢, x), somme de 1’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle,
s’écrit )

Ao | vw) (t, 2)de

t,x

[ i) (T
La discussion ci-dessus montre que plus généralement, pour calculer la valeur

observée d’une quantité physique de la forme g(£)+ f(«) pour un systéme décrit

par la fonction d’onde (¢, x), ol g est une fonction polyndmiale et ot z et £ sont

respectivement les variables de position et d’impulsion, on forme la quantité

P(t, x) (9(hDy) + f(x)) P(t, x)dx

RN

— rappelons ici la notation

10 1 0

Autrement dit, & la fonction g(¢) + f(x) de la mécanique classique qui est la
valeur d’une quantité physique lorsque le point matériel considéré se trouve
simultanément a la position x avec une impulsion £, la mécanique quantique
associe lopérateur différentiel g(hD,) + f(z).

Par exemple, au hamiltonien de la mécanique classique pour un point matériel
de masse m dans un champ de potentiel V(z), qui est la fonction définie par

_ e

T 2m

H(z,¢) + V()

est associé le hamiltonien de la mécanique quantique, qui est [’opérateur différentiel
h2| Dy |? —h2A2
H(z,hD,) = ‘2 z| +V(z) = z

m m

+V(x).
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Cette correspondance associant un opérateur (c’est-a-dire une application
linéaire sur un espace vectoriel de fonctions) porte le nom de “quantification”.
Quantifier une expression de la forme g(§) + f(x) avec g polynomiale est tres
simple, comme on vient de le voir ; dans le cas d’une fonction quelconque a(z, &)
de z et de £ — méme appartenant & S(RY x Rév ) — cette opération est plus
compliquée. En particulier, il existe plusieurs procédés de quantification asso-
ciant des opérateurs différents a une méme fonction a(z, ). Nous n’insisterons
pas d’avantage sur cet aspect de la question, qui sort du cadre de notre étude.

Apres cette évocation de quelques-unes des notions fondamentales de la
mécanique quantique, qui a pour but d’en faire sentir les analogies et les différen-
ces avec la théorie plus familiere qu’est la mécanique classique, nous concluons
en présentant enfin I’équation de Schrédinger.

Au hamiltonien de la mécanique classique pour un point matériel de masse
m dans un champ de potentiel V(z), qui est une fonction des variables de
position z et d’impulsion &, nous avons vu comment associer de fagon naturelle le
hamiltonien de la mécanique quantique qui est un opérateur différentiel agissant
sur les fonctions de la seule variable de position.

L’équation de Schrédinger gouverne 1’évolution de la fonction d’onde du
point matériel considéré et s’écrit

ihdy(t, x) = H(x, hD,)y(t,x), (t,z) € Rx RV,
c’est-a-dire
iho(t,x) + 2 A p(t,a) = V(z)b(t,z), (t,x) e Rx RV,

Cette équation joue, pour la mécanique quantique, le role du systeme des équations
de Hamilton

. OH .
gjffaixj(‘:mg)a .7*1,'~';Na
. OH

Tj = +¥(‘T7’£)7
J

en mécanique classique.
Nous reviendrons sur I’analogie entre ces deux théories a la fin de ce chapitre.

10.2 Etude du probleme de Cauchy pour I’équa-
tion de Schrodinger

Nous allons étudier I’équation de Schrodinger libre (c’est-a-dire sans poten-
tiel : V' = 0) dans lespace euclidien RY avec N > 1. Quitte & choisir des unités
convenables de masse et d’énergie, on se raméne donc au probleme suivant :

i)+ 30,9 =0, t>0, zeR"N,
w’t:O ="
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ot1 '™ est une fonction (ou une distribution tempérée) donnée, et ot I'inconnue
est la fonction (¢, x) — (¢, x) & valeurs complexes.
Rappelons que, pour tout N > 1

1gr: (t) |22

Eny = lim ——————=¢" 20
=0T 27 + i)t

définit 'unique solution élémentaire tempérée de 'opérateur de Schrodinger a
support dans R, x RV,

Théoréme 10.2.1 (Résolution de 1’équation de Schrédinger) Pour toute
distribution a support compact '™ € E'(RN), il existe une unique solution ¥
au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy pour ’équation de
Schrédinger avec donnée initiale ™.

Cette solution 1 est donnée par la formule

U = En * (01=0 @ ™).

De plus, si '™ € H*(RY) avec s € R, alors la restriction de la solution ¥
aR% x RY, c’est-a-dire au domaine défini par linégalité t > 0, se prolonge par
continuité pourt =0 en

e C(Ry; HY(RY))
telle que
NV, ) asmyy = ||wi”||H5(RN) pour tout t > 0.

En particulier, lorsque '™ € L>(RY), on a
/ |U(t,z)|>dx = / |0 () |*dx pour tout t € R..
RN RN

Cette derniere égalité traduit la conservation de la masse — ou du nombre
de particules, ce qui est équivalent.
Démonstration. Dire que ¥ est solution au sens des distributions tempérées
du probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger avec donnée initiale %",
c’est dire que

(10 + 2 A,)V = 5o ® ¥ dans S'(R; x RY),
supp(¥) C Ry x RV,
Par hypothese, §;—o @1 est & support compact, de sorte que (cf. Théoréme
4.4.6)
(10 + 5A4) (Ex * (610 @ ™)) = ((i0; + $A4)En) * (61=0 @ ¢'™)
= 0(t,0)=(0,0) * (0¢=0 @ Wn)
= 0;—o ® "™ dans D'(R x RY).
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De plus, comme 6;—¢ ® ¥'" est & support compact, d’apres la Proposition 4.4.2
de majoration du support d’un produit de convolution
supp (En * (=0 ® ¥"™)) C supp (En) + supp (di—o ® 1™")
C (Ry x RY) + ({0} x RY)
C R+ X RN .

Ceci montre que la formule
U = By * (60 @ ¢™)

définit bien une solution au sens des distributions tempérées du probleme de
Cauchy pour I’équation de Schrodinger libre avec donnée initiale 1.

Démontrons I'unicité de cette solution.

Supposons qu’il existe deux solutions au sens des distributions tempérées du
probleme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger libre avec donnée initiale
™ notées Uy et Wsy.

Par linéarité de I’équation, ® = ¥, — Uy vérifie

(i0; + 3A,)® = 0 dans S'(Ry x RY),
supp(®) € Ry x RV,
Appliquons & chaque membre de I'égalité ci-dessus la transformation de Fourier
partielle en la variable x, notée ® — ®. Désignant par £ la variable duale de x,
on a, d’aprés la Proposition 5.4.3 (a) :
(0 + 3il¢[*)® = 0 dans S'(R; x RY),
supp(®) € Ry x RV,

1.
Multipliant chaque membre de 1’égalité ci-dessus par e2itlel qui est une fonction

bornée dont les dérivées successives sont toutes a croissance polynomiale, on
trouve que

1. R 1. .
o, (62”524)) — 26 (9, + Lil¢|*)d = 0 dans S'(R; x RY)
ce qui, grace a la Proposition 3.4.5 montre que

1o s
2P H = ¢ e S’'(Ry) distribution constante en t € R..

Mais comme par hypothese ® est a support dans le domaine des temps positifs
ou nuls,

supp(®) € Ry x RV
de sorte que

1.2
supp (62”'6'2(1)) CcR, xRN,
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Comme cette distribution est constante en t € R, elle est donc nécessairement
nulle, ce qui entraine que

® =0 dans S'(R; x RY).

Par inversion de Fourier inverse partielle en la variable x — cf. Théoreme 5.5.4,
I’on trouve finalement que

® =V, — Uy =0dans S'(R; x RY).
Supposons ensuite que " € H S(RN ), autrement dit que
(1+[¢) P e LARY).

Alors

—

i Lol +4
En % (6t:0 ® in) = 1Rj;_ (t)6721 €] g

d’apres le Théoréme 5.4.11, de sorte que, pour tout ¢ > 0, la fonction x — U(t, x)
appartient & H*(R") avec

19 () ey = 11+ 16D | 2 meny
s —lit|§|2 Tin
= [[(1+ [€])%e 2" " | L2 (mravy
= 1V | s mv) -

Enfin, pour s, > 0, on a

Litje? —Lisie? Tin
[ (t, ) — (s, )| oy = [[(L+ [€])% (e 21 — 28 )him | 12 vy
s( —i(t—s)e 2in
=[[(1+[£))°(e2 — DY 2myy = 0

par convergence dominée lorsque s —t — 0, puisque

1. ~.
(14 [€])* (e~ 2/ 9)EF _ 1) 5 0 p.p. en € € RV,

tandis que

1+ JE)* ("2 IEF _1ydim2 < 41+ ¢ [$im[2 € LLRY).

]

Contrairement au cas de ’équation de la chaleur (voir la section 9.3.3 du cha-
pitre 9, il n’y a pas de sens préférentiel d’écoulement du temps pour ’équation
de Schrédinger, de sorte que le probleme de Cauchy avec donnée initiale pres-
crite a t = 0 peut étre résolu aussi bien pour ¢ > 0 que pour ¢t < 0, de méme
que pour le cas de ’équation de transport.

Corollaire 10.2.2 (Continuité en temps) Soit " € H*(RY). La restric-
tion pourt > 0 de la solution ¥ au sens des distributions du probléme de Cauchy



10.2. PROBLEME DE CAUCHY ET EQUATION DE SCHRODINGER 329

avec donnée initiale V"™ pour l’équation de Schridinger se prolonge pour t < 0
en un unique élément b de C(Ry; H*(RY)) vérifiant
i)+ 1A, =0 dans D'(R; x RY).

Cette fonction v est donnée par la formule

1. .
(¢, &) = 675”‘5‘21/1’”@), p.p. en & € RN et pour tout t € R,

en notant 1& la transformée de Fourier partielle en x de v et & la variable de
Fourier duale de x. De plus, on a

v, M asmyy = ||’1,Z)inHH5(RN) pour tout t € R.
On prendra bien garde a ne pas confondre 1 qui vérifie
0 + 2 A, = 0 dans D'(R; x RY)
est continue en t & valeurs dans H*(RY) et telle que
Yl =¥,

avec ¥ qui est discontinue sur I’hyperplan d’équation ¢ = 0.

D’ailleurs c’est précisément le fait que v soit continue en t qui permet de
parler de la restriction ’(/)‘tzo de ¥ a ’hyperplan d’équation ¢t = 0.
Démonstration. Comme on I’a vu dans la preuve du Théoreme 10.2.1, dire
que ¢ € C(Ry, H¥(RY)) vérifie

(i0; + $A;)1 = 0 dans S'(Ry x RY),
c’est dire que sa transformée de Fourier partielle ’(/AJ en la variable z vérifie
(0r + 3il€[*)1) = 0 dans S'(Ry x RY)
ou encore que
1. .
o <ezltlf'2¢) =0 dans S'(R; x RY)
ce qui équivaut a dire que
Litie 2 _ _ tin N
e2 P(t,&) = Const. = " (§) p.p- en £ € R™ et pour tout t € R.
Ainsi, l'unique élément de C(Ry, H*(RY)) tel que
(i0; + 3A,)1h = 0 dans D'(R; x RY),
Vo =™,
est donné par la formule

. 1. N
»(t, &) = e_Tt'&'zW”(f) p.p. en £ € RY et pour tout t € R.
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La relation

N0, M asmyy = ||¢i"||Hs(RN) pour tout t € R

découle évidemment de la formule ci-dessus — cf. la preuve de la méme relation
de conservation de la norme H® dans la démonstration du Théoreme 10.2.1.
On vérifie également, toujours comme dans la preuve du Théoreme 10.2.1,
que cette formule définit bien un élément de C'(Ry, H*(RL)) sous I'hypothese
win c HS (RN)
Enfin cette formule définit bien un prolongement de ¥ pour tout t € R
puisque

~ — . 712’ 2 ~
U = By * (00 ® ") = g ()e” 2" = 1g. (1))

]
Le corollaire ci-dessus montre qu’il est naturel de considérer, pour tout ¢t € R,
I’application linéaire

Ut) : ™ = (t, ).

On note en général cette application
Lita
U(t) =e2""=.

Proposition 10.2.3 (Groupe de Schrédinger libre) La famille d’applica-

1.
tions linéaires U (t) = g2t

a) pour tous s,t € R, on a

vérifie les propriétés suivantes

Ult+s)=Us)U®),  U®0) = Id;

b) pour tout t € R, Lapplication linéaire U(t) est unitaire dans H*(RY), c’est-
a-dire que
Uy =u®) =U(-t);

c) pour tout ' € H*(RN), l’application
R >t~ Ut)y™ € HY(RN)

est continue et, pour toutt € R, on a
— 1. 2 A
U(t)ypin = e~ 2l qin

La famille d’applications linéaires e%im est appelée “groupe de Schrodinger
libre” : en effet, la propriété a) montre que U et un morphisme de groupe de R
additif dans le groupe des éléments inversibles de £(H*(R”Y)) — l'algebre des
endomorphismes continus sur H*(R"). (Rappelons que 'ensemble des éléments
inversibles de £(H*(R”)) muni de la composition des endomorphismes forme
un groupe.)
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Le point b) signifie que le groupe (U(t))ier est un “groupe unitaire sur
H*RN)” car pour tout ¢t € R, I'endomorphisme U(t) est un endomorphisme
unitaire sur H*(RY).

Enfin, le point ¢) signifie que le groupe (U(t)):er est “fortement continu”,
au sens ou, pour tout 1" € H*(RY)

'application t — U(t)y™ est continue de R dans H*(RY)

Démonstration. Le point a) est une conséquence immédiate de la formule du
Corollaire 10.2.2.

Le point c) a déja été établi dans ce méme Corollaire.

Quant au point (b), soient ¢, € H*(RY™) et t € R. Alors pour tout t € R

o —

OU B (E)(1 + [&])*dg

-

GIUOY) s (m) = @y

RN
= ety [, SO B (1 + ) e

= G /RN T2 g€ (1 + |el)de

— iy [ U003 +1€)de
—) oY) s ry 5

d’olt on tire la formule U(—t) = U(t)*.
Enfin, le fait que U(—t) = U(¢)~! découle du point (a). m

I
§

10.3 Effets dispersifs

Nous n’allons pas discuter ici en détail la notion générale d’EDP dispersive,
ce qui nous entrainerait trop loin.

Intuitivement, une EDP d’évolution dispersive a tendance a “étaler” le sup-
port de sa donnée initiale — mais cette propriété d’étalement du support ne
caractérise pas les équations dispersives. Par exemple, ’équation de la chaleur,
qui vérifie cette propriété d’étalement du support — cf. Théoreme 9.3.4 — n’est
pas une considérée comme une équation dispersive.

L’équation de Schrodinger fait partie de la famille des équations dispersives,
et nous allons examiner quelques conséquences tres simples de cette propriété
d’étalement du support de la donnée initiale.

Voici une premiére estimation rendant compte de I'effet dispersif de I’équation
de Schrodinger.

Proposition 10.3.1 Soient N > 1 et U(t) le groupe de Schréidinger libre sur
RN, Alors, pour toute fonction ¢ € C.(RN), on a

1
U)o mry < W||¢||L1(RN)
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pour tout t € R*, et U(t) se prolonge de maniére unique en une application
linéaire continue de L*(RN) a valeurs dans L (RN) vérifiant cette inégalité.

Démonstration. Posons, pour ¢ € C tel que R(c) > 0

G.(z) = e_%, re RN,

en notant ./ la détermination principale de la racine carrée sur C \ R_.
On sait, d’apres le Théoreme 10.2.1 et la construction de la solution élémentaire
de l'opérateur de Schrédinger dans le Théoreme 7.2.5, que

Ut)p = 61_i>%1+ Getrit x ¢

et, comme ¢ € C.(R"), la limite ci-dessus vaut ponctuellement en tout point de
RY, en appliquant le théoréme de convergence dominée & I'intégrale définissant
le produit de convolution au membre de droite de cette égalité.

Or, pour tout z € RY, on a

|Getrit * d(2)| < NGetritll Loo mm) Dl L1 (mY)
! ol
= LI(RN)
(277\/ €22 + zfQ)N/2
1

WH¢||L1(RN)~

On conclut donc en passant & la limite pour € — 07 au membre de gauche de
cette chaine d’inégalités.

L’existence et unicité du prolongement continu de U () découle de la densité
de C.(RY) dans L'(RY), d’apres le Théoreme 6.1.1. m

Comparons 'estimation

006 ) < s Il
avec le fait, établi dans le Corollaire 10.2.2, que
U@ S 2myy = |6ll2myy, tE€R.
L’estimation ci-dessus montre que
U ()¢l Lo mny — 0 lorsque [t| — 400, tandis que ||U(t)¢|L2m~) = Const.
Cela n’est évidemment possible que si le graphe de la fonction
z = [U(t)o(2)]

s’étale dans l'espace euclidien R™ lorsque [t| — +oc.
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Cette propriété d’étalement du support, qui vaut pour ¢ — oo, s’ac-
compagne donc du phénomene inverse de concentration. Voici comment : si
¢ € S(RY) est une donnée initiale “concentrée” en l'origine, l’estimation ci-
dessus montre que, pour T > 0 assez grand, U(—T)¢ est au contraire tres
“étalée”. Choisissons maintenant p = U(—T)¢; on obtient ainsi une donnée
initiale tres “étalée” telle que U(T)yY = ¢ soit “concentrée” en l'origine —
voir Proposition 10.2.3 (a)-(b). Evidemment, pour ¢ >> T, le graphe de U ()¢
s’étalera a nouveau.

Voici une conséquence de ce phénomene d’étalement-concentration qui peut
sembler curieuse a priori :

Proposition 10.3.2 (Non continuité L? de U(t)) Soient U(t) = e%im le
groupe de Schridinger dans RY, et p € [1,00]. Si p # 2, l'unique valeur de t
pour laquelle U(t) est continu pour la norme de LP(RY) est t = 0.

Autrement dit, 'espace L2(R”) et les espaces de Sobolev H*(R”) modelés
sur L?(RY) sont les espaces naturels ou étudier le groupe de Schrodinger libre —
au-dela du fait que ces espaces sont commodes & utiliser grace a la représentation
du groupe U(t) en variables de Fourier.

Pour établir ce résultat, U'intuition du mécanisme d’étalement-concentration
ne suffit pas, et nous aurons besoin de solutions explicites et non triviales de
I'équation de Schrédinger libre sur RV,

De méme que dans le cas de ’équation de la chaleur, la solution a l'instant
t de I’équation de Schrodinger est donnée par convolution de la donnée initiale
avec une gaussienne — complexe dans le cas de I’équation de Schrodinger.

Or le produit de convolution de deux fonctions gaussiennes est encore une
gaussienne : on obtient donc des solutions explicites du probleme de Cauchy
pour I’équation de Schrédinger en partant de données initiales gaussiennes.

Lemme 10.3.3 (Données initiales gaussiennes) Pour tout N > 1 et tout
c € C tel que R(c) > 0, posons

— —-5- N
G.(x) = 27rcNe 2, xeRY,

en notant ./ la détermination principale de la racine carrée sur C\ R_. Alors
a) pour tout p € [1,00] et tout (a,b) € R\ {(0,0)}, on a

ML) N
|Garivllr@myy = (2m) 2 \P (a®+b*)2\p "2 (ap)fN/Zp;

b) la transformée de Fourier de G. est la fonction

~ 1 2
Go(6)=e 2" ce RV,

¢) pour tout t € R, le groupe de Schridinger agit sur G. par

U(t)GC == Gc-‘,—it .
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Démonstration du lemme. Pour ce qui est du point a),

Cosle) = e oxp (-
R O e = I R R

de sorte que, pour tout p € [1,00]

—Np/2 2 b2 N/2
/ |Gagiv(x)|Pdr = (27r\/ a? + b2) ! <27Ta i > .
RN

pa

Autrement dit

N(1_ N1 1
1Casillirrr, = @02 (57 (02 412y 2 (572) ()72

tandis que
~N/2
|Gativll e @) = (27T\/a2 n b2> .

Pour le point b), cf. Lemme 7.2.6.
Le point c) est une conséquence immédiate du b) et de la formule

— 1 . 1

T(0)Ga(6) = e 2P Gy (6) = e 2P emaetlel = o= a(erilel® — & (e).

]
Démonstration de la Proposition. Pour tout ¢ € C tel que R(c) > 0, on
part de l'identité

U(t)Gc = Gc+it 5 t S R

démontrée au ¢) du Lemme 10.3.3. On pose comme ci-dessus R(c¢) = a et S(c) =
b.
Puis on calcule

S
N[ =
N——

N —
TG rwn _ [Ceriliras _ (VaEraeor)"
1Gellr @) |Gellrr) VaZ + b2

Supposons maintenant que p > 2 et que ¢ # 0; choisissons b = —t et faisons
a — 07 : alors

1.1
||U(t)Ga—it||Lp(RN) (a)N(p 2)
HGa—it”LP(RN) |t]

de sorte que
|U#)Ga—it| Lr @)
[Ga—itllLr®)

— +00.

Au contraire, si p < 2 et t # 0, on choisit b = 0 et on fait a — 0% : ainsi

1 1
[OIEA P (M)Wﬂ

HGa”LP(RN) a
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de sorte qu’a nouveau
1U#)GallLemy

— +00.
IGallLe g™

Or si l'application linéaire U(t) était continue pour la norme LP(RY), il
existerait une constante C' = C(p,t) > 0 telle que

U)ol Lory < C(p, )|l Lo (ry pour tout ¢ € S(RY).

Mais ceci est impossible lorsque ¢t # 0 et p # 2, d’apres les comportements
asymptotiques établis ci-dessus. ®

10.4 Transformation de Wigner et limite semi-
classique

Dans l'introduction de ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions de
base de la mécanique quantique en tachant d’en souligner les analogies avec la
mécanique classique. Nous allons voir dans ce qui suit comment la transforma-
tion de Wigner permet de passer des objets quantiques aux objets classiques.

10.4.1 La transformation de Wigner

Commencgons par la définition de la transformation de Wigner.

Définition 10.4.1 Soient € > 0 et ¢ € L*(RYN). On définit la transformation
de Wigner de 1) a l’échelle ¢ comme

Wil &) = [ e 0o + bey)b(o — Sen) i

RN

Sachant que ¢ € L?(R”Y), on commence par observer que
[ o+ senile=Senldn < [ % (106 + den)P + [0a = Fen)) ay
3 [ ety [ o - da)ldy
RN RN
(g)N/ [(x + 2)[2dz + 3 (%)N/ |(a — 2)[2dz
RN R

N

N|—

N
= 2o |19l 22 R

grace au changement de variables z = %ey.
Autrement dit, la fonction

y =z + jey)v(z — Sey)
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est bornée dans L' (R”Y) uniformément en x € RY. On en déduit que la trans-
formée de Wigner de 9 a I’échelle € vérifie

N
sup [We[)(z, )| < Zx (9]l 72mm) -
z,6€ERN

Proposition 10.4.2 (Continuité de la transformation de Wigner) Pour
tout € > 0 et tout yp € L2(RYN), la transformée de Wigner W.[3b] de b a l’échelle
€ est une fonction continue et bornée sur RLY x Rév.

Démonstration. Soit 1 € L?(RY); par densité de C.(R"™) dans L2(R"), il
existe une suite (¥, )n>1 de C.(RY) telle que v, — ¢ dans L}(RY) lorsque
n — +0o0.

Pour tout n > 1, la transformée de Wigner W,[1,,] & 1’échelle € de v, est
continue sur RY x RM. En effet, pour toute suite (xy, &k )k>1 convergeant vers
(z,€) lorsque k — oo, la suite () est en particulier bornée, et on pose

R =sup|zg| < 00.
k>1

Puis on remarque que toutes les fonctions

Y = Yp(Tr + %Ey)wn(xk - %Ey)

sont continues et a support dans le compact
2 (supp(n) + BO,R) ) -

On en déduit par convergence dominée que, pour tout n > 1 fixé

e et bebalon — Sedy > [ 0ot bey)a (o — Sen)dy
RN RN
lorsque k& — oo, d’ott la continuité de We[i,].

Enfin, 'inégalité établie avant 1’énoncé du lemme et le caractere bilinéaire
de la transformation de Wigner montrent que, pour € >0 et n > 1

2N
sup [We[yn](z,8) — We[d](z,6)] < T\/HZ/JTLHLZ(R)HZ/)TL - wHL"’(R)
xRN €

2N
+ 6T\f||¢||L2‘(R)||¢n =l my

d’ou 'on déduit que
We[thn)(z, &) = We[)(z,€)
uniformément sur RY x R lorsque n — oo, pour € — 0.
Ainsi, W[] est, pour tout € > 0, une fonction continue bornée sur R x R¥
comme limite uniforme de fonctions continues bornées. m

Voici quelques exemples de calculs de transformées de Wigner pour des
classes de fonctions remarquables.
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Exemple 10.4.3 (Ondes planes) Soient a € C.(RY) d valeurs réelles et k €
RN\ {0}, et posons, pour tout € > 0 et tout a > 0

Yo (2) = a(z)e®?/" | z e RN,

Alors, pour tout a > 0, la transformation de Wigner a [’échelle € de eo est
donnée par les formules suivantes

We[thea](,€) = Wela] (2, — €'~ k)
De plus lorsque € — 0, on a

Wethea] = a(2)? @ ¢ dans S'(RN) sia < 1,
We[the] = a(z)? @ de—y dans S'(RN) sia =1,

lorsque € — 0.

En effet, la formule W [¢)ca](z, &) = We[a](x, & — €' ~%k) découle trivialement
de la définition de la transformation de Wigner.

Puis, pour toute fonction test x € S(RY x RY), on a, en notant Y(z,y) la
transformée de Fourier de la fonction £ — x(x,&) et y la variable duale de &

//RNXRNX(%@WE[@bea](x,g)dxdg

. el = k. dyd
=[] e el + ep)ale — den)
X

en appliquant le théoreme de Fubini apres avoir constaté que l'intégrande est
dominé par la fonction

(z,9,€) = x(z,§)a(z + Fey)a(z — ey)

qui est intégrable sur RY x RN x R car a est continue & support compact et
x € S(RY x RY).

Passons ensuite a la limite dans l'intégrale au membre de droite : lorsque
e—0,ona

eiélfak'ya(as + tey)a(z — tey) — a(z)? pour a < 1,

e*Va(z + Ley)a(r — tey) —» e*Va(z)? pour a=1.
Comme la fonction ¥ € S(RY xR”) en tant que transformée de Fourier partielle
(par rapport & la variable ¢) de x € S(RY x RY), on trouve, par convergence

dominée, que

~ .
//RN RN X(x,)e™ "FVa(z + jey)alr — jey) G
X

— //RNXRN X(x,y)a(e)’ $5% = /RN x(z,0)a(z)?dz = (a(z)? @ de—o, X)
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lorsque € — 0 avec a < 1, et

//RN RN (@ y)e™Vale + fey)ale — ey) G5k
X

s ([ et aerds = [ R = (@) © 6
RN xRN RN
lorsque € — 0 avec o = 1.

Exemple 10.4.4 (Paquet d’ondes) Pour tout o € RN et tout & € RN\
{0}, posons
Yoo €o E(x) = (WE)_N/4€_‘m_xﬂlz/%eifoﬂc/e .

Alors
_lz—=zgl?+]6—£0I?
<

WelWag 6.6l (2,€) = (me) e
Un calcul immédiat, basé sur 'identité
|2+ 3ey — xol* + |2 — Jey — xo|* = 2w — xo* + €% |y[?

montre que

—zq|2

WelWa 60, (7,6) = 6_‘3046L(7Te)_’\//2 / N 6_6‘y|2/4ei(50_5)'y(2‘jr7§N ’
R

et on conclut grace a la formule donnant la transformée de Fourier d’une gaus-
sienne (voir Lemme 5.2.6).

10.4.2 Limite semi-classique

Nous allons commencer par établir une propriété tres importante de la trans-
formation de Wigner : celle-ci transforme 1’équation de Schrédinger libre en
I’équation de transport libre. Nous reviendrons plus loin sur la signification
physique de ce fait remarquable — et sur ses généralisations.

Soit donc (t,z) ~ (t,x), une solution sur Ry x RY de I'’équation de
Schrodinger :

iOph + 5elp = 0.

Bien évidemment, en passant aux complexes conjugués, on trouve que
i0pp — TeAp = 0.

Evaluant le membre de gauche de la premieére équation a 'instant ¢ et au point
x+ %ey, on obtient, apreés multiplication par ¢ (t,z — %ey), I’égalité

w(t,x — %ey)@yﬁ(t,az + %ey) + %ew(t,x — %ey)Axw(t,a: + %ey) =0,

et, en procédant de méme avec la seconde équation

W(t,x + 5ey) 0 (t, x — jey) — sed(t, x + sey) Aptp(t, x — Sey) = 0.
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Additionnant chaque membre de ces deux égalités, on trouve que

i0; (w(t,  + %ey)m)

D’autre part
blt,o+ Sey) At w — Sey) =divy ((t,2 + Sey) Vvt o — Sey))
— Vit x + gey) - Var(t,z — gey)

de sorte que

DO

%61/’(75@ + %Ey)AxQZ}(t,I - Gy) - %Gil)(t,,r - %Gy)AleJ(tvx + %Ey)
= %e div, (w(t,x + %ey)vmw(t, T — %ey) — Ytz — %ey)vmw(t,x + %ey)) )

Or
- 2 N
Vﬁﬁ(ta Tr— %Gy) = _Evyw(tw/ﬂ - %Ey)

2
Vaotb(t,x + Sey) = -Vt T + Tey)

de sorte que

30t 2 + 3ey) Aatp(t,x — gey) — zev(t, @ — 3ey)Dath(t, + 3ey)
= —div, (V, (4t + Se)dlta — 3e)))

On a donc
10y (z/J(th + sey)v(t, @ — %ey)) = —div, (Vy (w(t,x + tey)v(t, @ — %ey))) )

Supposons maintenant que la fonction x — (0, z) appartient & la classe de
Schwartz S(RY); on sait alors, d’apres le Corollaire 10.2.2, que 1) € C®(R. x
RY) et que les fonctions x ~ (¢, x) et  — 9,10 (¢, x) sont uniformément bornées
dans S(RY) lorsque ¢ décrit R.

Appliquant alors la transformation de Fourier inverse partielle en la variable
y aux deux membres de cette égalité, on trouve que

O W[ (t, )] (2,€) = dive (—iEWe[1h(t,)]) (=,8)

c’est-a-dire que
OWe[(t, (&) + & - VaWe[y(t,)](2,§) = 0.

On vient donc de démontrer le
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Théoréme 10.4.5 (Equation de Schrédinger et transformation de Wigner)
Soit " € S(RN) et soit, pour tout € > 0, la solution 1. du probléme de Cauchy
pour I’équation de Schrédinger

10 + %GAI’L/JE =0 sur Ry x Riv ,
Vel g =¥

Alors la transformée de Wigner a ’échelle € de . est la solution du probléme
de Cauchy pour l’équation de transport

OWe[the(t, )] (z,€) + € - Vo Weth(t, )](2,€) = 0 sur Ry x RY x Rév,
We[oo(t, )],y = Wel™] .

10.4.3 Interprétation physique

Revenant a l'introduction de ce chapitre, on voit que ’équation du mouve-
ment d’une particule libre de masse m en mécanique quantique est

h2
ihOpp + —Azp =0,
2m

ou h est la constante de Planck réduite.

Dans cette équation, les variables de temps ¢ € R et d’espace z € RN sont
mesurées en unités de temps T et d’espace L.

Il faut penser a T' comme une échelle de temps et & L comme une échelle de
longueur, toutes deux caractérisant les conditions — typiquement les unités de
mesure — dans lesquelles on observe la particule de masse m considérée.

On définit alors des variables adimensionnées

t= i et T = z
T L
et on pose
U(t,z) = y(t,2)
Alors 5 2
En posant
rT
€ —
mL?

on écrit I'équation de Schrodinger ci-dessus sous la forme
070 + 1eAz U =0.

On sait que la mécanique classique est une approximation de la mécanique
quantique dans le cas d’objets microscopiques observés a une échelle macrosco-
pique. Or le nombre e défini ci-dessus est la rapport de la constante de Planck
(réduite ) h a la quantité

x L

mk
T
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qui est le produit de la masse m de la particule par sa vitesse caractéristique
L/T, multipliée par la longueur caractéristique d’observation L. La zone de va-
lidité de ’approximation de la mécanique quantique par la mécanique classique
est précisément le cas ou

L
h < mf x L, c'est-a-dire e < 1.
Considérons alors le cas particulier ou la fonction d’onde initiale est une
onde plane (cf. Exemple 10.4.3)

,(/}m(i,) — a(i,)eik‘i/e
avec k # 0, et

a € C.(RN) réelle  telle que / a(z)?dz = L .
RN LN
Rappelons la signification physique de ce fait : la position initiale de la particule
considérée est distribuée suivant la densité de probabilité LV a(%)?, avec une
impulsion initiale %Lki
On a vu que, dans ces conditions

W [$i"] — a(#)? ® Sy, dans S’(RN) lorsque € — 0.
On déduit du théoreme ci-dessus que
We[we(fa )] — f(fa ) & 5§=k

au sens des distributions dans R; x RY x Rév , ol

Oif (£, %) +k-Vif(t,z) =0, ZecRN R,

Cette équation de transport se résout par la méthode des caractéristiques pour
donner

F(E.#) = al@ — ki)

Dans les variables physiques de départ, cette égalité signifie que la densité de
probabilité initiale de la particule considérée est transportée par un mouvement
rectiligne uniforme a la vitesse %k

En résumé, dans la limite € — 0, qui est connue sous le nom de “limite semi-
classique” de la mécanique quantique, la transformée de Wigner de la fonction
d’onde a I’échelle € d’une particule quantique converge vers une densité de pro-
babilité transportée par les trajectoires de cette particule du point de vue de la
mécanique classique.

Le lecteur pourrait retirer du Théoreme 10.4.5 'impression fallacieuse que
le passage a la limite € — 0 est superflu puisque la transformée de Wigner
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We[the (£, -)] est solution de 1’équation de transport pour tout € > 0. Ceci condui-
rait a une absurdité sur le plan physique : on sait que la mécanique classique
cesse de s’appliquer a des objets dont ’action est de 'ordre de i — c’est-a-dire,
dans le cas présent, lorsque € est de l'ordre de 1. Cette obstruction d’origine
physique se traduit au niveau mathématique de deux fagons différentes.

(a) Seul le cas d’une particule libre a été considéré ici. Dans le cas plus général
d’une particule soumise a ’action d’un potentiel V', I’équation de Schrodinger a

considérer est )

iz
ihd + 5~ Agth = V(@)

Cette équation est adimensionnée comme ci-dessus avec la définition supplémen-
taire

_ T

V(z)= EEV(Z‘)
et on montre, sous des hypotheses de régularité assez peu contraignantes sur le
potentiel V, que, dans la limite € — 07, la transformée de Wigner

We Wc(ﬂ )] - f

au sens des distributions sur Ry x RY x Rév , ou f est solution de I’équation de
transport _
Of+&-Vaf —VzV(2) - Vef =0

Les courbes caractéristiques de cet équation de transport vérifient

r=¢,

£=-ViV(3),

qui sont précisément les trajectoires de la particule considérée soumise a ’action
du potentiel rescalé V dans le cadre de la mécanique classique.

Alors que dans le cas V = 0, I’équation de transport libre est vérifiée par
la transformée de Wigner de la fonction d’onde pour tout € > 0, sans qu’il soit
besoin de passer & la limite pour € — 07, il n’en est pas de méme dans le cas
d’un potentiel régulier général V', et la transformée de Wigner de la fonction
d’onde avant le passage & la limite € — 0 n’est pas en général la solution d’une
équation de transport !.

(b) Indépendamment du potentiel V' — et donc méme dans le cas d’une particule
libre — la transformée de Wigner d’une fonction d’onde n’est en général pas
positive ou nulle pour ¢ > 0 fixé. Elle I'est dans le cas d’un paquet d’ondes
gaussien (cf. Exemple 10.4.4 ci-dessus).

Mais c’est & peu de chose prés la seule exception. Voir [12], pp. 50-51, pour
une démonstration du fait suivant : si ¢ € L?(R.), alors W,[¢)] > 0 si et seulement
si ¢ est de la forme

?ﬂ(ﬂﬁ) _ Ceam2+bm+c

1. Sauf dans le cas exceptionnel out V() est de la forme V(z) = Const.%,

au cas de oscillateur harmonique quantique.

correspondant
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avec a,b,¢,C € C et R(a) < 0.

Donc, méme si la transformée de Wigner de la fonction d’onde d’une particule
libre est solution de I’équation de transport, elle ne peut pas s’interpréter comme
une densité de probabilité de présence pour une particule qui évoluerait en
suivant les trajectoires de la mécanique classique.

En revanche, pour toute famille bornée dans L?(R”) de données initiales
¥ pour la fonction d’onde, notant v la solution de

ieatwe + %€2Az'¢)e = V(m)¢€ )
w€|t:0 = ¢§" )

qui appartient & C(R; L2(R”)) sous des hypothéses trés faibles portant sur le
potentiel V| la famille des transformées de Wigner W¢[t)| converge, & extraction
d’une sous-suite pres, au sens des distributions tempérées vers une distribution
positive (c’est-a-dire une mesure de Radon) lorsque € — 0T. Cette observation,
due a P.-L. Lions et T. Paul et, sous une forme tres semblable, & P. Gérard
remonte au début des années 1990, et justifie la pertinence de la transforma-
tion de Wigner pour ’étude de la transition de la mécanique quantique a la
mécanique classique. Peu de temps avant, L. Tartar avait également introduit
un objet voisin, connu sous le nom de H-mesure, et permettant, tout comme la
transformation de Wigner, d’étudier les oscillations a haute fréquence dans les
équations aux dérivées partielles.

Quoi qu’il en soit, les remarques ci-dessus montrent donc que le passage &
la limite pour ¢ — 0T est donc absolument nécessaire y compris sur le plan
strictement mathématique pour passer du cadre quantique au cadre classique.

Alors qu’a priori la mécanique quantique et la mécanique classique décrivent
un méme systéme au moyen d’objets mathématiques tres différents (fonctions
d’onde dans le cas quantique, trajectoires dans le cas classique), la transforma-
tion de Wigner fournit un objet unique commun aux deux théories et qui permet
de formuler de fagon satisfaisante la limite semi-classique de la mécanique quan-
tique.

10.5 Exercices

Exercice 1.
On pose Hyo(z) =1 et H,(x) = (—1)”6—”32(@962)(”).

a) Montrer que, pour tout n > 1, la fonction H,, est polynémiale de degré n, de
coefficient directeur 2", et que

Hy1(z) = 2zH,(x) — H) (z) .

Les fonctions H,, sont nommées “polynémes d’Hermite”.
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b) Montrer que
/ Hm(a?)Hn(x)e*“"Qda: =0 sim<mn,

et que

/ H,(z)%e dz = 2"nly/7 .

(On rappelle que [ e~ dx = /1)
¢) Déduire du b) que, pour tout n > 1, l'on a

Hyq(z) =22H,(z) — 2nH, 1 (x).

(On pourra écrire H,, 1 comme combinaison linéaire des polynémes Hy, . . .

et appliquer le b).)
d) En utilisant les questions a) et ¢), montrer que

H! (z)=2nH, 1, n>1

puis que
H/!(z) — 2zH] (z) + 2nH,(z) =0, n>0, z€R.

e) Posons, pour tout n € N

1

_ 7m2/2
un(x) - 7T1/4\/2T’n!6 H’rn(x)a zeR.

7H7‘U an

Montrer que (u,)n>o est une base hilbertienne de L?(R). (On pourra par
exemple utiliser la régularisation analytique par le semi-groupe de la chaleur

— Théoréme 9.3.3 — pour montrer que, si f € L(R) vérifie
o0 2
/ f(z)e™® /22"dz =0 pour tout n > 0
— 00

alors f =0 p.p. sur R.)
f) Montrer que

—0%up, (1) + 2%un(z) = (2n + Dup(z), z€R, n>0.

g) Soit ¥ € L2(R). Montrer que le probléme de Cauchy pour 1’équation de

Schrédinger avec potentiel quadratique
104 = —%851# + %xzw, (t,z) € R?,
¢|t:0 =y

admet une unique solution dans C'(R; L?(R)), donnée par

vlt) = e @0, 0) [ o ().

n>0
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Le systéeme quantique correspondant a un point dans un potentiel quadratique,
qui est décrit par I’équation de Schrodinger ci-dessus est appelé “oscillateur
harmonique” (quantique).

Exercice 2.

On consideére, pour tout ¢ > 0, "équation de Schrédinger pour 'oscillateur
harmonique

1€0p) = —%e2a§w + %x%ﬁ,
ol € > 0 est le parametre semi-classique. On utilisera les résultats sur les po-
lynémes d’Hermite obtenus dans ’exercice précédent.

a) Soit f € S(R). Montrer que, pour tout entier k£ > 1, on a

/ f@)u,(x dx—O(/) lorsque n — oo,

ou les fonctions u, sont celles définies & la question e) de I'Exercice 1.
b) Soit ™ € S(R) et soit, pour tout € > 0, . la solution du probléeme de
Cauchy
104 = —782¢ + 1x21/) (t,x) € R?,
77Z)|t:0 — wzn .

Vérifier que la transformée de Wigner de (¢, ) & Péchelle €, notée

o0 -
m@w@w:/'eﬂ@maw+éwwmzf%w%

—0o0
est solution de 1’équation de transport

atwe + §5m¢e - xaﬁwe = 07 (t7.’1,‘,§) € R3 5

wf‘tzo - We[z/ﬂ"} )

Exercice 3.

Soient a™ € S(R) et ¢ € C>°(R), toutes deux & valeurs réelles. Pour tout
€ > 0, on pose _

Y (x) = ai"(96)61"1’“%””)/E , x€eR.

€

Notons - 4

w6 = [ et bedin(e— a3

— 00

la transformée de Wigner de ¥ & I’échelle e.
a) Montrer que, lorsque € — 07, la suite w" converge dans §’'(R, x R¢) vers
a’™(x)?6(& — (¢™) (2)).
Supposons que les fonctions (¢ et (¢™)” sont toutes deux bornées sur R,
que a'™ > 0 sur R, et posons

1
T= avec la convention 1/0 = 4+00.

sup,er max(0, —(¢™)"(x))
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b) Montrer que, pour 0 < ¢ < T, 'application
fi: Rozmaz+t(¢™) () eR

est un difféomorphisme de classe C*° de R dans lui-méme.

Pour tout € > 0, on définit ¥, comme la solution du probleme de Cauchy
iOppe + 3020 =0, z€R, >0,
we|t:0 - wzn .

On note la transformée de Wigner de (¢, ) a 'échelle €

we(t, z,€) :=/ e Yt + Ley)y(t,x — Ley) L.

c¢) Montrer que, pour tout 0 < ¢ < T,
we(t,-,-) = p(t, 2)0(§ — u(t, )
dans §'(R; x Rg) lorsque € — 07, ou
p(t,x) = a™(f ' (2))” et u(t, ) = (6™) (fi ' (2)).
d) Vérifier que les fonctions p et u sont solutions du systeme d’EDP

Op + 0 (pu) =0,
Oru+udzu =0,

sur R% x R, et vérifient la condition initiale

Plicg =1a*,  uf,_,= (™).



Chapitre 11

Equation des ondes

L’équation des ondes s’écrit
Otu(t,x) — AAzu(t,z) =0;

elle gouverne la propagation d’ondes a la vitesse c.

On va découvrir dans ce chapitre comment les outils du calcul des distribu-
tions donnent assez facilement acces a plusieurs formules de représentation des
solutions du probleme de Cauchy pour cette équation. On verra d’ailleurs que
la connaissance précise de ces formules de représentation est fondamentale pour
comprendre certaines propriétés qualitatives de ’équation des ondes.

11.1 Origines du modele
Bien que I’équation
OPu(t,x) — A Au(t,r) =0;

soit connue sous le nom d’équation des ondes, il ne faudrait pas en déduire qu’elle
sert a modéliser tous les phénomenes de propagation d’ondes intervenant dans
la nature — ce serait plutot le contraire, d’ailleurs, dans la mesure ou les effets
non linéaires, absents de ce modele, jouent un role de tout premier plan dans
de nombreux phénomenes de propagation.

Malgré tout, ’équation des ondes intervient dans plusieurs contextes phy-
siques différents, comme par exemple

— la propagation d’ondes acoustiques,

— la propagation d’ondes électromagnétiques.

De méme, c’est une variante de I’équation des ondes faisant intervenir deux
vitesses de propagation (au lieu de la seule vitesse ¢) qui modélise la propagation
des ondes élastiques, par exemple en sismologie.

Nous n’allons évidemment pas décrire en détail ces différents modeles ; nous
nous contenterons d’évoquer la maniere dont ’équation des ondes intervient
dans la propagation des ondes électromagnétiques.

347
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Les équations fondamentales gouvernant le champ électromagnétique dans
le vide créé par une distribution de charges en mouvement sont les équations
de Maxwell. Ces équations constituent 1'un des principes de base de la physique
classique (c’est-a-dire non quantique) et ont été, du point de vue historique,
les premieres équations relativistes — au sens ou elles sont invariantes par le
groupe des transformations de Lorentz.

Rappelons les équations de Maxwell pour le champ électrique F et le champ
magnétique B.

La premiere équation exprime qu’il n’existe pas de charges magnétiques :

div, B=0.

La deuxieéme équation (équation de Faraday) exprime que le flux d’un champ
magnétique variable a travers une boucle conductrice y crée un champ électrique :

rot, £ = —-0,B.

La troisieme est I’équation de Gauss de I’électrostatique, qui reste valable
méme dans le cas de charges en mouvement :

ediv, F=p,

ol p désigne la densité de charges réparties dans ’espace.

Enfin, la quatriéme et derniére équation est une correction — due & Maxwell
— de I’équation d’Ampere, qui affirme qu’une boucle de courant crée un champ
magnétique conformément a la relation

I'Otl-B = Moj .

L’équation de Maxwell-Ampere est obtenue a partir de I’équation d’Ampere en
ajoutant au courant j le terme €y0y F, appelé courant de déplacement :

roty B = poj + po€oOrE .

Dans toutes ces équations, € est la permittivité diélectrique du vide, tandis que
o est la perméabilité magnétique du vide. Le produit egug = c% ol Kc
3-10%m/s (vitesse de la lumiere dans le vide). Par conséquent le terme correctif
Lo€o0¢ E est tres petit dans de nombreuses situations. Il est méme identiquement
nul dans le cas ou le champ électromagnétique est indépendant du temps. Dans
ce cas, les équations vérifiées par E et B se découplent, et on retrouve d’une

part les équations de ’électrostatique
ediv, E=p, et rot, E=0,
et d’autre part les équations de la magnétostatique

div, B=0, et rot, B = pugj-.
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La condition rot, £ = 0 suggere de chercher E sous la forme E = =V ¢; en
substituant cette expression dans I’équation de Gauss, on aboutit a I’équation
de Poisson vérifiée par le potentiel électrostatique ¢, a savoir

“Ao=L
€0
On retrouve ici la formulation de I’électrostatique présentée au début du chapitre
8, et qui nous a servi de motivation pour I’étude de I’équation de Poisson.
En résumé, le systeme de équations de Maxwell gouvernant 1’évolution d’un
champ électromagnétique (EF, B) dans le vide est

div, B=0,
rot, ¥ = —-0;B,
div, E =p/eo,

rot, B = poj + pocod B,

ou p est la densité de charges, et j la densité de courant électrique.

Supposons, dans la suite de cette section, que les champs inconnus et les
densités de charges p et de courant j sont des fonctions assez régulieres (de
classe C? au moins pour les champs, et de classe C! au moins pour les termes
sources).

Sous cette hypothese de régularité, on prend le rotationnel de chaque membre
des équations de Faraday et de Maxwell-Ampere, et on tient compte de la for-
mule suivante d’analyse vectorielle : pour tout champ de vecteurs H de classe
C? sur R3, on a

rot(rot H) = V(divH) — AH
ou le champ AH est le champ de vecteurs dont les composantes sont les lapla-
ciens des composantes de H :

AH,
AH = | AH,
AH,

On trouve donc que

rot, (rot, E) = —rot, 0; B = —0;rot, B = —1g0;j — pocoOi E,
rot, (rot, B) = poroty j + po€o roty O F
= g 1oty j + poegdy roty K = poroty j — uoeoafB.

La formule ci-dessus pour le carré du rotationnel donne donc
Vo(divy E) — AyE = —1104j — po€odi B,
et on élimine le terme div, F par ’équation de Gauss pour trouver

f0€0d; E — Ay E = —up0yj — évmﬂ
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Faisons de méme avec ’égalité portant sur rot,(rot, B) :
V. (divy B) — AyB = pgrot, j — poegd?B .

L’absence de charges magnétiques permet d’éliminer le premier terme du membre
de gauche :
,uoeoﬁfB —A,B=pgroty j.

Les deux équations

€0

110€00; E — AyE = — 1100 — 2Vap,
po€00; B — Ay B = pgrot, j

sont des équations des ondes pour les (composantes des) champs inconnus E
et B, avec des termes sources calculés a partir des densités de charges et de
courant. Observons que ces équations peuvent étre résolues séparément pour
calculer F et B, alors que le systeme des équations originales de Maxwell couple
les deux champs E et B. Comme on I'a dit, le produit

1 ) . .
€ofo = — ,  Ou c est la vitesse de la lumicre dans le vide.
c

Il existe une autre maniere de ramener le systeme des équations de Maxwell
a deux équations des ondes découplées.

Pour cela, on introduit un potentiel électromagnétique (¢, A) ou ¢ est a
valeurs scalaires et A est un champ de vecteurs (on parle respectivement du
potentiel scalaire ¢ et du potentiel vecteur A). Dans tout la suite, on supposera
que ¢ et A sont de classe C3 au moins.

L’absence de charges magnétiques, qui se traduit par I’équation

div, B =0,
suggere de chercher B sous la forme
B=rot, A.

Dans le cas électrostatique — c’est-a-dire pour des charges fixes — on sait que
F est le gradient du potentiel électrostatique

E=-V,0.

Cette relation est impossible dans le cas de charges en mouvement, et en considé-
rant I’équation de Faraday et 1’expression ci-dessus, on trouve que

rot,(E + 0;A) =rot, E 4 Oyrot, A=rot, E4+ 0;B =0.

Par conséquent, le champ de vecteurs E 4 0; A est un gradient : il existe donc
une fonction ¢ = ¢(t, z) & valeurs réelles telle que

E=-V,6—0A.
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Cherchons les équations que doivent satisfaire ¢ et A pour que F et B
vérifient les équations de Maxwell. D’abord, la relation

B = rot; A implique div, B =0
tandis que la relation
E=-V,¢ — 0;A implique rot, E = —rot, ;A = —0srot, A = —0;B

de sorte que l’absence de charges magnétiques et I’équation de Faraday sont
automatiquement vérifiées. Ces deux équations constituent pour ainsi dire une
sorte de contrainte de nature géométrique sur le champélectromagnétique. Elles
constituent d’ailleurs la réciproque des raisonnements précédents aboutissant
aux relations donnant E et B en fonction de ¢ et A.

Passons aux deux équations contenant des termes source. L’équation de
Gauss devient

eodivy E = —egAyd — egdiv, 04 A = p),

tandis que I'équation de Maxwell-Ampere s’écrit
rot, B — poeg0y E = 10t (tot, A) + 110600tV o + poco0f A
1
=V, (div, A) — A A+ gvx(at¢) + po€o07 A
= o] -
Cette derniere équation s’écrit
2 . . 1
Hoéoat A=Az A=poj— Vg | divy A+ cjatgb s
tandis que I’équation obtenu a partir de ’équation de Gauss s’écrit
1 5 1 1 .
gat A %P + 0 Cjatd) +div, A ) .
En résumé, le potentiel électromagnétique (¢, A) vérifie
1
Dc(b =—p+ atL )
€0
DCA = ,uO.] - vva

avec les notations

et
1
L= 78@ +div, A.
c
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Appliquons l'opérateur C%at aux deux membres de I’équation pour ¢ et prenons
la divergence des deux membres de I'équation pour A : additionnant membre &
membre les deux équations obtenues ainsi, on trouve que

1
O.L = Tatp + podivy j + 0L,
C7€Q

de sorte que
uo(atp + div, ]) =0.

La relation
Op+divy,j =0

est appelée “équation de continuité” ou “loi de conservation locale de la charge”.
Rappelons-en la signification : pour tout ouvert @ C R? borné a bord de classe
C", la variation par unité de temps de la charge totale contenue dans € est égale
au flux entrant du vecteur courant a travers la frontiere de €Q :

8,5/ p(t,x)dx = —/ div, j(t, z)dx
Q Q
= —/ Jjt,x) -nydo(x),
a0

ou do est ’élément de surface sur 02, et n, le vecteur unitaires normal & 9
au point z, dirigé vers 'extérieur de 2.

Ce raisonnement est analogue a celui que nous avons déja fait pour la conser-
vation de I’énergie dans I’établissement de I’équation de la chaleur — voir I'in-
troduction du chapitre 9. Pour obtenir la premiere égalité, on integre sur €2 par
rapport a x chaque membre de I’équation de continuité; la densité p étant au
moins de classe C!, la dérivation sous le signe somme est licite. La deuxieme
égalité résulte de la formule de Green (Théoréme 3.5.4).

Revenons maintenant au systeme d’équations des ondes gouvernant ¢ et A.

Supposons qu’il existe une fonction & valeurs réelles V' de classe au moins
C* telle que

oVv=>L,

et posons
po=0¢0—0V, Ay=A+V,V.
D’une part

1 1
Ocgo=—p+ at(L - DCV) =0,
€0 €0

0.4y = MOj - vz(L - DCV) = poJ ,
D’autre part,
E=-V,¢p— O A = —Vz((ﬁo + atV) — at(A() — VzV)
= V00 — 0 Ao,

tandis que
B =rot, A =rot,(Ag — V. V) =rot, Ag .
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Enfin le potentiel électromagnétique corrigé (¢o, Ag) vérifie la relation
1 .
—28t¢0 + lez A() = L - DCV = O
c

Cette derniére égalité vérifiée par le potentiel électromagnétique (¢g, Ag) porte
le nom de “condition de jauge de Lorentz”.

Il faut remarquer que le potentiel électromagnétique original (¢, A) et le po-
tentiel électromagnétique corrigé (¢, Ag) donnent lieu au méme champ électro-
magnétique (F,B). La transformation (¢, A) — (¢, Ag) est un exemple de
ce que l'on appelle “transformation de jauge” en physique. Bien qu'un peu
plus compliquée, cette situation est analogue au fait qu’en électrostatique, ou
le champ électrique £ = —V,®, le potentiel électrostatique ® n’est défini qu’a
une constante pres.

On voit ainsi que le systeme des équations de Maxwell, qui régit la propaga-
tion des ondes électromagnétiques dans le vide, se ramene, de plusieurs manieres
différentes, a des systéemes d’équations des ondes découplées.

11.2 Le probleme de Cauchy

Dans tout le reste de ce chapitre, nous étudierons I’'équation des ondes pour
une vitesse de propagation égale a 1, et nous noterons

2
Dt,m = at - Aw

lopérateur d’Alembertien.

11.2.1 Formulation au sens des distributions

Dans le chapitre 7, section 7.3, nous avons expliqué en détail comment formu-
ler au sens des distributions le probleme de Cauchy pour une EDP d’évolution
d’ordre 1 en la variable ¢ de temps.

Or I’équation des ondes est d’ordre 2 en temps. Nous devons donc adapter
cette analyse au cas de I’équation des ondes.

Pour faire la théorie du probleme de Cauchy pour les équations différentielles
ordinaires d’ordre 2, on commence par se ramener a un systéme différentiel
d’ordre 1. Nous allons procéder exactement de méme dans le cas de I’équation
des ondes.

Ainsi, 'EDP du second ordre en ¢

O pu = 8t2u —Azu=f

est équivalente au systéme

ou=wv,
Ow=Au+ f,
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que 'on met sous la forme

dyw+ A(Dy)w =g, avecA(Dm)—(O I),

(). o)

C’est un systeme d’EDP d’ordre 2 en z, mais d’ordre 1 en ¢, de sorte que la
formulation au sens des distributions du probleme de Cauchy pour ce systeme
s’écrit en suivant la méthode exposée au chapitre 7, section 7.3.

Une solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy

{&w—kA(Dm)w:g, reRN, t>0,

_ n
w|t=0 =w,

et avec

w'™ = (Z’") e S'(RM)? etge&(RL xRN)?

est donc un vecteur & composantes distributions tempérées W € S'(R x RM)?2
tel que

MWW + A(Dy)W = g+ 61—0 ® w'™ dans D'(R x RY),
supp(W) € Ry x RY |
ou on rappelle que ¢ est le prolongement de g par 0 pour ¢ < 0, défini par
(9, P)er(RxRN),c (RxRN) = (9 ¢‘RixRN>£f(R1 xRN),C% (R} xRY)

— cf. Définition 4.1.6.

De fagon équivalente, on peut revenir a une équation des ondes scalaire,
lorsque le membre de droite de ’équation du premier ordre ci-dessus est de la
forme

g= (?) avec f € &'(R% x RY).

La formulation au sens des distributions du probleme de Cauchy ci-dessus s’écrit,
composante par composante, sous la forme

(’9,5U — V = 5t:0 ® 'U/in
0V — AU = 04—¢ ®@ vjp + f
ol f est le prolongement par 0 pour ¢ < 0 de la distribution a support compact
f e &R x RY) défini comme ci-dessus.
Dérivant la premiere équation par rapport a ¢ et éliminant 0,V avec la se-

conde équation — grace a la symétrie des dérivées secondes au sens des distri-
butions (Lemme 3.4.6) — on trouve que

Ot2U = 80i_o @ u'™ + 81— @ 0™ + f .

Nous pouvons résumer la discussion ci-dessus par la définition suivante :
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Définition 11.2.1 (Probléme de Cauchy dans S’ pour les ondes) Une so-
lution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy pour I’équation

des ondes
{Dt,zu:f, reRN, t>0,

ul,_y=ur, Owl|,_,=ur,

ot ur,urr € S'(RY) et ou f € E'(RL x RY) est une distribution tempérée
U € 8'(R x RYN) vérifiant les conditions

Ot 2U = 8j_g @ ur 4 de—o @ usr + f dans D'(R x RY)
supp(U) € Ry x RV,

ot f est le prolongement de f par 0 pourt < 0.

11.2.2 Solution élémentaire dans le futur

Comme pour tous les problemes d’évolution, la résolution du probléeme de
Cauchy pour I’équation des ondes, bien que cette derniére soit d’ordre 2 en
temps, passe par 1'utilisation d’une solution élémentaire dans le futur de I’'opéra-
teur d’Alembertien.

Proposition 11.2.2 1[I existe une unique solution élémentaire tempérée dans
le futur de Uopérateur d’Alembertien, c’est-a-dire E € S'(R x RN) vérifiant

Dt,xE = 5(t,z):(0,0) dans 'D/(R X RN) s
supp(E) ¢ Ry x RV,

La transformée de Fourier partielle en la variable x de la distribution E est la
distribution tempérée définie par la formule
sin(t[¢])

E(t,€) = 1Ri(t)T, (t, &) e Rx RN,

ou & désigne la variable duale de x.

Démonstration. Appliquons au probleme vérifié par F la transformation de
Fourier partielle en .
On trouve ainsi que la transformée de Fourier partielle en z de E, notée E,
vérifie
O2E + |¢]*E = 64— ® 1 dans D'(R x RY),
supp(E) € Ry x RV .

Observons que ceci est la formulation au sens des distributions du probleme
de Cauchy
g7e(t.€) +efe(t,§) =0, £eRY, >0
6(036) = Ov ate(07£) = 13
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— voir chapitre 7, section 7.3.1.
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 paramétrée par & €
RY : on obtient donc sans difficulté la solution

in(t
é(t,@mfﬂ'g'), EERN, 0.
Ceci suggere donc de vérifier que la distribution définie par la formule de
I’énoncé "
2.6 =10, (0D g cmuRY

I

est bien solution au sens des distributions du probleme ci-dessus pour E.
Or ceci découle de la formule de Leibnitz (Proposition 3.4.14), qui montre

que
sin(t|€))\ sin(¢[¢])
) -
= 1r, (1) cos(t]¢])

au sens des distributions sur R x R". Remarquons & cet égard que la fonction
(t,€) — cos(t|€]) est bien de classe C> sur R x R ainsi que (¢,£) — %
prolongée par continuité pour ¢|¢| = 0. Ce n’est pas évident a priori puisque la

norme euclidienne & +— |¢] n’est pas de classe C>° sur RY. Mais on a

sin(t[¢])
tl¢]

+ 1 (1) cos(tl¢])

cos(t€]) = C(2|€]?) et = S(£*[¢[*)

en posant

—_1)" —1)"
Cl2) =3 ((Zn))! et Sz = 2;0 (Q(n +)1)!Zn'

Les deux séries entieres ci-dessus sont évidemment de rayon de convergence
infini, de sorte que les fonctions C' et S sont de classe C*° (et méme holomorphes)

sur C. Donc les fonctions (t,&) — cos(t|E]) et (¢,€) — % prolongée par

continuité en t|¢| = 0 sont de classe C* sur R x R en tant que composées des
fonctions C et S et la fonction (¢,&) — t2|£]? qui est de classe C* sur R x RY
car polynomiale. Cette justification est nécessaire pour pouvoir appliquer la
formule de Leibnitz au produit de la distribution 1Rjr ® 1 par chacune des deux
fonctions de classe C* ci-dessus.

En appliquant a nouveau le méme raisonnement, on trouve que

sin(t[¢])

f(“““ €

) =0 (1 () cosi)
= g cos(tle) — €l (1) sincle)

— 5016 (1m (0L )
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La formule de I’énoncé pour F définit bien une solution de I’équation différentielle
considérée au sens des distributions sur R x R .

Vérifions ensuite que F est bien une distribution tempérée sur R x RY. Or
cela est immédiat car sa transformée de Fourier partielle est tempérée, puis-
qu’elle satisfait la borne

Bt <Jt], (t.&)eRxRN.

Vérifions enfin que c’est la seule solution élémentaire tempérée dans le futur.
S’il en existait une autre, disons F, la différence G = E — F vérifierait

O;.G = 0 dans D'(R x RY),
supp(G) C Ry x RV,

On conclut grace au lemme ci-dessous que G = E — F = 0, d’ou 'unicité de E.
]

Lemme 11.2.3 (Unicité dans le futur pour I’équation des ondes) Soit G €
S'(R x RY) telle que

0;.G = 0 dans D'(R x RY),
supp(G) C Ry x RV .

Alors G = 0.

Démonstration. Par transformation de Fourier partielle en la variable z, le
probleme ci-dessus est équivalent a

92G +|¢2G = 0 dans D'(R x RY),
{ supp(G) € Ry x RV .
La premieére équation s’écrit
(9 +1l€])(D — ilE))G =0
ou encore, de fagon équivalente

e~itlel g, (ezitmat(efitm@)) -0

au sens des distributions sur R x R. D’apres la Proposition 3.4.5,
e?MEl9, (eI @) est constante en ¢

Comme G est a support dans ¢t > 0, on en déduit, en localisant 1’égalité ci-dessus
dans R* x RY, c’est-a-dire pour ¢ < 0, que la constante au membre de droite

est nulle. Donc o
8,5(6_“'5'6:) =0
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au sens des distributions sur R x R, de sorte qu’en appliquant de nouveau la
Proposition 3.4.5, on conclut que

e~ MG est constante en t.

Utilisant a nouveau le fait que G est A support pour ¢t > 0, on en tire que cette
constante est nulle, c’est-a-dire que G =0.

Comme la transformation de Fourier partielle en = est un isomorphisme
sur lespace vectoriel des distributions tempérées (voir Théoreme 5.5.2), on en
conclut que G =0. m

11.2.3 Existence et unicité de la solution

Supposons que ur,ur; € E'(RY) et que f € &'(R% x RY), et cherchons U
solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy

{Dmu:f, reRN, >0,

u|t:0:u17 5’tu|t:0 =uyy .

Pour toute distribution tempérée T € S'(R x RN), notons 7" sa transformée
de Fourier partielle en la variable x, ainsi que £ la variable de Fourier duale de
x.

Apres transformation de Fourier partielle en z, le probleme de Cauchy ci-
dessus au sens des distributions devient

{ 02U + €20 = 6j_g @iy + 61m0 @ g + f  dans S'(Ry x RY)
supp(U) € Ry x RV
Théoréme 11.2.4 (Existence et unicité pour I’équation des ondes) Sup-
posons que ur,ury € E'(RY) et que f € &'(R% x RY) avec N € N*. Alors le
probléme de Cauchy

Oiou=f, xRN t>0,

ulyg =, Ol =,

admet une unique solution au sens des distributions tempérées. Cette solution
U est définie par la formule

U:atE*(ét:()@u[)+E*(§t:0®un)+E*f,

ou E est la solution élémentaire tempérée dans le futur de l'opérateur d’Alem-
bertien.

De facon équivalente, la transformée de Fourier partielle de U en la variable
x est donnée par

0t,6) = costrean(1+ e urn (g4 .0, T ED

[3 i >5/(R1),COC(R1)



11.2. LE PROBLEME DE CAUCHY 359

pour tout t > 0.
De plus, supposons que le terme source f € C(Ry, H*"Y(RN)) et que les
données initiales vérifient uy € H*(R™), urr € HS"Y(RN). Alors on a

UecCRy; H(RY)) et 0,U € C(Ry; HHRN)) .

Le troisieme terme dans le membre de droite de la formule ci-dessus pour la
transformée de Fourier partielle U s’écrit encore

oy sinl(t =)l . | singié)
<f(’§)’ g >5,<R*+>,Cmm> Fr8) % (1R+“) g )

ou la notation x; désigne le produit ponctuel en la variable £ duale de x et
le produit de convolution en la variable ¢ seulement. (On a utilisé, dans cette
derniere formule, la Définition 4.2.1, mais dans le cas ou c’est la distribution
qui est a support compact, tandis que la fonction test est de classe C*° sur R
sans restriction de support ; la validité de cette extension de la formule de la
Définition 4.2.1 ne pose aucune difficulté.)

Lorsque f est une fonction et pas seulement une distribution — par exemple
si fe Ce(RY X R”Y) — ce produit de convolution peut se mettre sous la forme
plus parlante

(0.0 >g/(R*)0m(R*)/o s gas.

Démonstration.
Vérifions tout d’abord que la formule

U =0FE x (J—0 @ ur) + E* (81—0 @urr) + E* f

définit bien une solution au sens des distributions tempérées du probleme de
Cauchy pour I'équation des ondes. Comme u; et ur; € &' (RY), les distribu-
tions di—g ® uy et d;—¢ ® ury sont toutes deux a support compact, ainsi que f,
de sorte que, d’apres la formule de dérivation d’un produit de convolution de
distributions vue au Théoréme 4.4.6, I'on a

Ot 2 (Ot * (0t=0 @ ur)) = (Ot 20, E) * (6¢=0 ® ur)

(
(3Dt;c ) * (0r—0 @ uy)

= (9¢0(1,0)=(0,0)) * (04=0 @ ur)

= (6, 0®5t 0) * (8i=0 ®uz) = 0;_o @uy .

De méme

Ote (B % (1= @ wr + ) = (900 B) % (Gimo @ ur + )

= 0(t,0)=(0,0) * (O¢=0 ® ur + f) =m0 @ur + f
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de sorte qu’en additionnant membre a membre ces deux égalités, on trouve que
O;,U = 6,_g @ ur + 61— @ ur + f dans D'(RV).

Comme ur,usr € E'(RY) et f € &R xRY), et que E € S'(Rx RY), la
distribution U et le membre de droite de cette derniere égalité appartiennent
a S'(R x RY). Cette égalité vaut donc au sens de S’'(R x RY) par densité de
C*(R x RY) dans S(R x R") (cf. Proposition 5.1.4.)

La condition de support est immédiate : les distributions d;—o ® us et d;—o @
ury ainsi que f étant a support compact, on a

supp (0¢ E * (0t=0 ® ur)) C supp(9:E) + supp(dr=o @ ur)
C (Ry xRY) + ({0} x RY) c Ry xR,

et de méme

supp (E * (0¢=0 ® urr + f)) C supp(E) + supp(ds—o ® usr + f)
CRL xR+ Ry xRY)Cc Ry xRV,

d’ou linclusion annoncée.
La formule donnant U s’obtient en appliquant la transformation de Fourier
partielle en x aux deux membres de I'égalité

U=08FEx(61—0 @us) + Ex (6= @usr) + E* f.
On trouve que
U = 0E *; (81— @ 1) E %t (810 @ rr) + E %t f

ol x; désigne, comme ci-dessus, le produit ponctuel en la variable £ duale de x et
le produit de convolution en la variable t. (En effet, la transformation de Fourier
partielle en la variable x transforme le produit de convolution par rapport a x en
un produit ponctuel en la variable duale £ de x : cf. Théoréme 5.4.11.) Comme

sin(¢[¢])
iy

et que la convolution avec §;— correspond & I’évaluation au point ¢ courant, on
a

E(t,£) = 1r- () , et donc 9, E(t, &) = 1R+ (t) cos(t[¢]),

W * (=0 @ tur) = 1r: () cos(t[€|)ir

E %y (84—0 @ uyg) = 1r: (t) Sin|(§t||§|)ﬁn.

Enfin f est une fonction de classe C™ en la variable z et une distribution
support compact dans R4 en la variable ¢, car la distribution f est a support
compact dans Ry x RY — cf. Théoréme 5.4.5. Ainsi

o~

(B f) o= flon (1R*+ (”Sinfgt:g')) |
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comme expliqué apres I’énoncé du théoreme. En additionnant membre a membre
les trois égalités ci-dessus, et en se restreignant a t > 0, on aboutit a la formule
annoncée pour U.

Quant a 'unicité de la solution au sens des distributions tempérées du
probléme de Cauchy pour I’équation des ondes, supposons qu’il existe une autre
solution V' de ce méme probléeme de Cauchy, de mémes données de Cauchy u;
et usy et avec le méme second membre f. La différence G = U — V vérifie alors
les hypotheses du Lemme 11.2.3 : on en déduit donc que G =U —V =0, d’ou
Iunicité.

Supposons maintenant que f € C(Ry; H* L(RY)) et que uy € H*(RY)
tandis que uy; € H*~1(RN).

Alors, par convergence dominée

la fonction (t,€) — (1 + |€])® cos(t[€])ar(€) appartient & C(R,; L*(RY))
de sorte que

OE (O1=0 ® Uy g~ Se prolonge par continuité en ¢t = 0

)|Rjr
en un élément de C(R; H*(RY)).

De méme, compte tenu de la borne

Sin(tlfl)’ RS
IS AN

g1, g o 141
BREE I S AN

+ il <

ceRY, t>0,

on démontre par convergence dominée que

sSin|(§t||§|>aH(§) appartient & C(R; L*(RY)).

Enfin, grace & la borne ci-dessus sur sinl(gtllfl) ,et au fait que f € C(Ry; H*~HRY))

on démontre encore par convergence dominée que

la fonction (t,£) — (1 + [¢])° /Ot Sm((t|2|3)§|)

la fonction (¢, &) — (1 + |€])

f(s.€)ds
appartient & C(R4; L*(RY)). m

11.3 Solution élémentaire dans le futur du d’Alem-
bertien en variables physiques

Jusqu’ici nous avons seulement utilisé I’expression de la solution élémentaire
tempérée dans le futur de I'opérateur d’Alembertien en variables de Fourier.
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Il est pourtant utile de connaitre son expression dans les variables physiques.
Toutefois, cette question est loin d’étre simple, car dans le cas de ’équation des
ondes, 'expression de la solution élémentaire tempérée dans le futur — ainsi
que certaines propriétés qualitatives de I’équation des ondes qui en découlent —
dépend fortement de la dimension de I’espace, comme on va le voir.

11.3.1 Le cas général en dimension N > 2.

Rappelons les solutions élémentaires du d’Alembertien obtenues au chapitre
7 (cf. section 7.2.2) : pour tout N > 2,
1-N
Dt,ac(tQ - |l‘|2 - ZO)T = _(N - 1)|SN|i+N6(t,:v):(O,O) )
1-N
Dt’m(tz — |£L"2 + ZO)T = 7(N — 1)|SN|’L'7N(5(t7$)=(0,0) .
Nous reviendrons plus loin sur le cas N = 1 qui ne pose aucune difficulté.
Aucune des deux solutions élémentaires ci-dessus n’est une solution dans le
futur — c’est-a-dire a support dans ¢ > 0. Toutefois, nous allons montrer qu’une
combinaison linéaire appropriée de ces deux distributions est bien a support dans
le futur.
Pour ce faire, nous utiliserons quelques notions de base sur les distributions
homogenes que nous rappelons ici — cf. chapitre 3, section 3.6.
Pour a € C tel que R(«) > —1, on définit la fonction x§ continue sur R*
et localement intégrable
max(z,0)*
I'l+a)

Rappelons que, pour tout ¢ € C°(R) la fonction
{a e C|R(a) >0} > a— (xT,0)

xg(z) =

est holomorphe et vérifie
<Xia ¢,> = 7<X3—_17 ¢> .
On en déduit que
(x$) = x§"" dans D'(R),

identité qui permet de définir x4, d’abord pour tout o € C tel que R(a) > —2,
le membre de gauche définissant le membre de droite, puis, en itérant ce procédé,
pour tout o € C, en posant :

X = (Xi‘*‘k)(k) dans D(R) pour tout k € N.

Ainsi, étant donné o € C, pour k € N assez grand, R(«a + k) > —1, de sorte
que le membre de droite de ’égalité ci-dessus est bien défini comme dérivée
k-ieme au sens des distributions d’une fonction localement intégrable sur R. On
rappelle en particulier les formules

(k=1)
— k—1 —k+1/2 —-1/2 *
E=a T = () keNt
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Rappelons également la formule exprimant la distribution x¢ comme différence
de valeurs au bord de fonctions holomorphes sur les demi-plans au-dessus et
au-dessous de 1’axe réel dans C : pour tout a € C\ N, on a

X?— _ iF(2;a) (ein-a(y _ Z-O)a _ e—i‘ITOé(y —i—iO)a) ]

Composons a droite les distributions figurant dans chaque membre de cette
égalité par Papplication (t,z) — y = t? —|z|?, dont la différentielle est non nulle,
sauf pour (¢,2) = (0,0) :

X2 J2f?)

_ iF((NQ;l)/?) (il—N(tQ a2 —i0)AmN/2 N1 g2y io)(l—N)/Q)

= Dv-D/2) (_rN(ﬂ —Jaf? = i0)A"NI2 N (12 g2 + ¢0)<1*N>/2) .

dans D'(R x RV \ {(0,0)}) — voir le chapitre 4, section 4.3.2, pour la définition
de cette notion de composition d’une distribution par une application C°°.

Toutes les distributions apparaissant dans cette égalité étant homogenes de
degré 1 — N dans R%;N , elles se prolongent de maniere unique en des distri-
butions homogenes sur R x RY, que I'on notera de la méme facon. (Pour ce
résultat de prolongement, voir la Proposition 3.6.12.)

Revenant aux formules des solutions élémentaires rappelées au début de cette
section, on déduit de cette derniere égalité que

—N)/2 —
Ouany (8 — Jaf?) = HEZR2

% <_i_NDt,a:(t2 o |1,|2 o iO)(l_N)/2 o iNDt’I(tQ o |£E‘2 + iO)(l_N)/2)

= F((N%ﬂl)m) (N - 1)‘SN|(5(t,w):(O,O) + (N — 1)|SN‘5(t,a:):(O,O))
= %(N - 1)|SN|F(%)5(t,x):(0,o) .

On peut simplifier un peu cette formule en rappelant que

or(N+1)/2 Ap(N+1)/2

N = =
S TEE T ooy

(cf. Appendice du chapitre 3) si bien que

—N —
Oeaxs V22 = |2?) = 47NV D726, 1 0.0) -

Posons Y
1 1-— 20,2 2y .
En = =172 X+ (t - |$| )7
comme ! ~V)/? distribution homogene de degré 15 d
X+ est une distribution homogene de degré -5— a support dans

R, il s’ensuit que
Ey est une distribution homogene de degré 1 — N dans Ry x RYY |
supp(Ew) C {(t,2) € R x RY ||z] < [t]},
Ote EN = 0(1,0)=(0,0) dans D' (Ry x RY).
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Définissons alors Ef; € D'(R; x RY) comme I'unique distribution homogene
de degré 1 — N telle que :
+ N + _
supp(EY) C Ry x RY et EN|R;;xRN = 2EN|RjerN ;
ainsi que Ey € D'(R; x RY) comme 'unique distribution homogene de degré
1 — N telle que :

supp(Ey) C R- x RY et Ej = 2EN|R*

|ijRN xRN *

<rn €st a support dans le cone positif

En effet, 2FE N |R*
il

{(t,2) € RE xRV | |2] < 1}

donc son prolongement par 0 en dehors de ce cone positif définit une distribution
homogene de degré 1— N dans RxRN\{(0,0)}, grace au principe de recollement
(Proposition 3.4.17.)

D’apres la Proposition 3.6.12; cette distribution admet un unique prolon-
gement qui soit une distribution homogene de degré 1 — N sur R x RY. Ce
prolongement est précisément la distribution Ej\} On définit la distribution Ej;
par le méme argument.

Evidemment

By = 5(Ey + Ey):

d’autre part, en notant s la symétrie s: (¢, z) — (—t,—x), on a
Ey = EX, 0S§.
Alors
OtoBy = Ora(BY 05) = (O EY) o

et comme
OteBN = 5 (Ot BN + O Ey) = 6(t,)=(0,0)

on en déduit que supp(0; . E5) = {(0,0)}.
La distribution DtyxEIj\E, est donc une combinaison linéaire finie de d(;,2)—(0,0)

et de ses dérivées partielles (cf. Théoreme 4.1.7.) Comme de plus E} est une
distribution homogene de degré 1 — N, la distribution DmE]j\[[ est homogene de
degré —N — 1 sur R x RY. Elle est donc de la forme

OtaEN = c£8(t,0)=(0,0)
ol c4 est une constante réelle. On déduit de la relation O; , Ey = (Dt)xE]"\’,) 0s
que ¢, = c_. Enfin, I'égalité § (0, Ef + Ot 2Ey) = 6(t.2)=(0,0) Permet de

2
conclure que

OB = Ot By = 8(.4)=(0,0) dans D' (R x RY).
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Proposition 11.3.1 (Solution élémentaire de O, ; dans le futur) La dis-
tribution E]T, ainst définie est l'unique solution €élémentaire tempérée dans le
futur de Oy , dans Ry Riv.

Notons Q la forme quadratique de Lorentz :

Q(t,x) =t —|z|>, (t,z) e RxRN.

La distribution EX, est donnée par les formules suivantes :

1n- (t B
Ej\', = 2(1\/%(1))/2 5(()(N D2 4 Q@ pour N > 1 impair,
T
1r- (¢ N-2 1
Ef = 5 }52) (62 2 z+2> o@Q pour N > 1 pair.
T

Dans les formules ci-dessus, le facteur 1Rjr (t) est un abus de notation signifiant

que le membre de gauche est lunique distribution homogéne sur R x RN nulle

sur
{(t,z) e Rx RN |t < |z|},

c’est-a-dire a support dans le cone d’onde
C={(tz)e RxR"||z| <1},

et dont la restriction a R x RY — c¢’est-a-dire pourt >0 — coincide avec le
membre de droite.

Démonstration. Que E]J{, soit une solution élémentaire du d’Alembertien découle
des calculs présentés avant 1’énoncé de la proposition.
La condition supp(E7;) C C est évidente par la construction méme de EJ.
La seule chose restant & vérifier est donc que Ej; € S'(R x RY).
Soit x € C*(R) telle que

0<x<1, X[y, =1etxlj_ =0

Par construction, la distribution EX', est a support dans le cone C, de sorte
que la distribution (1 — x(t))Ef; vérifie

supp((1 — x(t))E¥) € [0,2] x B(0,2) qui est compact.

En particulier, la distribution (1 — x(¢))Ey est tempérée.
D’autre part, pour toute fonction test ¢ € C°(R x RY), on calcule, grace
au changement de variables

RY xRN 5 (t,2) = (s,2) = (£* — |z|*, 2)
I'action de la distribution x(t)Ej; pour N > 1 impair :

(X EX, ¢) =

(—)WV=3)/2 N-3)/2
Setv [ OV
RN

v (Vs TalP) o (Vo +1aP.z)

dx .

s=0
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La présence du facteur x (\/s + |x|2) entraine que /s + |z|? > 1, ce qui fournit
une estimation de la forme

[(XOER, @)l <Cn  sup |1+t +[a)V O g(t, )|

t>1
0<m<(N—3)/2

garantissant le caractere tempéré de la distribution X(t)EX; pour N > 1 impair.
La somme

Ef = (1 — x(t))Ef + x(t)Ef; est donc tempérée sur R x RY .

Le cas N > 1 pair se traite de la méme maniere. m

11.3.2 Le cas de la dimension N =1

Le cas de ’équation des ondes en dimension 1 est tres simple dans la mesure
ou il se ramene, comme on va le voir, a la résolution de deux équations de
transport.

Considérons le probleme de Cauchy

(02 —0*)u(t,x) =0, z€R,t>0,
u|t:0:07 8tu’t:0:u”’

et supposons que la condition initiale u;; € S(R).
D’apres le Théoreme 11.2.4, ce probleme de Cauchy admet pour unique
solution (au sens des distributions tempérées)

u=E % (64=0 @ urr) .
D’autre part, I’équation des ondes en dimension N = 1 s’écrit
(Or = 0:)(0¢ + Ox)u =0,
de sorte que le probleme de Cauchy ci-dessus se décompose en

{(atJram)uv, u|t:0:0,

(0 — 0z)v =0, v‘t:O :atu\tzo =uyr.

Il s’agit de deux problemes de Cauchy pour des équations de transport a vitesse
+1. En appliquant la méthode des caractéristiques comme au chapitre 2, on
trouve successivement que

v(t, ) =u(t+z), z€R,t>0,

puis que

t x+t
u(t,m):/ v(m—l—s—(t—s))ds:%/ v(z)dz, ze€R,t>0,
0 T
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que l’on écrit encore

u = %1[7t,t] *purr, t>0,

ou, de facon équivalente

U= %(1R+ © Q) *t,x (5t:0 & uH) ,

toujours en désignant par () la forme quadratique de Lorentz
Qt,x) =t* — |z

On résume cette discussion dans la

Proposition 11.3.2 (Formule de d’Alembert) Pour N = 1, la solution élé-
mentaire tempérée dans le futur de l'opérateur d’Alembertien 02 — 0% est

B = 31r: (1R, 0 Q,
ou @ est la forme quadratique de Lorentz
Qt,x) =t* —|z*.

Démonstration. Que E; soit solution élémentaire du d’Alembertien découle
du calcul ci-dessus; la condition supp(F;) € Ry x R est trivialement vérifiée.

La seule chose restant a montrer est que Efr est tempérée. Mais cela est
évident puisque Ef est une fonction continue par morceaux vérifiant

/ |Ef (¢, 2)|dz = max(t,0) < |¢].
R

Dans le contexte des applications d’origine physique, I’équation des ondes
intervient en pratique seulement pour des dimensions d’espace N = 1,2 ou 3.

On va voir que, dans les cas N = 2 ou 3, il est possible de retrouver les
expressions explicites de la solution élémentaire tempérée dans le futur par des
méthodes relativement simples évitant d’avoir a utiliser certains arguments un
peu délicats sur les distributions — comme par exemple la représentation de
distributions comme différence de valeurs au bord de fonctions holomorphes, ou
encore le prolongement des distributions homogenes a tout 1’espace euclidien.

Ces méthodes (méthode des moyennes sphériques en dimension N = 3 et
méthode de descente en dimension N = 2) font 'objet des deux paragraphes
suivants, qui sont tout particulierement destinés aux lecteurs qui n’auraient pas
assimilé les raisonnements conduisant & la Proposition 11.3.1 dans le cas d’une
dimension N quelconque.
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11.3.3 Le cas de la dimension N = 3 : moyennes sphériques

Soit donc ur; € C°(R?); d’apres le Théoreme 11.2.4, il existe une unique
solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy

{Dmu(tx)zo, zeR3, t>0,

u’t:O =0, 6tu’tzo =,
qui est donnée par la formule
u = Ef % (6i=0 ®urs) € C*(R; x R3).

Etant donnée une fonction f € C(R?), notons sa moyenne sphérique
r) = ﬁ/ fw)do(w), >0,
SZ

oll do désigne 'élément de surface sur S2.

Commencons par le

Lemme 11.3.3 (Laplacien et moyennes sphériques) Pour toute fonction

feC*(R?)
2
Af(r) = (;;—#2 d)f(r), r>0.

rdr

Démonstration. En effet, pour toute fonction test ¢ € CZ°(RY), on a, d’une
part

[ otehas@ae = [ [ omareaptastir = [ owaertar

en faisant le changement de variables des coordonnées sphériques dans 'intégrale
au membre de gauche de la premiere égalité.

D’autre part, en intégrant deux fois par parties (¢ étant & support compact,
les termes de bord s’annulent)

/ o(le]) A f(2)dw = / F(@)A (6(]2])) da

2
— /0 . f(rw) <$2 + i;) S(r)r2do(w)dr |

ou la deuxieme égalité utilise la formule donnant le laplacien d’une fonction
radiale dans RY — voir Note 3 du chapitre 7 :

A (x(Jz]) = x"(Jzl) + 57 (2]) . @ € RY\ {0}
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On a donc

en intégrant & nouveau deux fois par parties en r.
Comme cette égalité vaut pour toute fonction test radiale ¢ et que la fonction
f est de classe C2, il s’ensuit que

570 = 4 (74 ) 70

pour tout r > 0, d’ott le résultat annoncé. m

Revenons a la solution u du probleme de Cauchy pour ’équation des ondes
en dimension N = 3, et notons

a(t,r) =u(t, )(r), r>0.

D’apres le lemme, en tenant compte du fait que la dérivation en ¢ sous le signe
de moyenne sphérique est ici légitime puisque u est de classe C* sur R x R3,
on voit que la fonction u vérifie

2
ofu — (af+raT>a_0, r>0,t>0.
Posons alors
v(t,r) =rua(t,|r]), reR,teR;.
D’apres la formule de Leibnitz, pour tout ¢,7 > 0 on a
O*v(t,r) = rou(t,r) + 20.a(t,r) = rota(t,r) = 02v(t,r).

Comme la fonction r — wv(t,r) = ra(t,|r|) est impaire par construction, la
fonction r +— O2v(t,r) est également impaire, de sorte que I'EDP ci-dessus
satisfaite par v vaut encore pour tout t > 0 et r # 0 :

Otv(t,r) — d*v(t,r) =0, r#0,t>0.

Par ailleurs, en dérivant deux fois sous le signe somme (la fonction u étant

de classe C* sur R x R?) on trouve que
ou
or

(t,r) = ﬁ/ Veu(t, rw) - wdo(w) — Vau(t,0) / wdz(:) =0
s2 s
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lorsque r — 07, et de méme

0% >
ﬁ(t,r) =L Z /82 O, O, u(t, rw)wiwido (w)

k=1

3
3 00,00u(t,0) [ w5 = FAu(t,0).

El=1 S

pour r — 07,
On déduit alors du comportement asymptotique ci-dessus lorsque r — 0 et
des formules

ov ou _
& 1) = I 22, ) + it )
8%v 8%u ou

s (07) = 15 (1 Ir]) + 2sign(r) 5 (0, 1),

valables pour tout ¢ > 0 et 7 # 0, que la fonction r — v(t,r) est de classe C?
sur R pour tout ¢ > 0.
Par conséquent

{8,521)—8311:0, reR, t>0,

’U{t:O =0, 3tU|t:0 =rar(|r]).

On déduit de ’étude du cas de la dimension N = 1 (Proposition 11.3.2) que
r+t
o(t,r) = %/ s (|2 dz
r—t
de sorte que

u(t,0) = lim a(t,r)

r—0+

~—

. v(t,r
= lim (¢,
r—0+ T

— tar () = % /S wrr (tw)do(w)

= 9,v(t,0) = § (turr(t) — (—t)urr(t]))

Comme I’équation des ondes est invariante par les translations en la variable
r € R3, on déduit de I'unicité de la solution du probleme de Cauchy (établie au
Théoreme 11.2.4) que

u(t,x) = i /82 urr(z + tw)do(w) .

On résume cette analyse par la
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Proposition 11.3.4 (Formule de Kirchhoff) La solution élémentaire tempé-
rée dans le futur de l'opérateur d’Alembertien en dimension d’espace N = 3 est

1r- ()
47t

Ef = Solt — |z]).

Le terme 0o(t — |x|) au membre de droite de cette formule est & comprendre
comme la distribution de simple couche

CER?) 2 ¢ d(w)do(w),
5(0,t)

ot do est I’élément de surface sur la sphére de centre 0 et de rayon t, notée ici

S(0,1).

Démonstration. En faisant le changement de variables y = tw, la formule
ci-dessus donnant u(t, z) s’écrit encore

1
tx) = — d
u(t, ) pp /S(O’t) urr(z +y)do(y),

ce qui justifie 'expression de E; donnée dans 1’énoncé.

Que E;' soit a support dans le futur c’est-a-dire pour ¢t > 0 est une conséquence
immédiate de la définition.

Par ailleurs

(B, ¢)] =

n [e’e]
477/0 /82 t¢(t,tw)da(w)dt’
< sup [+ [E)Pe(t )] /

(t,z)eRxR3

tdt
14+¢3

ce qui montre que E3+ est bien une distribution tempérée sur R x R3.
L’unicité de la solution élémentaire tempérée dans le futur de I'opérateur
d’Alembertien découle du Lemme 11.2.3. =

11.3.4 Le cas de la dimension N = 2 : méthode de descente

Une fois connue la solution élémentaire dans le futur en dimension N = 3,
on en déduit le cas de la dimension 2 en intégrant sur la derniére variable. Cette
procédure est habituellement connue sous le nom de méthode de descente.

L’idée est donc de considérer le probleme de Cauchy

Oy,u=0, z€R* t>0,
{ g =0, Ol _o =
d’inconnue (¢, x1,x2) — u(t,x1,x2) sous la forme
{afv — (02, 402,492 )v=0,

U‘t:o =0, 8tv|t:0 =usr(r1,x2)
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et de remarquer que la fonction (¢,x1,x2) — u(t,z1,22) indépendante de x3
est une solution de ce probléme. On voudrait ensuite conclure par un argument
d’unicité pour faire voir que

t

u(t, 1, 22) = v(t, 21, T2, x3) = E/ urr(xy — twy, o — twe)do(w) .
S2

Dans cette derniere expression, il suffit alors d’“intégrer en la variable ws”,
variable dont U'intégrande urr(z1 — twy, 2 — tws) est évidemment indépendant.

Proposition 11.3.5 (Formule de Poisson) La solution élémentaire tempérée
dans le futur de l'opérateur d’Alembertien en dimension d’espace N = 2 est la
fonction

1R (t) 1po.(2)
o B o

Démonstration. Le raisonnement ci-dessusne rentre pas tout a fait dans le
cadre des résultats déja démontrés sur le probleme de Cauchy — dans lesquels
on a raisonné avec des données distributions & support compact.

On partira donc, pour tout € > 0 de la solution v, du probleme de Cauchy
en dimension N = 3

{ v — (92, + 02, + 02 )v. =0,

Ve, =0, 0|,y = urr(z1, xa)x(exs),

Ej =

ot ur; € C(R?) et x € C°(R) est telle que
X|[,171] =1, supp(x)C[-2,2], et0<x<1.
D’apres le Théoreme 11.2.4 et la Proposition 11.3.4, la solution v, du probleme
de Cauchy en dimension N = 3 est
t
ve(t, ) = 47/ urr(z' — tw)x(e(z3 — tws))do(w) .
T Jg2
Puis ;
ve(t, z) — —/ urr(x’ — tw')do(w) = v(t, z)
47 S2
par exemple au sens des distributions tempérées dans R’ x R3 lorsque € — 0.

Par continuité de la dérivation au sens des distributions, on en déduit que v
est une solution indépendante de x3 du probléme de Cauchy tri-dimensionel

Ofv— (02, +02,+02)v=0,
Vg =0, Ow|,_o=urr(z1,72).

Par unicité de la solution du probleéme de Cauchy (Théoréme 11.2.4), cette
solution coincide avec la solution u au sens des distributions tempérées du
probleme de Cauchy bi-dimensionnel

{afu (02 + 9% )u=0,

u|t:O =0, Btu|t:0 =usr(z1,x2).
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On en déduit la formule explicite

t
u(t,z') = E/Sz urr(v’ — tw')do(w), ' € R*, t>0.

Posons
S2 = {weS?|wy >0}, etS? ={weS?|w; <0},

de sorte que

t

u(t,z’) = o /52 urr(x’ — tw')do(w)
+

t
Jr*/ urr(z’ —tw')do(w), ' € R*, t>0.
47 s2

Or S% est définie par I’équation
wy = +4/1— |2,

de sorte que 1'élément de surface sur S3 est (cf. section 6.2) :

1
do(w) = ————=dwidws .
(w) T e
Donc

t dw’
u(t,x’) = — - 2/ urr (2’ — tw') —

4m Jw’|<1 \/ 1-— |(,:.J/|2

1 dy’

=5 urr(@’ —y ) —=—=—==., 2’ €R*, t>0,
2m Jiy <t V2= y'?
d’on le résultat annoncé.
Que la distribution ainsi définie soit & support dans R, x R? est évident.

Vérifions qu’elle est tempérée.
Soit p € S(R x RY); on a

(ES, 6)| =

o0 dw/
to(t, tw') ———=dt
/o /|wf|<1 V1= Jw'?

o tdt
<2r  sup L+ [t)?|e(t, z / FETR
Ll o) [T

puisque
dw'’
- = 18%| = 27,
/w'<1 V1=|w'f? 5=

de sorte que la distribution E; est bien une distribution tempérée sur R x R2.
]
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11.4 Propriétés qualitatives de I’équation des ondes

11.4.1 Conservation de 1’énergie

L’équation des ondes est un modele mathématique idéalisé décrivant la pro-
pagation sans absorption de phénomenes ondulatoires divers. Il est donc parfai-
tement naturel que cette absence d’absorption se traduise au niveau mathémati-
que par I'existence de quantités particulieres définies en fonction de la solution et
invariantes au cours du temps — comme les intégrales premieéres du mouvement
en mécanique classique.

La plus importante de ces quantités conservées est 1’énergie.

Théoréme 11.4.1 (Conservation de ’énergie pour 1’équation des ondes)
Soient uy € HY(RY) et urr € L2RYN), et soit u la solution au sens des distri-
butions tempérées du probléme de Cauchy

{Dt,zu:()» xERN,t>0,

u’t:() =ur, 8tu|t:0 =urr-

Alors les distributions Oyu et Vyu € C(Ry; L2(RY)) et de plus, lénergie de la
solution u, soit

E,(t) = %/ (Opu(t, =) + |Vyu(t,z)|?) do
RN
est constante :

Eu(t) = % (”VIUI”Lz(RN) + ||U]]||L2(RN)) , pour toutt > 0.

Démonstration. D’apres le Théoreme 11.2.4, la transformée de Fourier par-
tielle en x de la solution u est donnée par la formule

sin(tle])

(t, ) = cos(¢l¢l)iur (€) + 7=

r1(§)

ou £ est la variable de Fourier duale de x.
Par conséquent, comme

da(t,€) = — sin(t|€])|€]ar(€) + cos(tl€])arr (£),
Vau(t,€) = cos(tl€])|€|ar(€) + sin(t¢])ars (€)

et que, par hypothese sur les données initiales,
€lag et arr € L*(RY),

on en déduit que .
Oyt et Vyu € C(Ry, LP(RY)).
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En appliquant le théoreme de Plancherel, on voit que ceci équivaut a
dwu et Vou € C(Ry, L2(RY)).

Toujours en appliquant le théoréeme de Plancherel, on voit que

B =3 [ (10t OF +Toult. ) e
RN
Puis on observe que

(Gied)) - (“malfey 6i8) (5016

et comme la matrice
(cos(t|€|) sin(t§|)>
—sin(t[¢])  cos(t[¢])

est celle d'une rotation de R2, elle préserve la norme hermitienne canonique de
C2, de sorte que

0yt ) + [Vou(t, )2 = €2 ar(€)? + lar (€)[?

La conservation de I’énergie en découle par intégration en . m

11.4.2 Propagation a vitesse finie

Comme nous 'avons montré au début de ce chapitre, I’équation des ondes est
le modele mathématique qui régit — entre autres — la propagation des ondes
électromagnétiques. On sait que cette propagation s’effectue avec une vitesse
finie — la vitesse de la lumiére, qui n’est que la partie visible du rayonnement
électromagnétique, sachant que la vitesse de propagation d’une onde monochro-
matique dans le vide ne dépend pas de sa fréquence.

Dans ces conditions, le résultat mathématique suivant est donc parfaitement
naturel.

Théoréme 11.4.2 (Propagation & vitesse finie) Soientus et ur; € &'(RY)
telles que

supp(ur) C B(0,R), et supp(urr) C B(0, R).
Soit u la solution au sens des distributions tempérées du probléeme de Cauchy
{Dt,zuzo, reRN, >0,

“!t:o =ur, 5tu‘t:0 =ujr .

Alors
supp(u) C {(t,z) ER xRN |t >0 et |z| < R+t}.
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supp (u(z,))

{
=Y

FI1GURE 11.1 — Si les données de Cauchy sont a support dans le petit disque
hachuré, la solution de I’équation des ondes a I'instant tg est a support dans le
grand disque hachuré.

Démonstration. Partons de la formule du Théoreme 11.2.4 donnant I'expres-
sion de la solution u sous la forme

u=OEY * (S0 @ ur) + Efy % (64=0 @ up) .
Comme uy et uyy sont & support compact dans B(0, R) et que

supp(EY) € C = {(t,z) € Ry x RV ||z| < t}
on a

supp (O, Ef; * (61—0 ® ur)) C supp (8 E¥) + ({0} x supp(ur))
c C+ ({0} x B(0,R)),

supp (B * (6i—0 ® uzr)) C supp (E) + ({0} x supp(uyr))
c C+ ({0} x B(O,R)).

On conclut en observant que
C+ ({0} x B(0O,R)) = {(t,z) c R x RN [t >0 et |z| < R+1}.
]

Corollaire 11.4.3 (Domaine de dépendance) Soient u; et u;; € &' (RY)
et fe&'(RY x RY), et soit u la solution au sens des distributions tempérées
du probléeme de Cauchy

{Dmu:ﬂ zeRY, t>0,

u’t:o =ur, 8tu|t:0 = ur-
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=Yy

(%)

FIGURE 11.2 — La valeur de la solution au point (z1,x2,t) de espace-temps ne
dépend que de la restriction des données de Cauchy au disque hachuré.

Considérons dans R x RN le (tronc de) cone de sommet (t,z)

Cro = {(s,9) € [0,8] x RN ||z —y| <t —s}.
Alors st ur et urr sont nulles sur un voisinage de B(x,t) et si f est nulle sur
un voisinage de Cy 4, la solution u est nulle au voisinage du point (t,x).

Lorsque les distributions u, uy, urs et f sont des fonctions, on résume souvent
cet énoncé en disant que la valeur de u au point (¢, x) ne dépend que des valeurs
prises par f sur Cp, et par uy et ury sur B(z,t) = Cyp, N {t = 0}, ce qui
explique le nom de “coéne de dépendance” pour Cy . Autrement dit, si (ur, urr)

et (vr,vrr) coincident au voisinage de B(z,t), alors les solutions u et v des
problemes de Cauchy pour I’équation des ondes de données initiales respectives
(ur,urr) et (vr,vrr) sont égales au voisinage du point (¢, x).

Démonstration. Le (tronc de) cone C;, est compact dans R x RY; par
conséquent, un voisinage de C;, dans R x RY contient forcément un (tronc
de) “cone épaissi” de la forme

Ci. = Cix+ B((0,0),¢).
Soit donc € > 0 tel que

f

=0, 0,

Cia UI{B(x,t+e) = uII’B(x,t+e) =
et soit ¢ € C°(R x RY) telle que

supp(¢) C B((t,2),¢€) .
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Posons
®(s,y) = (Ef *¢) (—s,—y), pour tout (s,y) € R x RV .
Cette définition entraine que ® € C*°(Rs x R)) et que
supp(®) N (] — €, +00[xRY) Ciu-

De plus
O,,4® = ¢ dans D'(R; x Rév) :

Calculons alors
(u,¢) = (u,00) = (Ou, ) = (§j_g ® usr + =0 @ urr + f, ) =0
puisque par hypothese
Oi—o @ ur + Op=0 @ usr + f

est nulle sur 'ouvert Cf , contenant le support de @ (cf. Proposition 4.1.2 (b).)
On a ainsi montré que (u, ¢) = 0 pour toute fonction test ¢ de classe C*° a
support dans B((t,x),€). On en déduit que u = 0 sur B((¢,x),¢). ®

11.4.3 Principe de Huygens

Dans le cas particulier ou la dimension N de ’espace est impaire et ou N > 3,
la condition de propagation a vitesse finie peut étre considérablement précisée
par le résultat suivant.

Théoréme 11.4.4 (Principe de Huygens) Supposons que N est un entier
impair > 3. Soient ur et urr € E'(RYN) telles que

supp(ur) C B(0,R), et supp(urr) C B(0, R).
Soit u la solution au sens des distributions tempérées du probleme de Cauchy
Oieu=0, zeRY, t>0,
u’tZOZUI, 8tu|t=0 =uyr.

Soit
C'={(t2) eR. xRN |t > R+|z|}.

Alors
U

o =0.

Démonstration. Les formules explicites de la Proposition 11.3.1 donnant EJJ{,
montrent que

supp(E}) € 0C = {(t,x) € R x RY |lz| =t},
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At

supp (uy i)

FIGURE 11.3 — En dimension impaire, si les données de Cauchy sont & support
dans la boule de rayon R centrée a l'origine, le signal s’éteint (autrement dit la
solution de I’équation des ondes est nulle) dans n’importe quelle boule centrée
a lorigine pour ¢ assez grand. Plus précisément, la solution est nulle dans la
boule B(0, R') pour tout ¢t > R+ R’. Autrement dit, lorsque ¢ > 0, la solution
est a support dans la zone hachurée — qui, en dimension 3, est la zone comprise
entre deux cones de révolution de méme axe (I’axe des temps) et de génératrices
paralleles.

pour N impair et N > 3. En raisonnant comme dans la preuve du Théoreme
11.4.2 de propagation & vitesse finie a partir de la formule explicite donnant la
solution

U = 8tE;{, * (6t:0 ®uy) + E]t, * (6t:0 ®uy) ,

on trouve que
+ +
supp (8, B3 % (61—0 @ us)) C supp (0:E5) + ({0} x supp(ur))
Cc 0C + ({0} x B(0,R)),
supp (B * (dt=0 ® urr)) C supp (EX) + ({0} x supp(urr))
Cc 9C + ({0} x B(0,R)).
On conclut en observant cette fois que

(9C + ({0} x B(0,R)))NC" = 0.

Ce résultat est évidemment faux en dimension paire. Il suffit pour s’en
convaincre de considérer la solution élémentaire tempérée dans le futur E;r ,
par exemple. En effet, £ est la solution au sens des distributions tempérées du
probleme de Cauchy ci-dessus avec u;y = 0 et uy; = §p qui est a support dans
B(0, R) pour tout R > 0. Or EJ est une fonction vérifiant

EJ (t,z) > 0 pour tout (t,z) € R% x R? tel que |z| < t.
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11.5 Equation des ondes et transformation de
Radon

Nous avons déja montré comment, dans le cas de la dimension d’espace
N = 3, la méthode des moyennes sphériques permet de ramener la résolution
de I’équation des ondes au cas de la dimension N = 1, cas particulier tres
simple qui se raméne a résoudre deux équations de transport par la méthode
des caractéristiques.

Il existe une autre maniere treés directe de ramener I’équation des ondes en
dimension d’espace quelconque au cas de la dimension d’espace N = 1 : c’est
d’employer la transformation de Radon, que nous allons présenter maintenant.

11.5.1 La transformation de Radon

Comme nous 'avons déja expliqué plus haut, la transformation de Fourier
consiste a décomposer une fonction comme superposition d’ondes planes har-
moniques, c’est-a-dire de fonctions de la forme

x et
pour & # 0, ot 27/ (€] est la longueur d’onde et le vecteur unitaire % la direction
de propagation.
La transformation de Radon fournit une autre maniere de décomposer une
fonction en ondes planes, mais qui ne sont en géneral pas des ondes planes

harmoniques.
Dans ce qui suit, on supposera toujours que N > 2.

Définition 11.5.1 Soit f € S(RY); pour tout w € SN~ et tout | € R, posons

RF(lw) = / f(@)dH (),

z-w=l

ot dH(x) désigne 'élément de surface sur l'hyperplan d’équation x - w = 1.
La fonction Rf ainsi définie sur R x SN~1 est appelée la transformée de
Radon de f.

Autrement dit, pour tout vecteur unitaire w € R la transformée de Radon
I — Rf(l,w) est une fonction constante sur tous les hyperplans orthogonaux &
w : c’est donc bien une onde plane.

Evidemment, toute fonction définie sur R xS =1 méme tres réguliere (méme

de classe C™) n’est pas toujours la transformée de Radon d’une fonction de
S(RM).

Lemme 11.5.2 (Régularité et symétrie de la transformée de Radon) Soit
f € S(RY). Alors sa transformée de Radon Rf est une fonction continue sur
RN x SVN—1 et
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(a) pour tout l € R et w € SN1, on a
Rf(_lv —W) = Rf(l,LU) ;
(b) la fonction I — Rf(l,w) est dans S(R) et y est bornée uniformément en w :

sup sup(l + |I|)™|0fRf(l,w)| < 0o pour tout m,n € N.
lwl=1€R

Démonstration. Le point (a) est une conséquence triviale de la définition de
Rf.

Pour le point (b) : supposons que wg = (1,0, ...,0) est le premier vecteur de
la base canonique de RY. Alors

Rf(l,wo):/ flize, ..., xN)dzy. .. dey .

RN-1

Comme f € S(R),

/ sup |07, f(l, 22, ..., xN)|d2s ... dey < 00,
RN-1IeR

de sorte que la dérivation sous le signe somme est licite (voir Note 3 du chapitre

1). Ainsi

8Z"Rf(l,w0):/ (9;1f(l,$2,...7$]v)d$2...dZL'N7 leR.
RN-1

Puis, comme f € S(RY), on a
107, f (21, 2n)| < Ongm (1 [2]) =N,
d’olt on tire que
07, f (Lo xn)| < Onpm (14 [2) "N (L + 1)~
ou &’ = (xa,...,2y). Donc

dx’

™| gn < —_—
(4 )™ PRI < O | s

Le cas d'un w € SV~ quelconque se ramene & celui-ci par un changement

de variables; en effet, pour toute matrice orthogonale R € On(R) telle que

on a

Rf(w) = /RM Fllw + R(0,2'))da’ = (R(f o R)) (I, F—w).
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Remarquons d’ailleurs que, par convergence dominée (en utilisant le fait que
f est & décroissance rapide sur R"V), 'intégrale au membre de droite de la
premiére égalité dépend de maniére continue de (I, R) € R x Ox(R), ce qui
entraine que Rf € C(R x SV-1). m

Dans ce qui suit, nous allons étudier en détail le probleme de I’inversion de
la transformation de Radon, c’est-a-dire de la reconstruction de la fonction f
connaissant sa transformée de Radon R f.

Une premiere étape consiste a étudier le lien entre transformation de Fourier
et transformation de Radon.

Soit donc f € S(RY); on notera f sa transformée de Fourier, et ¢ la variable
duale de x. En décomposant l'intégrale de Fourier comme somme de contribu-
tions sur la famille des hyperplans déquation x - I%I = Counst., on trouve que

R . el
f(g):/RN e*li'mf(x)dx:/ ¢ UEITE f(x)dz

RN
+o0 )
= / eilell / f(z)dH (z) | dl
—0o0 x-%:l
ou dH est I’élément de surface sur 'hyperplan d’équation x - I%I =1

Or l'intégrale interne au membre de droite de la derniere égalité ci-dessus
est la transformée de Radon de f. On en déduit donc la

RELATION ENTRE TRANSFORMEES DE FOURIER ET DE RADON

F(e) = /Ho ISR f (z, ‘%) dl.

— 00

Proposition 11.5.3 (Inversion de la transformation de Radon) Supposons
que N > 2 est impair. Pour tout f € S(RN), on a

)\ (N-1)/2
@) = G [ ORI )ds(@)

ot dS(w) est l’élément de surface sur la sphére unité SNV =1,

Démonstration. Notons

P(r,w) = /+OC e MRE (I,w)dl.

— 00
La fonction ¢ est continue sur R x SV—1 et vérifie la relation
o(r,w) = ¢(-r,—w), reR, wesSN !,

d’apres le Lemme 11.5.2 (a).
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D’apres la formule d’inversion de Fourier pour la fonction f € S(RY), et
la relation entre la transformée de Fourier et la transformée de Radon de f

ci-dessus, qui s’écrit
fo =016 5)
f(z) = (27:)N/ e € f(€)de

b [ [ et tasar

= G~ /SM (/0 e G (r,w)r’ 1d7’> dS(w)

en passant en coordonnées sphériques (r = €| et w = £/|¢|) dans la transformée
de Fourier inverse, puis en appliquant le théoreme de Fubini, car I'intégrande
est & décroissance rapide en r uniformément en w € S¥~1 — d’apres le Lemme
11.5.2 (b).

Considérons maintenant ’intégrale interne

on a

oo
I (z,w) :/ e p(r, w)rN "ldr .
0
et posons

0
I_(z,w) = / e (r, w)rN_ldr

— 0o

Grace a la relation
o(r,w) = ¢(—r,—w), reR, weSVN 1,
et au fait que N — 1 est pair, on a
Ii(z,w) =1_(z,—w)

en utilisant le changement de variables r — —r dans Uintégrale I_(x,w) —
comme N — 1 est pair, le terme rV~! dans cette intégrale reste inchangé.
Par conséquent la formule d’inversion de Fourier ci-dessus s’écrit encore

f@) = [

_ o1 /
(2m)N SN-1

grace au changement de variables w — —w sur la seconde intégrale. Or, en
revenant a la relation entre transformée de Fourier et transformée de Radon de
f, on voit que

(I (2,0) + I (&, ~w))dS ()

o[

(I (2,0) + I (2,w))dS ()

=

Iy w) + I (2,w) = / T w)r N T dr = 20 Fk (0 w)) |
R

= 2m(=id) " TR (L), -
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Donc

J(@) = sk 2n(—)V ! /SM ONIR (1 ,w)dS ()

d’ou la formule d’inversion annoncée. ®m

11.5.2 Transformation de Radon et équation des ondes

Considérons maintenant le probleme de Cauchy pour I’équation des ondes

{Dt,xu(t,x)zo, reRN t>0,

“‘t:o =ur, 5tu‘t:0 =uyr .

Supposons que uy et urr € C°(RYN) pour simplifier notre analyse.
D’apres le Théoreme 11.2.4, la solution de ce probleme de Cauchy est donnée,
pour tout ¢ > 0, par la formule

sin|(§||§|) arr(6)

ou @ désigne la transformée de Fourier partielle en la variable z de u et £ la
variable duale de z.

Comme uy et urr € C°(RN), 4y et 4rr sont toutes les deux dans S(RY), et
la formule ci-dessus montre que u € C® (R4 x RY) avec u(t,-) € S(RY) pour
tout ¢ > 0. En fait, on sait méme, par propagation & vitesse finie (cf. Théoreéme
11.4.2) que la fonction = — wu(¢, x) est & support compact pour tout ¢ > 0.

Notons

a(t, §) = cos(tlg])as(€) +

Ru(t,1,w) = / w(t, )dH ()

z-w=l

la transformée de Radon de la fonction = — u(t, x).
Comme u est de classe O sur Ry x RY et & décroissance rapide en la
variable x, la dérivation par rapport a t sous le signe somme est licite et on a

OFRu(t,l,w) = R(OFu)(t,1,w), weSV 1 IeR,t>0.

Lemme 11.5.4 (Transformation de Radon et A) Pour tout f € S(RY),
on a

RAf)(L,w) = FRf(l,w), weSN1 1cR.

Démonstration. Soit w € SN~! fixé; choisissons une matrice orthogonale R
telle que R(1,0,...,0) = w. Alors

Rf(l,w) = /RM F(lw + R0, 3, ... 2n))ds .. dzy

:/ foR((1,0,...,0)+ (0,2, ...,xN))dxs...dTN .
RN-1
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Par ailleurs, rappelons que le laplacien est un opérateur différentiel invariant
sous ’action des matrices orthogonales

A(foR)=(Af)oR sur RV .

Notant ' = (x3,...,2N), et e; = (1,0,...,0) le premier vecteur de la base
canonique, on aboutit alors a la formule

RN = [ (AR +R0.0)d

/ (Af) o R(ler + (0,2"))da’
RN-1

/ A(foR)(l,l‘g,...,.TN)d.Z‘Q...dZ‘N.
RN-1
Comme f € S(RY), il en est de méme pour f o R et
/ 6ik(fOR)(l,$27...,(EN)CZ(EQ...CZ.’L‘N:0
RN*I

lorsque k = 2,..., N. D’autre part, toujours parce que f o R est dans S(R”),
la dérivation en [ sous le signe somme est licite et on a

8[2/ (foR)(l,a:Q,...,xN)dxg...de
RN—I
z/ & (foR)(l,x2,...,zn)dxs ... day .
RN-1
Ainsi
R(Af)(m):af/ (foR)(I,xa,...,xN)dzs...dey = OFRf(l,w).

RN-1

[

Ainsi, en appliquant la transformation de Radon a chaque membre des
égalités apparaissant dans le probleme de Cauchy pour I'équation des ondes,
on trouve que

(02 — ) Ru(t,l,w) =0, weSN 1 1eR, t>0,
Ru|t:0 = Rur, 8thfo|t:0 = Ruyy .

Ce probleme est maintenant un probléeme de Cauchy pour une équation des
ondes en dimension d’espace N = 1, paramétrée par w € SN~1.
On le résoud par la formule de d’Alembert — voir Proposition 11.3.2 :

I+t
Ru(t,l,w) =1 (Ru;(l+ t,w) + Rus(l — t,w)) + % Rurr(z,w)dz .
1—t
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Il faut maintenant reconstruire la solution w pour tout ¢ > 0 connaissant
sa transformée de Radon Ru(t,l,w), qui est toujours donnée par la résolution
d’une équation des ondes en dimension d’espace N = 1.

Autrement dit, la méthode de résolution de ’équation des ondes que nous
proposons ici se résume au moyen du diagramme

(ur,urr)  — (Rur, Rupr)

{
Rue(t,l,w) <+— u(t, x)

ou les deux fleches horizontales représentent les transformations de Radon di-
recte et inverse, tandis que la fleche verticale correspond a la formule de d’Alem-
bert pour la résolution de I’équation des ondes en dimension 1 d’espace.

Supposons que N > 2 est impair, et appliquer la formule d’inversion de la
transformation de Radon en dimension impaire (Proposition 11.5.3 ci-dessus).
On trouve que

u(t,x) =

(—pW-D/z N-1 N-1

W (8l RU[(Z"W+t,LU)+8l Ru;(m-w—t,w)) dS((AJ)
SN—1

+ %/ (8ZN_2RUI]($ ‘wHtw) — (‘3lN_2RuH(a: Cw— t,w)) dS(w).
gN—-1

Cette formule montre que la solution de I’équation des ondes est une super-
position d’ondes planes se propageant a vitesse +1 dans toutes les directions.

11.5.3 Transformation de Radon et scanner

Il ne sera pas question d’équation des ondes dans ce paragraphe final, qui est
une digression plutot qu'une conclusion au présent chapitre. Mais on ne saurait
parler de transformation de Radon sans évoquer 'une de ses applications prin-
cipales, a savoir la tomographie en imagerie médicale — c’est-a-dire le principe
du scanner.

L’idée de base est la suivante : le corps du patient, dont une section est
représentée sur la figure 10.4 par le domaine borné  inclus dans B(0, R),
est traversé par des pinceaux de rayons X créés par des émetteurs disposés
sur une moitié du cylindre de section B(0, R), 'autre moitié étant couverte de
récepteurs.

Ce dispositif permet de mesurer 'atténuation de l'intensité des rayons X
lorsqu’ils traversent le corps. Notons A(x) le facteur d’absorption du corps au
point x.

La valeur A(z) dépend fortement du type de tissu (osseux, graisseux ou
autre...) présent au point x dans le corps du patient. Le scanner fournit une
évaluation du facteur d’absorption A(z) en tout point = du corps du patient,
c’est-a-dire une carte des valeurs de A(z) dans le corps du patient, ce qui donne
une image de sa constitution interne. Cette technique permet des explorations
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XD

FIGURE 11.4 — Principe du scanner.

vasculaires, la détection de tumeurs (par exemple pulmonaires) de trés petite
taille etc...

L’intensité mesurée sur le détecteur D lorsque la direction des rayons est
€ S s’écrit, dans les notations de la figure,

uDﬁy;wm<—[ fumwmo

= T exp (/ A(s + ZGJ‘)ds)

o ds(z) est élément de longueur sur le segment [xg,2p]. (On a supposé ici
que le facteur d’absorption de air est 0.)

En lisant les intensités mesurées par tous les détecteurs D dans toutes les
directions 6, on a donc acces a

o I(D
/ A(s0 +161)ds = —In <(19)> , II<R

pour tout [ € R et tout # € S'. Notons que, comme le coefficient d’absorption
de I’air est nul et que le corps du patient est supposé contenu dans le cylindre
de section B(0, R)

/ A(sO +160%)ds =0, || > R.
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En conclusion, on obtient donc ainsi
RA(L0%) = / A(s6 + 104 )ds

pour tout I € R et tout - € S

On reconstruit A par inversion de la transformation de Radon — le lecteur
prendra garde au fait qu’il s’agit ici d’inverser la transformation de Radon en
dimension paire, de sorte que la Proposition 11.5.3 ne s’applique pas.

La formule d’inversion de la transformation de Radon en dimension paire
est trés semblable au cas de la dimension impaire, mais un peu plus compliquée.
On doit y remplacer le monome différentiel 8lN ~1 apparaissant dans la formule
de la Proposition 11.5.3 par un opérateur d’un type plus compliqué, qui n’est
plus un opérateur différentiel.

De toute facon, cette formule s’obtient & partir de la relation entre trans-
formation de Fourier et transformation de Radon, par un argument tout a fait
analogue a la preuve de la Proposition 11.5.3.
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11.6 Exercices.

Exercice 1.
Pour tout w € S2%, on note (t,z) — f(t,z,w) la solution de Iéquation de
transport
{@f—&—w-vwfzo, reR?, weS?, t>0,

ol ¢ € L*(R?).
a) Quelle relation existe-t-il entre

F(t,x) = ﬁ/s? flt,z,w)do(w)

— ol do est I’élément de surface sur S?, et la solution % du probleme de Cauchy

Oy,u=0, z€R® ¢t>0,
u|t:0 =0,
3tu’t:0 = ¢?

b) Déduire du a) que

O F et 9,,F € C(|0,00[; L*(R)) j=1,2,3.

Exercice 2.

Considérons le probleme de Cauchy

Oieu=0, zeRY, t>0,
ul, =9,

87‘/u|t:0 =7,

ott f,g,Vsg € L>(RY). On note dans toute la suite

E.(t) = %/RN |0su(t, z)|*dz  1énergie cinétique

E,(t) = %/P{N |Vou(t,z)[*de  1'énergie potentielle

pour tout ¢ > 0.

a) On suppose que N = 1, et que f,g,¢9" € C.(R). Montrer qu'il existe T > 0
— que l'on précisera en fonction de f et g — tel que

E.(t) = E,(t) pour tout t > T'.

(Indication : utiliser la formule de d’Alembert.)
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b) Montrer que, dans le cas général (oi1 on suppose que N > 2, que f € L?(RY)
et que g € HY(R")), I'on a
Ec(t) = 5(Ec(0) + Ey(0))
3(Ec(0) + By (0))

lorsque ¢ — oo. (Indication : utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue.)

Rappelons que
E.(t) + E,(t) = E.(0) + E,(0), pour tout ¢ >0

(conservation de 1’énergie pour ’équation des ondes : cf. Théoréme 11.4.1.) On
vient donc de montrer que, pour ¢ grand, I’énergie totale se partage donc pour
moitié en énergie potentielle et pour moitié en énergie cinétique. Cette propriété
porte le nom d’équipartition de 1’énergie pour ’équation des ondes. Il en
existe de nombreux analogues pour diverses variantes de I’équation des ondes.

Exercice 3.

Considérons le probleme de Cauchy
O,,u=0, zeR® ¢t>0,
u|t:0 =9
atu’t:() = fa

avec f,g € S(R?).

a) Montrer que

flx+ tw)da(w)‘ < /too /52 |V f(z + sw)|do(w)ds

S2

ol do est Iélément de surface sur S2.

b) En déduire que, lorsque g = 0, 'on a, pour tout ¢ > 0,

m@xM§£;LJVﬂm@.

¢) Comment ce résultat se généralise-t-il lorsque g n’est pas identiquement nulle ?

Exercice 4.

Soit u la solution du probléeme de Cauchy
O,,u=0, z€R® ¢t>0,
u|t:0 =0,
atu|t:0 =7,
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ot f € CX(R?). Montrer qu'’il existe une fonction F : R x S — R — appelée
champ de radiation de Friedlander — telle que, pour tout p € R et tout
w € 82, lon ait

F(p,w)

lorsque r — +00.

u(r — p,rw) ~ 4=
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