Ecole polytechnique 2009-2010
MAT 311 Analyse réelle et complexe

Feuille d’exercices 2 (Intégration)

Exercice 1. Soit f : R — C telle que f(z + 1) = f(z) p.p. en z € R. Montrer qu'il existe
F: R — C telle que F(z + 1) = F(x) pour tout z € R et f(z) = F(z) p.p. en z € R.

Exercice 2. Soit ¢ RY ouvert non vide et f € £}(Q; C) telle que

| raidz| = [ \rtao.

Montrer qu’il existe § € R t.q. f(x) = |f(z)|e? p.p. en z € Q.

Exercice 3. Pour tout n € N* et tout « € R, on pose u,(z) = e "% — 2e 27,

a) Montrer que la série de terme général wu,(x) est absolument convergente pour tout
x € R% et calculer sa somme.

b) Calculer

up(x)dz et / up(x) | dx.
Z/]O,—i-oo[ 10,4-00] nz:

n>1

¢) Comment expliquez-vous le résultat du b)?

Exercice 4. Soit f une fonction mesurable positive sur 2 C RY ouvert non vide telle que

/ f(z)dx €]0,400].
Q
Montrer que, pour tout 6 > 0, la suite définie pour tout n € N* par la formule

forn (4 (£2) )

converge vers une limite que l'on calculera. (On étudiera séparément les cas 6 > 1 et
0<f<1.)

Exercice 5.

a) Soit f € L1(R), et soit K C R compact. Calculer

|| =00

mn‘Lf@nKm—ymy

b) Soit g : R — R uniformément continue. Montrer que

/ lg(z)|dx < 400 = g(x) — 0 lorsque |z| — +00.
R



c¢) Soit h: R — R continue et telle que

/ Ih(2)|de < +oc.
R

A-t-on
|h(z)| — 0 lorsque |z| — +00?

Exercice 6. Soient p > 1 et (f,)nen suite de fonctions mesurables sur € RY ouvert non vide.
On suppose que

@) = f(2) pp. enz€Q et /Q|fn(;n)|Pd:c—>/Q|f(z)|pdx

lorsque n — +o00. Montrer que

/ (@) — fulz)Pdz — 0
Q

lorsque n — 400. (On pourra utiliser la convexité de la fonction Z — |Z|P.)

Exercice 7. (Lemme de Brézis-Lieb)

Soit p > 1 et (fn)nen suite de fonctions mesurables sur Q C RY ouvert non vide. On
suppose que

fu(x) = f(x) pp.enz €Q et sup/ | fr(z)[Pdx < 400.
n>1JQ

On se propose de montrer que

[ i@pde = [ 1) = fu@rde = [ |f@ras

lorsque n — +o0.

a) Etablir ce résultat lorsque p = 1 (on pourra observer que la fonction valeur absolue est
lipschitzienne.)

b) Soit p > 1. Montrer que, pour tout € > 0, il existe C'(¢) > 0 t.q.
I X +YIP— |X|P <¢eX|P+C(e)|]YP, pourtous X, Y € R.
¢) Soit € > 0 fixé. Pour tout n € N, on pose
Fo = (Ifal? = [fa = FP = 1fP] =€l fu = FIP)" .
Calculer

lim F,(z)dx.

n—-+o00 Q

d) Conclure.



