M2 — Modeles cinétiques
Session de Mai 2011 — Durée: 3h

I

Dans toute cette partie, N désigne un entier supérieur ou égal a 2.
1) Montrer que, pour tout S € L*(RY x R"), I'équation de transport stationnaire

(1) @) +v-Vof(a,v) = Sv), a,0eRN

admet une unique solution f € L*(RN x R"), donnée par la formule

flz,v) = /000 e 'S(x — tv,v)dt.

(On pourra commencer par étudier le cas ou la fonction x — S(z,v) appartient a
C°(RYN) pour presque tout v € R¥, et conclure par un argument de troncature et
régularisation.)

2) Soit f € LY RN x RY) telle que v -V, f € L'(RY x RY). Montrer que

[fllzr @y xryy < f +v - Vafllpimy xryy -
Soit x € C°(RY) telle que

supp(x) € B(0,1), x(z) > 0 pour tout z € R" et / x(x)dz =1.
RN
Pour tout n > 1, on pose S, (x,v) = n*Ny(nz)x(n(v — vp)), olt vy est un vecteur
unitaire de RY.
3) Pour tout n > 1, on définit f,, € L}(RY x RY) comme la solution de I’équation
(1) avec second membre S = S,,. Montrer qu’il existe deux constantes positives C

et C' que 'on précisera telles que, pour tout n > 1,
an”Ll(RNxRN) <C et IlU'VajanLl(RNXRN) SC’.

4) Montrer que la suite p, de L'(R") définie pour tout n > 1 par

pn(x) = [ fo(z,v)dv
RN

converge au sens des distributions vers une limite que ’on demande de calculer.
5) Que pensez vous de ’énoncé suivant:

“Soit f,, suite bornée de L'(RY x RY) telle que v - V. f,, soit une suite bornée
de L' RN x RY). Alors, pour tout compact K de R", la suite des restrictions
pour x € K des intégrales

fndv
RN
est relativement compacte dans L'(K).”

II

On considere le systeme de Vlasov-Poisson relativiste avec interaction gravita-
tionnelle
(VPRG)
(O +v(€) - Vi) f(t,z,&) =V, V(t,x) - Vef(t,z,) =0,, z,£€R?,

AV(tx) = /R b, )i,
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ot v(§) = Vy/1 + [£]2. On rappelle que, pour toute fonction ® € C*(RY)

mww=¢mw+§@ﬂw,xeR%wy

1) Soit (f,V) solution de classe C? de (VPRG) définie pour tout ¢ € [0,7] et
z,& € R3, telle que, pour tout ¢t € [0,T[, la fonction (z,&) — f(t,z,£) soit a
support compact. Montrer que la quantité

_ 3 1 ,
b= //R3><R3 mf(t,x,f)dxdf 3 /R3 IVIV(t,.%‘)‘ dx

est constante sur [0, 7.
2) Calculer

%//RgXRS x-&f (b, x, §)dwdg

// x-Ef(t,x,8)dad < C +tE
R3xR3

ofl C' est une constante que I'on précisera en fonction de f(0, -, -).
) Montrer que

// ol T RS (1, e < 20+2tE—/ 22t 2) - VoV (t, 2)da

) On suppose que le potentiel V est radial en & pour tout ¢ € [0, — autrement
dlt il existe une fonction U de classe C? sur [0, T[xR. telle que V (¢,z) = U(t, |z|)
pour tout t € [0,T[ et z € R3. Soit la fonction p définie sur [0, T[x R, telle que

pltclal) = [ r(e.o. gy

oU R 5
W(t,r) = T—2/0 p(t, s)sds

et exprimer V,V (¢, z) en fonction de %—IT] pour tout t € [0,T[ et z € R?\ {0}.
5) Montrer que

/ l2?j(t, z) - V,V(t,z)dx
R3

ott C’ est une constante que 1’on précisera.
6) On suppose que

/ / VIFIERS (b, €)dade < § / V.Vt ) 2de
R3xR3 R3

Déduire de ce qui précede une majoration sur le temps maximal d’existence d’une
solution de (VPRG) dont le potentiel gravitationnel V' est radial en 2 pour tout ¢.

et en déduire que

Montrer que

< ' f(0,-, ')H%l(R3><R3)




