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PRESENTATION GENERALE.

Cette these est consacrée a ’étude des systemes dynamiques méromorphes.
Plusieurs aspects sont ici considérés. Le Chapitre 1 traite des probléemes de
type locaux de conjugaison de germes superattractifs de (C2,0) et de ses
applications en géométrie complexe. Dans tous les autres Chapitres 2, 3, 4
et 5, nous nous attachons a décrire la dynamique globale de tels systemes.

Donnons tout d’abord une perspective d’ensemble de ce mémoire. Nous
renvoyons le lecteur aux introductions de chaque chapitre pour de plus am-
ples informations sur leur contenu respectif.

e | Problemes locaux et surfaces de Kato (Chapitrel). ‘

Le point de départ de ce chapitre est I'étude des germes f : (C2,0) O
strictement contractants et satisfaisant & la condition suivante:

L’ensemble critique C(f?) est totalement invariant par f
et a croisements normaux en 0.

Nous avons nommé de tels germes rigides. Nous en donnons une classifica-
tion a conjugaison analytique et formelle compléete.

Si un germe rigide contractant f est injectif hors de C(f?), il est possible
de lui associer canoniquement une surface complexe compacte minimale S(f)
appelée surface de Kato de f. Celle-ci est une compactification “naturelle”
de l'espace des orbites de f non critiques. De nombreux travaux ont été
consacrés a ces surfaces par Kato, Inoue, Enoki, Nakamura, Dloussky. Nous
renvoyons a l'introduction du Chapitre 1 pour des références précises.

Notre caractérisation des germes holomorphes définissant les surfaces de
Kato a ’aide de la condition de rigidité, et notre classification de ces germes
nous permet alors de compléter la classification de ce type de surface. Nous
étudions divers aspects de leur géométrie a la Section 1.2 en nous concentrant
tout particulierement sur la structure du groupe de Picard de S(f) et sur
I'existence de feuilletages et de champs de vecteurs holomorphes.

° ‘ Problemes globaux.

Soit f : X — X une application méromorphe dominante d’une variété
complexe compacte dans elle-méme que ’on supposera d’entropie topologi-
que hyop(f) > 0. Nous voulons décrire le systeme dynamique {f kX —
X}i>0. Dans la théorie classique de Fatou-Julia, on décompose ’espace
dynamique en deux zones disjointes: ’ensemble de Fatou F'(f) ou le com-
portement des orbites de f est régulier; 'ensemble de Julia J(f) sur lequel f
est “chaotique”. Dans tout ce mémoire, nous nous intéresserons uniquement
a la partie “chaotique” de la dynamique de f.
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Plus précisément, on cherche a construire une mesure p a support dans
J(f) positive invariante naturelle possédant les propriétés suivantes:

(P1) p est mélangeante;

)
(P2) p est I’(unique) mesure d’entropie maximale;
)

(P3) p est faiblement hyperbolique: tous ses exposants de Lyapunov sont
non nuls;

(P4) les points périodiques de f (selles ou répulsifs suivant les cas) s’équidis-
tribuent selon p.

Pour les systemes holomorphes étudiés jusqu’a présent (P1), (P2), (P3) et
(P4) sont effectivement satisfaites. Dans le cas des applications holomorphes
de P* celles-ci sont diles & [FS92-2] et [BD99], pour les automorphismes
polynomiaux de C? & [BLS93] (voir aussi [FS92]), et plus récemment [Ca99]
a démontré ces propriétés pour les automorphismes de surfaces compactes.

Dans tous les cas, la mesure p est construite comme un produit extérieur
w =Ty NTy de courants positifs fermés de bidegré (1,1) a potentiel continu
et possédant une propriété d’invariance f*T; = p;T; pour des réels p; > 1.
En mélangeant ces propriétés d’invariance a des méthodes de théorie du
pluripotentiel et d’analyse complexe, on obtient les informations désirées
sur u.

Cependant le programme énoncé ci-dessus reste pour l'instant inaccessi-
ble en toute généralité. La présence de points d’indétermination complique
en effet de maniere essentielle la dynamique de f et les outils de théorie du
pluripotentiel & notre disposition se révele d’utilisation ardue.

- Courant de Green (Chapitre 2).

La construction d’un courant T'(f) positif fermé (1,1) satisfaisant la
condition d’invariance f*T'(f) = p-T(f) pour un réel p > 1 est a la base
de toutes les études des systemes dynamiques holomorphes. Ce courant
constitue un analogue n— 1 dimensionnel (dim X = n) d’une mesure positive
invariante. Ces courants dit “de Green” ont été introduits tout d’abord par
[F'S92-2], [BS91] et [HP94] (voir aussi [Si99]) dans le cadre des applications
rationnelles de P™. Nous suivons ici la construction générale de V. Gued;j
([Gu99)).

L’idée est de partir d'une forme (1,1) lisse w positive fermée dont la
classe de cohomologie est invariante f*{w} = p{w} pour p > 1. On pose
alors: T(f) := limg_0o p % (f*)*w (p est un facteur de normalisation). Il
apparait que ce courant limite existe toujours et est essentiellement unique.
Son support est toujours inclus dans J(f). Nous allons chercher a détailler
un peu la structure de ce courant.
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Si l'on veut définir la mesure p comme produit extérieur de T'(f) avec
d’autres courants positifs fermés, il est important de contréler précisément
les singularités du courant de Green. Le théoréme principal du Chapitre 2
est le résultat suivant. Notons v(z,T(f)) le nombre de Lelong de T'(f) en
z, et I(f) Pensemble des points d’indétermination de f.

Théoreme A. Pour tout z € X, on a

v(z,T(f) > 0=z | FI(f).

k>0

Les singularités “fortes” de T'(f) sont donc concentrées sur ’ensemble
d’indétermination. Ceci constitue un premier pas dans le controle du courant
T'(f) hors des points d’indétermination.

Note: On se restreindra dans le reste de notre discussion au cas des
surfaces complexes. On suppose donc dimc X = 2, et on imposera de plus
que X = P2 ou P! x PL.

- Equidistribution des hypersurfaces vers T'(f) (Chapitre 4).

Placons nous dans le cas de X = P? et soit w la forme de Fubini-
Study. Celle-ci représente une “moyenne” des courants d’intégration sur les
courbes de P2. On peut donc s’attendre & ce que le courant de Green défini
par T(f) := limg 00 p~*(f*)*w représente 1’équidistribution d’une courbe
générique H C P2, Les théorémes [RS97] Theorem 1.2 ou [Si99] Théoréme
10.1 répondent affirmativement a cette question. Il est cependant important
de trouver des criteres précis assurant la convergence de la suite de courants
p~k(f*)¥[H] — T(f) pour une hypersurface H donnée. On peut donner une
solution complete a ce probléme pour les applications birationnelles.

Théoréme B. Soit f : P2 — P? une application birationnelle de degré p.
On suppose que pour tout k >0 on a dim f~*I(f) = 0.

1. 1l existe un ensemble de points exceptionnels £ contenant au plus un
point p t.q. pour toute hypersurface H de degré ¢ > 0 on a l’équivalence

lim i(f*)k[H] —c-T(f) ssip¢ H.

2. Si & = {p} est non vide, il existe une unique courbe rationnelle lisse
V' contenant p et t.q. f*[V] = p[V].

Remarquons que l'assertion 1 implique en particulier que ’ensemble des
hypersurfaces H “exceptionnelles” i.e. pour lesquelles on n’a pas conver-
gence vers T'(f), est inclus dans un hyperplan de lespace projectif dual.
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Ce théoreme est un analogue de l'assertion en dynamique a une variable
complexe: pour tout P € Clz], les préimages des points non exceptionnels
s’équidistribuent selon la mesure d’équilibre de P.

La démonstration du Théoreme B s’appuie sur des estimations volu-
miques fines des suites Vol(f*(£)) pour un borélien E C X donné.

Les multiplicités asymptotiques

Les preuves des deux théorémes A et B s’appuient sur des idées simi-
laires. On rameéne tout d’abord la preuve au controle de la croissance de
certaines multiplicités: le degré topologique local e(x, f k) de f* en x pour le
théoreme A; la multiplicité d’annulation du déterminant Jacobien p(x, J f¥)
pour le théoreme B. Les points = pour lesquels le théoréme A (resp. B) pour-
rait étre mis en défaut sont caractérisés par le fait que la suite e(z, f k)l/ k
(resp. p(z, JfF)/*) converge vers une valeur d > 1 déterminée par f (le
degré algébrique de f lorsque X = P2). Le point crucial est que ce type
de points possede nécessairement des propriétés de récurrence tres fortes:
en dimension 2, soit ils sont prépériodiques, soit leur orbite rencontre une
composante périodique de ’ensemble critique. On peut donc les localiser
précisément, et on conclut en étudiant séparément ces cas.

Ces propriétés de récurrence résultent de la structure rigide des appli-
cations holomorphes et du fait que pour ¢ > 1 les ensembles {e(., f¥) > ¢}
(resp. {u(.,Jf*¥) > c—1}) sont des sous-ensembles analytiques d’intérieur
vide. La Section 2.5 est consacrée & I'étude des limites limy_,o e(z, fF)1/%,
limy oo pu(, J fk)l/ k que nous appellerons multplicités asymptotiques.

- Construction de p pour deux classes d’exemples (Chapitre 5).

Méme si 'on ne sait pas construire de mesure invariante intéressante
en général, il est deux classes d’applications rationnelles possédant un bon
candidat pour les propriétés (P1) a (P4).

1. Lorsque f : X — X est une application birationnelle (i.e. possédant
un inverse rationnel), on aimerait définir yu:= T(f) AT(f~1). Cepen-
dant I'existence méme de ce produit extérieur n’est pas assuré car les
potentiels de T'(f), T(f~!) sont non bornées.

2. A lopposé, lorsque f : X — X est de degré topologique assez grand
(voir les conditions du Théoreme 3.3.1), Russakovski et Shiffman ont
montré 'existence d’une mesure p; représentant I’équidistribution des
préimages d'un point z € X générique: deg(f)*(f*)*s, — py. Nous
avons tres peu d’informations sur cette mesure: en particulier, on ne
sait méme pas si pr(I(f)) = 0. Cependant lorsque 'on peut assurer
que ¢ ne charge pas 'ensemble critique de f alors (P1) et (P2) sont
automatiquement satisfaites.
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Nous étudierons au Chapitre 5 deux classes d’exemples correspondant a ces
deux cas.

1. Une classe H d’applications polynomiales birationnelles de C? définie
par: f(z,w) = (w, A(w)z + B(w)) avec max{1l + deg A, deg B} > 2.
Celles-ci généralisent les applications de Hénon. Nous prouvons pour
tous les éléments de H 'existence d'une mesure p = T(f) AT(f71)
possédant la propriété (P1).

2. Les produits croisés polynomiaux PC de C? définis par f : C? — C?2,
f(z,w) = (P(2),Q(z,w)) pour des polynomes P, arbitraires t.q.
min{deg P, deg,, @} > 2. En particulier les degrés deg,, Q(z,.) peuvent
chuter dans les fibres contrairement & tous les cas envisagés jusqu’a
présent dans [Se97], [He96], [J1-99], qui supposait f holomorphe glo-
balement. On construit la mesure u sous la forme p := dd“(vT(f)) ou
v est une fonction s.c.s. positive définie uniquement sur Supp7'(f).
La mesure g définit un courant pluripositif au sens de [Si85]. En
controlant précisément le comportement de v au voisinage des points
d’indétermination on prouve p(C(f)) = 0. On en déduit alors toutes
les propriétés (P1) a (P4).

. ‘ Plan du mémoire ‘

Le Chapitre 1 est consacré a la classification des germes rigides contrac-
tants et a ses applications a 1’étude des surfaces de Kato. Ce chapitre est
indépendant du reste du mémoire.

Le Chapitre 2 contient des résultats généraux sur les applications méromorphes
et est essentiellement centré autour de la construction du courant de Green,
du Théoreme A et de sa preuve.

Au Chapitre 3 nous considérons plus précisément le cas des surfaces
X = P2 P! x P! dont tous nos exemples ultérieurs sont tirés. L’étude du
courant de Green pour les applications polynomiales de C? (Section 3.4) est
cruciale pour la suite, en particulier au Chapitre 5.

Le Chapitre 4 est consacré aux problemes de convergence vers le courant
de Green. Nous prouvons le Théoréeme B dans un cadre assez général.

Au Chapitre 5, nous étudions les deux classes ‘H et PC introduites ci-
dessus. Nos constructions font appel aux Théorémes A et B précédents et
s’appuie aussi de maniere essentielle sur les résultats de la Section 3.4.

Enfin nous avons inclus trois appendices. Les deux premiers donnent
quelques compléments d’analyse complexe nécessaires a nos études. Nous
donnons dans I’Appendice A quelques éléments sur les courants pluripositifs
nécessaires a notre construction de p pour les produits croisés polynomiaux.

A I’Appendice B, nous donnons un controle des nombres de Lelong des
pull-back de fonctions psh par un morphisme analytique. Ce résultat est
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utilisé & plusieurs reprises, d’'une part comme ingrédient essentiel dans la
preuve du Théoreme A, d’autre part dans la preuve des estimations volu-
miques au Chapitre 4.

Enfin ’Appendice C contient la preuve de la classification énoncée au
Chapitre 1.

Remarque: La classification des germes rigides a fait ’objet d’un article
[F99-3] soumis pour publication.

Le Théoreme A étend les résultats de l'article [F99-2] publié aux Math.
Annalen et en simplifie la preuve.

Les Chapitres 3 , 4 et 5 proviennent essentiellement de 'article [FG99]
rédigé en collaboration avec V. Guedj dont j’ai changé quelques peu la
présentation et auxquels j’ai fait quelques ajouts.

L’exemple d’application birationnelle & la Section 3.5 provient de [F98].
Au Chapitre 4, nous avons modifié I'approche technique de [FG99] en tra-
vaillant systématiquement avec des objets globaux (fonctions quasi-psh)
sans nous soucier de la géométrie particuliere de la surface considérée. Les
résultats présentés ici généralisent donc ceux de [FG99]. Nous avons de plus
ajouté une discussion sur le cas des applications birationnelles de P2 (Section
4.5.2). Par ailleurs, la Section 5.1.2 du Chapitre 5 est aussi nouvelle.

Enfin 'Appendice B est le contenu de article [F99-1] publié aux Bull.
de la SMF. ¢



Table des Matieres.

1 Dynamique locale

Introduction . . . . . . . . . ...

1.1 Classification of two dimensional contracting rigid germs . . .

1.1.1 Regular germs . . .. .. .. .. ... ... L.

1.1.2 TIrreducible germs . . . . . . . . .. ...

1.1.3 Reducible germs . . . . . .. ...

1.1.4 Some remarks about this classification . . . . . . ...

1.2 Katosurfaces . . . . .. ... . ... ... ... ...

1.2.1 Basic constructions . . . . .. . ... ... L.

1.2.2 Dloussky maps and rigid germs. . . . ... ... ...
1.2.3 Intermediate Kato surfaces: the complement of the

rational curves. . . . . . ... ...

1.2.4 Holomorphic line bundles . . . . . .. ... ... ...

1.2.5 The anti-canonical line bundle. . . . . ... ... ...

1.2.6 Foliation and vector fields . . . . .. .. .. ... ...

1.2.7 Automorphism group of intermediate Kato surface. . .

Courant de Green
Introduction . . . . . . . ...
2.1 Applications méromorphes: généralités . . . . . . . . . . ...
2.2 Action de f sur les courants positifs fermés et H*(X).
2.2.1 Casdesformeslisses . . . .. ... ... ........
2.2.2 Image réciproque des courants positifs fermés . . . . .
2.2.3 Image réciproque des courants de bidegré (1,1) . . . .
2.2.4 Image réciproque des sous-variétés analytiques. . . . .
2.2.5 Degrés dynamiques . . . . . .. ...
2.3 Entropie et mélange . . . . . .. ...
2.4 Courantsde Green . . . . .. .. ... .. ... ........
2.4.1 Construction des courants de Green. . . . . . .. ...
2.4.2 Nombre de Lelong du courant de Green . . .. .. ..
2.5 Multiplicités asymptotiques . . . . . . ... ... ...
2.6 Preuve du Théoreme 2.4.6 . . . . . . . ... ... ... ....

VII



TABLE DES MATIERES.

3 Cas de P? et P! x PL.

Introduction . . . . . . .. ..
3.1 Morphismes rationnels des surfaces multiprojectives . . . . .
3.2 Courant de Green. . . . . . . .. .. ... ... ...
3.3 Mesure limite. . . . . . . ... .. oo

3.3.1 Théoreme de Russakovski-Shiffman . . . . . ... ...

3.3.2 Calcul du degré topologique . . . . . . ... ... ...

3.3.3 Preuves . . ... ...
3.4 Compactification des applications polynémiales de C2. . . . .
3.5 Quelques exemples . . . . . ... ...

4 Théoremes de convergence.
Introduction . . . . . . . . . ... o
4.1 Généralités sur les applications birationnelles de surfaces . . .
4.2 Points exceptionnels . . . .. .. ...
4.3 Estimées volumiques . . . . . . . .. ...
4.4 Preuve des Théoréemes Aet B. . . ... ... ... ... ...
4.4.1 Preuve du Théoreme A. . . . . ... ... ... ....
4.4.2 Preuve du Théoreme B. . . . . . ... ... ... ...
4.5 Quelques exemples. . . . . ..o
4.5.1 Applications monomiales de C2. . . . ... ... ...
4.5.2  Applications birationnelles de P2. . . . .. ... ...

5 Quelques classes d’exemples
Introduction . . . . . . .. . ...
5.1 Produits croiss polynomiaux de C2. . . .. ... .......
5.1.1 Mesure mlangeante . . . . . . ... ...,
5.1.2 Equidistribution des points priodiques. . . . . . . . ..
5.1.3 Exemples . ... ... ... oo
5.2 Applications birationnelles polynémiales dans C2. . . . . . .
5.2.1 Quelquesrappels.. . . . . .. ...
522 Laclasse H.. . . . . . . ..o
5.2.3 Mesure mélangeante . . . . . . ... ...
524 Exemples . ... ... ...

A Théorie du pluripotentiel

B Pull-back and Lelong number
B.1 Statement of the mainresult . . .. .. .. ... ... ....
B.2 Proof of the main theorem . . . . . . . . . . . ... ... ...

VIII

91
92
93
97
102
102
103
105
108
114

119
120
123
126
129
138
138
143
145
145
147

152
153
156
156
162
168
170
170
172
173
176

178



TABLE DES MATIERES. IX

C Classification of rigid germs 193
C.1 Existence of normal forms . . . . ... ... ... ....... 194
C.2 Uniqueness of normal forms and automorphism groups. . . . 212

C.3 Computation of the topological degree . . . . . . . ... ... 219



Chapitre 1
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Kato.



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE LOCALE 2

Introduction

This chapter is devoted to the analytic (and formal) classification of very
special types of contracting germs in (C?2,0) and its application to the clas-
sification and the geometric study of some compact analytic surfaces (Kato
surfaces).

Let f be an analytic germ of (C2,0). We denote by C(f) its critical set,
and C(f*°) = Up>0f""(C(f)) = Up>0C(f™) the union of the critical set of
its iterates we will refer to as the generalized critical set.

Definition 1.0.1. Rigid germ

An analytic germ f : (C2,0) — (C2,0) is called rigid if and only if
C(f°) is a divisor with normal crossings at the origin. Equivalently C(f°°)
is either empty or a smooth curve or two smooth transverse curves at 0.

Our goal is to classify completely (strictly) contracting rigid germs of
(C2,0) up to analytic and formal conjugacy. It turns out that these germs
can be split into seven different classes. They are equivalent to very simple
normal forms which are polynomial, and their “moduli” spaces are finite
dimensional.

Theorem 1.0.2.

One can classify contracting rigid germs in seven different classes ac-
cording to three main invariants: the topology of C(f°°), the trace of D fy,
and the action of f on the fundamental group of the complement of C(f°°).

o Any contracting rigid germ f can be analytically conjugated to a poly-
nomial mapping F by a local biholomorphism ¢ tangent to the identity.

e Formal and analytic classification coincide except if the following four
conditions are fulfilled: C(f*>°) = C(f) is irreducible, det Dof = 0,
trDfo # 0 and f(C(f)) = (0,0).

Particular cases of this classification were considered by Lattes [L11]
(contracting biholomorphisms), by Dloussky-Kohler in [DK96] (Class 2), by
Dloussky in [D84] (strict germs of Class 5) and in [DO98]. The notion of
rigid germ which covers and extend all these previous results is new and
allows us to classify a large class of interesting contracting germs.

The reasons which make it possible to exhibit such a classification may
be unclear, but the only reasonable possibility to give an explicit simple
normal forms for a superattractive germ is to impose that its generalized
critical set is not too big. In our case, we have the very strong hypothesis
that it defines an analytic set of a very special form.

Let us emphasize that one can naturally obtain rigid germs by looking
at the germ induced by a global birational mapping of a compact complex
surface at a fixed point. We shall prove (see Proposition 4.1.4 of Chapter 4)
that:
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Proposition 1.0.3.
Let X be a compact complex surface and f : X --+ X a birational map.
If p € X is a fixed point for f, then the germ (f,p) of f at p is rigid.

As an example let us mention the following fact. Let us consider a
Hénon mapping H : C?> — C? defined by H(x,y) := (y,azx — P(y)) with
a € C* and P € Cly] of degree d > 2. We can apply our classification
to the germ induced by H at the superattracting point p lying on the line
at infinity in P2. We get a local conjugacy to a normal form (z,w) —
(2, ad ‘w2242 4 291 4...). By extending the conjugacy to € the basin of
attraction of p in C?, it is then possible to describe completely the topology
of Q (see Section 1.2.3). In that way, we recover easily previous results from
[HO94].

Definition 1.0.4. Strict germ

A germ f : (C2,0) — (C2,0) of holomorphic mapping is called strict if
and only if there exists an analytic curve V .C (C2,0) such that the mapping
f:(C2%0)\V — (C2,0) defines a biholomorphism onto its range.

Strict contracting rigid germs are of particular interest because they
allow us to link germs and geometry. Recall the following construction.
Take an injective contracting mapping f from (AZ2,0) into itself. As the
action of f on A?\ {0} is properly discontinuous without fixed point, we
can define the quotient (A?\ {0}) / ~ where z ~ y if and only if z = f™(y)
for some n € Z. This defines a compact complex surface known as a Hopf
surface, and is a simple example of a non-Kéhler compact complex surface.

It turns out that one can generalize the Hopf construction. Take f :
(A2,0) O any strict contracting rigid germ. Construct S the quotient of
A2\ C(f°) by the action of f. It is an open complex surface and one can
show that it can be compactified into a unique minimal compact complex
surface S(f) by adding a finite number of rational curves.

Definition 1.0.5. A Kato surface is a minimal compact complex surface of
the form S(f) for some contracting rigid germ f : (C2,0) O which is not a
local biholomorphism.

These surfaces were introduced by M. Kato ([K77]) and satisfy b1(S) = 1
and b2(S) > 0. In particular, they belong to the VIIj class (see [BPV84]
p.188). They are the only known example of surfaces of the VIIj class with
by > 0. It is conjectured that they are in fact the only examples of such
surfaces.

Kato surfaces were studied by I. Enoki ([E80], [E81], [E82]) and N. Naka-
mura (see [N84], [N90]). The study of these surfaces is very closely related
to their associated germs. They are natural compactification of the space of
non-critical orbits of the germ. It is this idea developed by G. Dloussky in a
series of papers ([D84], [D88-1], [D88-2], [DK96], [DO98]) that we will deal
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with. Our classification and the existence of explicit simple normal forms
helps to understand the geometry of Kato surfaces in an elementary way.
The main principle is that to any geometric object in the surface corresponds
a unique local object invariant by its associated germ.

Dloussky divided Kato surface into three distinct categories, he called
non-zero-trace Kato surfaces, Inoue-Hirzebruch surfaces and intermediate
Kato surfaces. The first class of surfaces is defined by rigid maps of our
Class 2, the second by rigid maps of Class 6, and the last one by rigid maps
of Class 4 or 7. Intermediate Kato surfaces are the only remaining surfaces
whose topology is not completely understood.

The plan of this chapter is as follows. In Section 1 we present the clas-
sification of rigid contracting germs without proof. We include it in an
appendix at the end of this memoir for sake of convenience (see Appendix
A). Section 2 is devoted to the study of Kato surfaces S. We first recall
some basic constructions and elementary facts in 1.2.1 and details the con-
nection between Kato surfaces and strict contracting germs in 1.2.2. In the
remaining parts of this chapter, we only deal with an intermediate Kato
surface S. In 1.2.3 we describe the complement of the rational curves S\ '
as a quotient of its universal cover A x C by an explicit discrete group of
automorphisms. In 1.2.4 we describe completely the structure of the Picard
group of S and of the sublattice A C Pic(S) generated by the curves of S. In
1.2.5 we focus on the anti-canonical line bundle. The results of 1.2.3, 1.2.4
and 1.2.5 allow to understand invariants of conjugacy of rigid germs in an
intrinsic way as geometric invariant of their associated Kato surface. In 1.2.6
we prove that S admits a unique holomorphic foliation and show that it is
induced by a holomorphic vector field if and only if S is “special” in a precise
sense. We conclude this chapter by showing that S admits no non-constant
holomorphic self-maps except automorphisms and describe Aut(5).

Our main contribution can be described as follows. Our classification
of rigid germs enables us to complete the classification of all Kato surfaces.
We follow here an approach “a la Kodaira” using the normal form for the
germ to describe the geometry of the surface. This helps to clarify and
complete previous results due to [DO98]. In particular, we give conditions
for the existence of a holomorphic vector fields on the germ (Theorem 1.2.31)
and relate it with the quotient Pic(S)/A (Theorem 1.2.24). In [DO98| only
sufficient conditions are given in terms of the matrix of intersection of the
rational curves.
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1.1 Classification of two dimensional contracting
rigid germs

If f,g:(C2,0) O are two holomorphic germs, we write f = g if there exists
a local biholomorphism ¢ such that ¢ o f = go ¢, and f ~ g if ¢ is only a
formal power series. We denote by C(f) the critical set of f. We first recall
the definition we gave in the introduction.

Definition 1.1.1. Rigid germ

An analytic germ f : (C2,0) — (C2,0) is called rigid if and only if
C(f*®) == U, C(f") is a curve with normal crossings at the origin, or
equivalently is either empty, or a smooth curve, or two smooth transverse
curves at 0.

The condition for a germ to be rigid is extremely strong. Generically,
C(f°) is a countable union of distinct curves. We mention the following
example of a non rigid germ such that C(f) is totally invariant.

Example 1.1.2.

Let P(z,w) be a quasihomogeneous polynomial of weight («, 3) and de-
gree d, i.e. for any Z € C? and t € C, one has P(t*z,tPw) = t*P(z,w).
Define f(z,w) = (2P*(z,w), wP?(z,w)). Then C(f*) =C(f) = {P = 0}.

Let us now discuss the three main invariants we use to divide contracting
rigid germs into seven different classes. Fix f : (C2,0) O a contracting rigid
germ, and assume it is defined on the polydisk AZ.

1. Its critical set: as f is rigid, its generalized critical set C(f°°) has
one of the three following form. It can be either empty, in which case f is
said to be regular; or C(f°°) is an irreducible smooth curve, we can assume to
be {z = 0}, and f is called irreducible; or C(f°°) is a union of two transverse
smooth curves, C(f*°) = {zw = 0} and f is reducible.

2. Its trace: if f is not regular, we have two distinct cases. FKither
trDfg # 0 and D fy has one non-zero eigenvalue, or trDfy = 0 and f is
super-attractive i.e. both eigenvalues of D fy vanish.

3. Its action on (A% — C(f*°)) : as C(f°°) is backward invariant, f
induces a map from U = A? — C(f*°) into itself. We can thus look at its
induced action f, on the fundamental group of U. When f is irreducible,
m(U) = Z, and the action of f is given by a (positive) integer. When f is
reducible, 7 (U) & Z @ Z, and the action of f is given by a 2 x 2 matrix with
integer coefficients. We split singular contracting rigid germs into different
groups, irreducible ones whether f, is invertible or not, and reducible ones
whether the rank of f, is 1 or 2.

Table 1. gives the definition of the seven different classes of contracting
rigid germs. For a compact statement of all normal forms see also Table 2.
below.
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C(f>) trD fo Action of f,
on 7 (A% — C(f*°))

Empty (regular germs) Class 1
Irreducible trDfy #0 fe=1 Class 2
fe>2 Class 3

trDfo =0 (fe>2) Class 4

Reducible trDfo#0 (f« invertible) Class 5

trDfo =0 f+ invertible Class 6

f+ singular Class 7

Table 1.1: Classes of contracting rigid germs

Before stating the classification in all its details, let us give some vague
statements as a guide for the reader in his reading.

(A) Any rigid contracting germ f can be analytically conjugated to a poly-
nomial mapping F' by a local biholomorphism ¢ tangent to the identity.

(B) Any normal form F preserves a foliation F defined by z*w? = Cst for
some non negative reals «, 8 > 0.

(C) The conjugacy ¢ is essentially unique except in the fourth and seventh
case when f is special.

(D) Formal and analytic classification coincide expect if f belongs to the
second class.

We state the classification as follows. We study each class separately.

(1) We first give analytic (and if necessary formal) normal forms, and
discuss their uniqueness.
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(2) We compute their respective automorphism group, that is given a germ
f, the group Aut(f) :={¢po f = f o ¢, with D¢y is invertible}.

When f is rigid, it induces a finite holomorphic covering of A2\ C(f*°)
onto the open subset f(AZ\C(f>)) for r > 0 small. The integer deg(f), we
will refer as the degree of f, will be by definition the degree of this covering.
We are especially interested in strict germs i.e. deg(f) = 1.

(3) We compute all degree of the normal forms.

For sake of convenience, we include the proof of the classification in the
Appendix C.
Remark : A short historical note on this classification. The classification of
contracting biholomorphisms (class 1) is well-known since the work of Lattes
[L11] (see also Sternberg [S57] and Rosay-Rudin [RR88] for higher dimen-
sional classification and [CC97], [C93] for generalized results in the smooth
case). The second class was classified by Dloussky-Kohler in [DK96]. The
fifth class in the strict case was also done by Dloussky in [D84]. Finally the
fourth class was partially studied in [DO9S]. ¢

1.1.1 Regular germs

Crass 1: C(f>) = @‘
We assume that f is a local automorphism. We denote by |a| > |3] > 0
the two eigenvalues of D fy. These are invariant of conjugacy.

Analytic classification 1. [L11]
Formal and analytic classifications coincide.

1. If for any k >0, o # B3 (no resonance),
f = (az,fw) . (1.1)
2. If % = 3 for some k € N (resonance),
2 (az,afw+ezf) | (1.17)
with € € {0,1}.

Two normal forms are conjugated if and only if they are equal. As f is an
automorphism, deg(f) = 1.

Automorphism group 1. [NA7j]

o If there is no resonance: Aut(f) = {(A\z, pw), A\p # 0} = C*2.
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ANALYTIC NORMAL FORMS

Class 1

No resonance: (az,fw), o, € A*.

Resonance: (az,ofw +e2F), a € A*, e =0,1, k € N*.

Class 2

(az,wz9 + P(2)), « € A*, g > 1, P € My[z].

Formal normal form: (az,wz?), « € A*, g > 1.

Class 3

az,wP), a € A*, p> 2.
(

Class 4

Non-special case: (2P, \wz? 4+ P(z)),
pP>2,q9>1, X#0, P eM,yz].

Special case: (2P, w29 + P(z) + azP/P~1),
a € Cvpz Qa QZ 17 (p_1)|q, PES)JTq[z]

Class 5

(az,zw?), a € A*, ¢ >1,d > 2.

Class 6

()xlzawb, )\QZC’wd), AMA2 # 0, ad —bc# 0, as + ca, b0 + do > 2.
min(a 4+ b,c+ d) > 2.

Class 7

(2%wb(1 4 ®) 870 2eu?(1 4 )2/%)
with ®(z,w) = Azfw” + P(2*w?),

ad =be, (a+b)(c+ 0, av —Bu=386#0, \#0,

[0 (5)

p+a+cv+b+d>2 min{k € N, ka > u, kS > v}.

Non-special case: P € M, [z].

Special case: when (p —1)|g, A\ =1, and r < ¢/(p — 1);
P=Q+az?/?! with Q € M,[2], a € C.

Table 1.2: Normal forms for contracting rigid germs
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o [f there is a resonance:

— [ =(az,aw): Aut(f) = GL(2,C).

— f=(az,dfw), k > 2: Aut(f) = {( A1z, \a(w+pzF))} =2 CxC*2,
with the action (A1, A2).p = A/ Ao,

— f = (az,ofw + 2F): Aut(f) = {(Az, \e(w + pzF)), A € C*pu €
C}=CxC".

1.1.2 Irreducible germs

We assume now that C(f°°) is irreducible. It is given by a smooth curve
passing through the origin. By making a change of coordinates, we can
always suppose that C(f>°) = {z = 0}.
CLASS 2: C(f°°) 1s IRREDUCIBLE, tr(D fy) # 0, AND deg(f) = 1. ‘
Define a := tr(Dfy) € C*, and ¢ € N* the multiplicity of the holo-
morphic germ det D f, at the origin. These are invariant of conjugacy both
formal and analytic.

Formal classification 2. [D8//
We have
fr~(az,wz?) .

Analytic classification 2. [DK96]
We have
f = (az,wz?+ P(z)) , (1.2)
with P(z) € My[z].
Two normal forms are conjugate if and only if Pi(z) = bPy((z) for some
(€U, and be C*.

Proposition 1.1.3. [D8/]
The two following assertions are equivalent:

o A rigid map of class 2 is analytically conjugated to its formal normal
form f = (az,wz9);

e there exists a germ of f-invariant curve not contained in C(f).

When either condition is satisfied, the invariant curve is unique, and f is
called an Inoue germ.

Proof. If f is an Inoue germ, the line {w = 0} is invariant and not contained
in C(f) ={z=0}.

Conversely, we look first for formal curves v ¢ {z = 0} invariant under
an Inoue germ f(z,w) = (Az,wz?). We can assume that v is given by a
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k

" w'hi(z). The f-invariance is equivalent

Weierstrass polynomial w* = >
to the implication

k—1

w” :Zwih( = whz? = Zw 29h;

i=0
We then eliminate the variable w. By looking at the resultant of these two

polynomials, we get 24 divides hf(A\z). If £(0,.) is the multiplicity at 0 of a
formal power series, and if hg # 0, we have

(0, ho) = k=1 pa(0, h§(A2)) > k= (0, 2%) .

We apply this inequality to f™ for n € N. This replaces z? by C'(\)z9" and
hE(A\2) by hE(A"2). Hence

10, ho) > nk~' (0, 29) .

Hence hg = 0 and {w = 0} C 7. We deduce from these considerations that
each irreducible component of v is mapped into {w = 0} by some iterate of
f. Therefore v = {w = 0}.

Let now f(z,w) = (Az,wz? + P(z)) be an arbitrary normal form, and
~ a f-invariant curve not contained in C(f) = {z = 0}. As f is formally
equivalent to an Inoue germ, we can find a formal change of coordinates such
that v is mapped into {w = 0} which is non singular. So ~ is also smooth,
given by some graph w = 9(z). We set ¢(z,w) = (z,w + ¥(2)). The map
¢~ 1o fogis of the form (A\z,wz?+ P(z)) and preserves {w = 0}. So P =0,
and f is conjugated to an Inoue germ. ]

Automorphism group 2. [DK96]
For a normal form f(z,w) = (az,wz?+ P(z)), we have:

e if f is an Inoue germ:

Aut(f) = {(Czhw), CT=1, A #0} = U, x C*;

o if f is not an Inoue germ:

Allt(f) = {(Czagw)v Cq = ]-7 Qa; 7é 0= € = C]} =~ Ul7
with | := ged{q, j1 — j2 s.t. aja;, # 0} and P(z) = lekgq a2t

CLASS 3: C(f°) 1S IRREDUCIBLE, tr(Dfy) # 0, AND deg(f) > 2. ‘

We put « := tr(Dfy) and p := deg(f) > 2. These are invariant of
conjugacy.
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Analytic classification 3.
Formal and analytic classification coincide. We have

f=(az,w?) . (1.3)
A normal form is uniquely determined by its conjugacy class.

Automorphism group 3.
Aut(f) = {(AzCw), P =1, A# 0} = C* x Up_y.

‘CLASS 4: C(f°°) 1S IRREDUCIBLE, tr(D fy) = 0.‘

We denote by 2 < p € N the degree of the action of f on m(A? — {z =
0}) = Z. We also define the integer ¢ € N* such that p + ¢ — 1 is the
multiplicity of det Df, at 0 and x := ¢/(p — 1). These are invariant of
conjugacy.

Analytic classification 4.
Formal and analytic classifications coincide. We have

eGP w4 g(2)) (1.4)
with A # 0, and g € M. More precisely,

1. if k¢ N or N\# 1 (f is non-special):
9(z) = P(z) with P € My[2];

2. ifk e N and A =1 (f is special):
9(2) = P(2) + apyqz" T with P € My[z] and axiq € C.

Two normal forms are conjugated if and only if Ay = (I)\a, and g1(z) =
bg2(Cz), with ¢ € Up_1 and b # 0.
If P(z) = Z1gkgq apz", the topological degree of f is given by

deg(f) = ged{p,k < q, such that aj, # 0} .

For a normal form of the previous type, if we let 7(f) := (p—1)/ ged{p—
1,4}, the condition k € N is equivalent to 7(f) = 1. The germ f is special if
and only if 7(f) = 1 and X\ = 1. Note also that A™/) is always an invariant
of conjugacy.

We can also give an analogous statement of Proposition 1.1.3. Compare
with [D84] Proposition 1.10.

Proposition 1.1.4.
Assume f(z,w) = (2P, \wz? + P(2)) is a rigid germ of the fourth class .
Then the following assertions are equivalent:

e The map f is conjugate to (z,w) — (2P, \wz?).
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e there exists a germ of f-invariant curve not contained in C(f).
In particular when f is strict, the only f-invariant curve is {z = 0}.

Proof. Let v ¢ {z = 0} be a f-invariant curve. We can assume that ~
is given by a Weierstrass polynomial v = {h = 0} with h(z,w) = w* +
St wihy_i(2). As f is linear in the w-variable, the germ ho f € C{z}[w]
is a polynomial in w of the same degree as h. The curve - is invariant, hence
we have h|ho f. We can hence find ¢ € O(z) s.t. ho f(z,w) = h(z,w)-1(z).
We infer

1[)(z)-wk = Mtk gk
V(2)hi(2) - wt = ML (EP(2) + by (2P)) - wF

Whence 9(z) = A\¥29% and we get
Az%hy(z) — hq1(2P) = kP(2).
Define the biholomorphism ¢(z,w) := (z,w — k~'hi(2)). We immediately

check that ¢=' o f o ¢(z,w) = (2P, \wz?). This concludes the proof. O

Automorphism group 4.
Let | :==ged{p — 1, q, j1 — j2 such that aj a;j, # 0}.

e If f is not special:
Aut(f) = {(¢z,¢w), ("1 =¢?=1, ar(¢" - ¢) =0}
U, xC ifP=0.

o If f is special:

Aut(f) = {(Cz,&w + ¢z") ,¢ € Upo1 NU,, a(¢F —€) =0, ce C}

L JCx if P #0;
S l(CcxU)xC ifpP=0.

In the last two cases, the action of U; on C is given by (.z := (" x z.

1.1.3 Reducible germs

Let us begin with some general remarks on the reducible case. If f is re-
ducible, we can assume that C(f*°) = {zw = 0}. As C(f*°) is totally
invariant, f has the following form

f(z,w) = (zw’¥1(2), 2“whi(2))
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with 1,19 € O* and a,b,c,d € N. The map f acts naturally on 71 (A*?) =
Z?. In the natural basis v;(t) = (exp(2imt), 1), 72(t) = (1,exp(2int)), it is
given by a 2x 2 matrix with non-negative integer coefficients whose transpose
is given by

M(f)z[z fl]

We define the involution ¥(z,w) = (w,z). The class of M(f) in the set
M(2,N)/{Id, X} is an invariant of conjugacy.

We use the following notations. If A = (A, \2) € C2, Z = (z,w) €
(C*)? we define \.Z := (A2, \qw), and logZ := (logz,logw). Given
M € M(2,Z), we define the meromorphic mapping ZM := exp(log ZM) =
(29w, z°w?). We can also extend the definition to the case where M €
M(2,R") assoon as |z — 1| <1 and |w— 1] < 1.

‘CLASS 5: C(f°°) 1S REDUCIBLE, tr(Dfy) # 0.‘

We set o :=tr(Dfp), 2 < d:= deg(f), and define the integer ¢ > 1 such
that ¢ 4+ d — 1 is the multiplicity of det D f, at 0.

Analytic classification 5.
Formal and analytic classification coincide. We have

f 2 (az, z2w?) . (1.5)
Normal forms are uniquely determined by their conjugacy class.
Automorphism group 5.

Aut(f) = {(\z, pw), Apd™t =1} = C*

‘CLASS 6: C(f°°) 1S REDUCIBLE, tr(Dfy) =0, AND det M (f) # 0. ‘
Define ¥(z,w) = (w, 2).

Analytic classification 6.
Formal and analytic classification coincide. There exists X € (C*)? such
that

fazMd) (1.6)
Conversely a map of the form Z — AZM belongs to the sizth class if and
either b+d > 2 and a + ¢ > 2,

only if ad # be, and i
or ad =0 and min(a + ¢,b+ d) > 2.

o If 1 ¢ Spec(M(f)), we can choose A\ = 1. Two normal forms are
conjugated if and only if M(f1) = M(f2) or M(f1) =X o M(f2)oX.

e If 1 € Spec(M(f)), choose k € Z* a vector spanning ker(M(f) — 1d).
Two normal forms are conjugated if and only if M (f1) = M(f2) and
NE =5, or M(f1) =S oM(fy)oX and Xt = A5".
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The degree of f is given by

deg(f) = | det(M)] .

In [D88-1] G. Dloussky gives normal forms for germs of the sixth class
with |det M| = 1.

Automorphism group 6.
If f(Z) = \ZM | then for any ¢ € Aut(f), there exists iy, o € C* and
e €{0,1} such that ¢(z,w) = X°(u1 2, paw).

o Assume XM # M.

— If1 & Spec(M): Aut(f) = U, x Uy, for some p,q € N* such that
pq = det(M —1d).

— If1 € Spec(M): Aut(f) = U; x C* with | = tr(M — 1d).
o Assume XMY. = M.

— If1 ¢ Spec(M): Aut(f) =2 U;x{—1,+1} with —1.(z,w) = (w, 2),
with | = det(M — 1d).

— If1 € Spec(M) (define | :=tr(M —1d)),

* A\ = Ao:

Aut(f) 2 U; x (C* x {—1,+1}) with the action —1.z = 271,
* A\ = —Ag:

Aut(f) = C* x Uy with the action .z = 2
* A2 #£ M\

Aut(f) = U, x C*.

‘CLASS 7: C(f°°) 1S REDUCIBLE, tr(Dfy) = 0, AND det M(f) = 0. ‘

We first make some remarks on maps of this class and characterize some
integer invariants associated to it. All assertions will be proved later. Recall
f is given in coordinates by

f(z,w) = (z"w"1(2), 2“wa(2)),

with 1,19 € O*, and a,b,c,d € N.

The matrix M := M(f) has rank 1, and its four coefficients satisfy
a+b>0,c+d>0. Let v = (a,3) € N2 be the only vector with mutually
prime non-negative integer coefficients such that v generates the image of
M. One sees that v is also an eigenvector whose eigenvalue is p := trM (f).

By hypothesis, the Jacobian determinant of f vanishes exactly on {zw =
0}. Hence det Df(z,w) € zFowoO* for some integers ko,lo > 1. We define
the two integers p := kg +1—(a+¢), and v := lp+1 — (b + d). We
shall prove that they are both non-negative, and that (u,v) and (a, 3) are
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linearly independent. We define 0 := av — Bu € Z*, and ¢ € N* such
that M'(u,v) = ¢*(a, 3). We also define k = ¢/(p — 1) and 7 := min{k €
N*, such that ka > u, kS > v}. We finally define t1, to € N by t; :=a/a =
b/f, and tg 1= c/a = d/p.

Analytic classification 7.
Formal and analytic classification are equivalent. We have

f 22 (201 + A w” + g(2%w?)) 70 2wt (1 + A + g(z%w?))*9) |
with X # 0 and g € M. More precisely,
1. Ifr <k,

e and k ¢ N, or k € N and X\ # 1 (non-special maps):
g = P for some P € M, _1[z].

e and Kk € N and A =1 (special maps):
g =P+ a.z" for some P € M,_1[z], and a, € C.

2. If r > Kk (non-special maps):
g = P for some P € M, _1[z].

Conversely, a normal form as above belongs to the class 7 if and only if
a+b>1,c+d>1, u+a+c>2,andv+b+d>2.
Two normal forms are conjugate if and only if

- M(f1) = M(f2) (this determines o, [, u, v), and there exists ( €
U,_1 such that A\ = (9)g, and Pi(x) = Py(Cz);

- or M(f1) = ¥M(f2)%, and (a1,61) = (B2, 2), (u1,v1) = (k2,v2),
and Pi(x) = P>(Cx), A1 = (A for some ¢ € Up_;.

We give only partial results for the computation of the degree of these
maps. Define TI(z,w) := (2%wP, 2*w”). We always have

deg(f) = deg(Il) = [d] .
Assume now that deg(Il) = 1. If P(z) = Y 14, apx®, then
deg(f) = ged{p, q, k such that aj, # 0} .

We also have r = [q/p] + 1, and when k € N, we have r < k.

The link between germs of the fourth and the seventh class is explained
by the following fact:
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Proposition 1.1.5.
Any germ f of the seventh class is semiconjugated to a germ of the fourth
class. In fact, with the notations above, we have the commutative diagram

f(zw)

(C%,0) 3 (2,w) (C?,0) (L.7)
H:(zo‘wﬁ,z”wl’)l ll’[:(zo‘wﬁ,z”w”)
) f(z,y) 9
(C%,0) 3 (x,9) (C*,0)

with f(x,y) = (2P, A\yz? + 29(1 + g(x))).

Automorphism group 7.
Let 1 :=ged{p—1,q,j1 — j2 such that aj aj, # 0}, with P(z) =Y, _, axa®,
and recall we defined t1 = a/a, and to = d/[3.

o If f is not special,
Aut(f) = {(C112,¢Pw), (P r=C"=1, q #0=> P =1} 2 U ;

o If f is special,

ZHrwv zhwv

a,,,B\K a,,B\k
Aut(f) — {<Ctlz(l —{—CM)_ﬁ/é,Cth(l _{_CM)Q/‘;) ,
Pl=(l=1, ay £0= (P =1, cEC}%CNUl .
The action of U; on C is given by (.z := ("P79 x 2.

1.1.4 Some remarks about this classification

Remark : We have the following conjecture of J. Ecalle.

Conjecture 1. Let f and g : (C™,0) O be two superattractive holomorphic
germs, that is Spec(D fy) = Spec(Dgg) = {0}. Then f and g are analytically
conjugated if and only if they are formally conjugated.

The stated classification supports the conjecture in the sense it proves
it for contracting rigid germs in dimension 2. In fact analytic and formal
classification coincide except for germs of the second class. But for such
germs the Jacobian has non zero trace. Of course, it does not give any idea
on how to handle the general problem. ¢

Remark :Rigid contracting strict germs.

Let us give a small discussion on the classification of strict rigid germs,
which is an immediate consequence of the classification. One checks the
following:
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Proposition 1.1.6.
e Fvery map of class 1 is strict.
e Fvery map of class 2 is strict.

e A map of class 4 is strict if and only if ged{p,k < q such that a) #
0} = 1. In particular, if f is strict, one can never have P % 0.

A map of class 6 is strict if and only if |det M(f)| = 1. In particular,
if [ is strict, XMY # M and 1 ¢ Spec(M).

A map of class 7 is strict if and only if we have |§| = 1 and ged{p, q, k
such that ap # 0} = 1. And we have r < k, when k € N.

In the other cases, the degree is greater than 2.

We will use this proposition in the next section. ¢

Remark : Note on the higher dimensional case.
In dimension two, every rigid germ is equivalent to a polynomial map.
In higher dimension, this fact is no longer true. Take A1, Ay € A* with no
resonances, and define for each h € 9t depending only on one single variable
the germ
(21, 22, w) = (M121, Aaza, w21 + h(22)) .

One can prove that fp, = fp, if and only if hi(z2) = h1(Cz2) for some
&, € C*. Hence the space of holomorphic mapping { f;}reom modulo ana-
lytic conjugacy is not finite dimensional. However it should be possible to
find normal forms by induction on the dimension. ¢

Remark : A natural question is whether this classification can be extended
to the larger class of contracting germs such that C(f°°) is an analytic curve.
It is equivalent to say that for some n € N the curve C(f") is totally invari-
ant.
Question:

Let f: (C2%0) O be a holomorphic germ such that C(f°) is an analytic
curve. Can we make a change of coordinates so that C(f*°) = {P = 0} for
some quasi-homogeneous polynomial? ¢
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1.2 Kato surfaces

To each contracting rigid germ f of degree 1, it is possible to associate
a compact complex surface S(f) its Kato surface. When f; and fy are
conjugated, their associated surface are isomorphic. The geometry of S(f)
is deeply linked with study of the normal form of f. In this section, we will
apply the classification obtained above to deduce some geometric features
of Kato surfaces. We will restrict ourselves to Kato surfaces associated to
strict germs of the fourth and seventh class.

1.2.1 Basic constructions

We follow closely the introduction of [DO98]. We also refer to [D84] for
details and proofs. In the sequel, we write B for the unit ball in C2.

Definition 1.2.1. Finite tower of blow-ups above 0.
A morphism I =1Iy0---0ll, : B — B is a finite tower of point blow-ups
above 0 if it is a composition of n point blow-ups s.t.

e By=DB;0y=0;
o for each1<1i<n,ll: EZ — B\i_l 18 the blow-up at the point O;_1;
o foreach1<i<n-—1,0; € E; = H;l(Oi_l).

Definition 1.2.2. A holomorphic map f : B O on _the unit ball in C2isa
Dloussky map if one can write f = Ilo where Il : B — B is a finite tower
of blow-ups above 0 and o : B — B 1is an injective holomorphic map with

o(0) := O € E,,.

ITy 1T, 115

)

01 02

E3
B El §2 3

)

|
)

Figure 1.1: Example of tower of point blow-ups

__ Takee < 1small and define the shell A. := B\ (1—¢)B. The composition
f = o oIl maps a neighborhood of the boundary of B injectively into B,
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namely the restriction f : I 1(A.) — o(A.) is a biholomorphism. We can
hence define the minimal compact complex surface:

S(f) := (E \o((1— 5)3)) /z~f(z)

by patching IT"1(A.) and o(A.) with 7.

When f is an automorphism i.e. n = 0, the surface S(f) is a Hopf
surface. When f is not regular i.e. n > 1, the surface S(f) is called the
Kato surface associated to f.

Notations:

1. in the sequel, we denote by @ : B \ O — S(f) the natural projection.
It is a holomorphic surjective map of maximal rank which is invariant
under f := oll.

2. for a Dloussky map f = oll, we also denote by {E;}i<i<n C B the
proper transform by II; o ---oIl,, of H;I(Oi_l). We denote by C(f) =
o I71(0) the critical set of f and also its proper transform under
Hl O---0 Hz

Figure 1.2: Construction of Kato surfaces

One shows (see [D84] and Section 1.2.4 where H2(S(f),Z) is studied in
details ):

Proposition 1.2.3. The Betti numbers of S(f) are given by b1(S(f)) =1
and ba(S(f)) = n. In particular S is non-Kdhler.

In the Kodaira classification, S(f) belongs to the VII class (see [BPV84]
p.188). By definition, this means by (S(f)) = 1, dim H°(S, K2) = 0 for all
n >0 and S(f) is minimal, where Kg is the canonical line bundle. We will
study sections of the anti-canonical line bundle in Section 1.2.5.

The surface S(f) depends only on the germ (f,0). We can hence speak
of the Kato surface associated to a Dloussky germ. Moreover if f1 and fs are
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S, B(S)

B

Figure 1.3: Inverse construction

two conjugated Dloussky germs, the conjugacy induces a biholomorphism
between S(f1) and S(f2).

On the other hand, one has an intrinsec geometric characterization of
surfaces of the type S(f).

Definition 1.2.4. Global spherical shell.

Let S be a compact complex surface. A global spherical shell (in short
G.S.S.) is a holomorphic embedding v : A. — S such that S\ 1(A:) remains
connected.

Note that in the construction above, the inclusion

o(f): Ae > B\ o((1 - €)B) = S(f)

defines a G.S.S.

Let us describe how to get a Dloussky map from a minimal compact
surface S given with a G.S.S. we denote by 2. We construct first an open
complex manifold S, as follows. Define Sy := S\2{1-2¢/3 < |Z| < 1—¢/3},
and attach to Sy by 2 two disjoint copies of A, Al to1{1—e/3 < |Z| < 1} and
A% to {1 —e < |Z| <1 —2¢/3}. The boundary of the manifold S, has two
components, both isomorphic to A., one pseudoconcave (A;) and the other
pseudoconvex (Ag) We then glue a ball B to the pseudoconcave part of
S, (see figure 1.3). We obtain a strongly pseudoconvex open manifold B(S)
together with a biholomorphism 7 from a neighborhood of its boundary onto
B\ (1—¢)B. One can extend it as a global modification 7 : B(S) — B by a
result of Grauert [G62]. The morphism 7 is then a finite tower of point blow-
ups above a single point 0 because S is minimal (see [La71]). The natural
inclusion o of B into the ball we attached to S, defines a biholomorphism
into B(S). By construction, the map f(S,) := 7 o ¢ is Dloussky.

We can summarize our discussion by the theorem:

Theorem 1.2.5. The two correspondences f — S(f) and (S,2) — f(S,1)
are tnverse one to the other and induce an isomorphism between
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e minimal compact complex surfaces with a G.S.S. (S,1);
e Dloussky maps f :=1loc : B — B.

One can show there are n classes of isomorphisms of Dloussky germs
fi,-++, fn such that S(f;) is biholomorphic to S. More precisely, for a
Dloussky germ f = Ilo, define &(f) to be the holomorphic germ at 61
given by &(f) =Ty 0---0oll, oo oIly.

Lemma 1.2.6. The germ &(f) is Dloussky.

Note that if IT is defined by n blow-ups, 8" (f) = o fo~! is conjugated to
f. Moreover, one has I} o (f) = folIl; and II; induces a biholomorphism
between S(f) and S(&(f)).

Theorem 1.2.7. ([D84])
Let f and g be two Dloussky germs. Then S(g) and S(f) are biholomor-
phic iff there exists an integer k € N such that g and G*(f) are conjugate.

Proof.Lemma 1.2.6

Let f =7mo bea Dloussky germ. We use the notations of Deﬁn1t10n 1.2.1.
We construct a manifold B as follows. Remove o(B) from B and attach Bl
to B \ o(B) by the biholomorphism ¢ o IT; defined on the boundary of Bi.
One gets a morphism I1:B— B induced by Iy o -+ o Il on B\ o(B) and
S(f) on Bi. The natural injection ¢ : Bi — B induces a biholomorphism.
By [La71] Theorem 5.7., I is a tower of point blow-ups above 0 and one has
S(f) = H o1 Hence &(f) is a Dloussky map. O
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1.2.2 Dloussky maps and rigid germs.

The link between Dloussky germs and rigid germs is given by the following
proposition. We give its proof at the end of this section.

Proposition 1.2.8. Let f : (C?,0) O be a holomorphic germ. The following
are equivalent:

1. f is a Dloussky germ;
2. f is contracting, rigid and has topological degree 1.

We can hence use our classification of rigid germs to classify minimal
Kato surfaces. In particular by Proposition 1.1.6, a Dloussky germ belongs
to the first, second, fourth, sixth or seventh class. Let us describe first the
relationship between different classes of contracting germs and the geometry
of their respective associated Kato surfaces.

Let us recall some basic notions on intersection product of curves on
surfaces. Let S be any compact complex surface and V7, V5 be two irreducible
curves on S. We can define the intersection product V7 - V5 in a purely
geometric way. Deform V7 by a smooth isotopy into a a smooth real surface

[ intersecting tranversely Va. At each point p € Vi N Vs, we let ¢, =
+1 if the orientation given by the orientation of Vi and V5 is compatible
with the given orientation of S, and e, = —1 otherwise. Then the integer
Vi-Vo = ZperOVQ ep does not depend on the choice of deformations and
is by definition the intersection product of V7 by V5. We can extend this
definition by linearity to any divisors. Note that when V7 and V5 does not
have any common irreducible components, then Vi - V5 > 0.

Let now S = S(f) be a Kato surface with b3(S) = n > 0. The projec-
tion in S of the n exceptional curves of II gives exactly n rational curves
I :=@(Ey), -,y = w(E,). We let M(S) be the matrix whose entries
are given by the intersection numbers I';.I';. One can define the invariant
on(S) := —tr(M(S)) + 2N where N is the number of curves I'; which are
singular. One proves (see Corollaire 3.2. [D84])

2n < 0, (5) < 3n.

The invariant o, (5) is related to the way the sequence of blow-ups II; is
performed.

In fact, 0,(S) = 2n iff C; the proper transform of C(f) by II; does not
contain Oy, for all 2 < i < n, O; € E; \ U;_" Ej, (by convention O,, = 0).
On the other hand, ¢,(S) = 3n iff C; > 01, and for all 2 < i < n one has
O; € E;NC; Uijl Ej where C; denotes the proper transform of C(f) by
Myo---oll;.

The following theorem is essentially due to Dloussky.
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Theorem 1.2.9.
Let f: (C2,0) O be a contracting rigid germ of degree 1. Assume f is
not an automorphism and let S be the Kato surface associated to it. Then,

e 0,(5) =2n iff trDfy # 0 that is when f belongs to the second class.

e 0,(S5) =3niff f belongs to the sixth class. We say in that case that f
and S are Inoue-Hirzebruch.

e 2n < 0,(S) < 3n iff f belongs to the fourth or seventh class. In that
case we say that f and S are intermediate. Moreover, one can always

find a germ of the fourth class f1 and a germ of the seventh class fo
such that S = S(f1) =2 S(f2).

We also mention the following theorem due to Nakamura:

Theorem 1.2.10. Let S be a minimal Kato surface, and M (S) be the matriz
of intersection of its rational curves.

1. When op(S) > 2n, M(S) is negative definite;

2. when o,(S) = 2n, M(S) is negative with a one dimensional kernel
generated by the vector (1,--- ,1).

For a proof of this result see [D84], where a complete description of the
matrix M(S) is given.
Proof.Theorem 1.2.9.

Dloussky shows that o, (S) = 2n iff trD fy # 0 ([D84]), and that 0,,(S) =
3n iff f is conjugate to (z,w) — (z%w?, z°w?) (see [D88-2]).

To prove the last assertion, one has to show that for any rigid germ f of
either the fourth or the seventh class, the set {&*(f)}zen contains germs of
both the fourth and the seventh class.

If f is a germ of the seventh class, it is a consequence of the proof of
Proposition 1.1.5 that there exists a rigid germ of the fourth class f and an
integer k such that G*(f) = f. In particular, 8" *(f) = f.

On the other hand take a rigid germ of the fourth class of degree 1:
f(z,w) = (2P, \wz? + 2" (1 + P(2))) with r < g and P(z) = Y 5o a2'. Let
k1 > 0 be the largest integer such that pk; <r. -

If TIy (2, w) = (2, wz*) then I, f = g11I; with

g1(z,w) = (2P, Awzd~*1P=1) o or=PRi( 4 P(2)),

hence &% (f) = g1. If p(k; + 1) > r and TI1(2,w) = (2w, w) then [1g; =
f1H1 with

Fi(z,w) = (0B (L4 Azw)T "R 4 Paw))
(2w) PR (1 + A(zw)? " 4 Paw))
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hence &¥1+1(f) = f; which belongs to the seventh class.
Otherwise pk; + p = r and if we set II1(z,w) = (z,z(w + 1)) then
IIyg1 = f1ll; with

fi(z,w) = (28, Awz0TF1=rHL L p() 4 20th—rtl

= (2, dwz? + 2" (1 4 Pi(2))),

hence G*1+1(f) = f.

We can iterate the process and find a sequence f; such that Gkitl( fi) =
fj+1 until f; belongs to the seventh class. This precisely happens when p
does not divide ;. But as f has degree 1, gcd{p,r,r +1s.t. a; # 0} =1
which implies that ged{p,r;} = 1.

We infer the existence of an integer k such that &¥(f) belongs to the
seventh class. ]

Proof.Proposition 1.2.8.

The implication (1) = (2) is relatively easy. Take f = Ilo a Dloussky
map. As o(B) CC B, the map f is contracting. As II and o are strict, f
is strict too. One checks that C(f) = o~ }(II"1(0)). But II71(0) is always a
divisor with normal crossings hence so is C(f). One concludes with the help
of the following lemma.

Lemma 1.2.11.
If f, g are two Dloussky germs, their composition go f is also Dloussky.

This implies that for all n € N, C(f™) is a divisor with normal crossings.
Hence f is rigid.
Proof.Lemma 1.2.11

Write f = Iljoq and g = Ilso9 with II; B — B for 2 = 1,2. We
construct a manifold B as follows. Remove 01( ) from B1 and attach Bg to
Bl \ 01(B) by the biholomorphism o 1611, defined on the boundary of BQ.
One gets a morphism IT : B — B induced by II; on B \o1(B) and HIO'I_IHQ
on By, and a biholomorphism o : B — B defined by 3. By [La71] Theorem
5.7., Il is a tower of point blow-ups above 0 and one has go f = [Ioo. Hence
go f is a Dloussky map. U

For the proof of the converse (2) = (1), one uses the classification of
rigid germs. If f is a contracting rigid germ of degree 1, then f belongs
either to the first, second, fourth, sixth or seventh class.

When f is regular, there is nothing to prove. If f is singular, we con-
struct by induction a sequence of blow-ups Il : By — Bji_1 (by convention
By = B), such that f = II; o --- o Il o g}, for each k and such that oy
eventually becomes a local biholomorphism.

Take f(z,w) = (az,wz? + P(z)) with P(2) = Y ,~; a;2! a germ of the
second class. Define II;(z,w) = (z,z2(w + a1)). Then f = Iljo; with
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o1(z,w) = (az,a w291+~ 5 a2!)). By induction, we define I (z, w) =
(z,2(w + o *ay)). We can hence write the map f under the form f =
IT - - - oy with oy (2, w) = (az,a F(w2TF+3",0 L @z ™F)). We conclude
by noticing that o, is a biholomorphism.

Take now a rigid germ of the sixth class f(z,w) = (2%, z¢w?) with
lad — be| = 1. Let M be the matrix

and define
1 1 1 0 01
neloa] o n=[3 V)= s ]
It is an elementary fact that one can expand the matrix M as a product
M = X571, T, --- T, with ¢; € {0,1}. This implies f = I, ---IL;, 3%
where Ily(z, w) = (z, zw) and 111 (z,w) = (zw, w).
Let f belong to the fourth class: f(z,w) = (2P, \wz?+P(z)) with p > 2,
q> 1, A#0and P(z) = 375  apz™ = D000 ap2"™ +0(29) where r1 < ry <
- < 1y < q and ged{p,r1, -+ ,rm} = 1. We will describe precisely the
sequence of blow-ups II such that f = Il o o for some biholomorphism o.

The proof is quite technical.
We define Py(z,w) =1 and for 1 <[ < m we let

P(z,w) = Awz?"" + E agz"*",
k>1+1

so that we have the relations for 1 <[ <m —1
Pi(zw) = 277 (g + Poya (2, w)).

We also let pg = p, 7o = 0 and p; := ged{p;_1,71 — -1} = ged{p,r1,--- , 71}
for 1 <1 < m, and write

oo(z,w) := f(z,w) = ("°Qo(2"°, Py) ', 2" (a1 + P1)Ro(2"°, Ry))
with QO = RO =1.

Lemma 1.2.12.
Let o7 be a morphism of the form

Jl(sz) = (ZplQl(zplvB)_1>Pl(z7w)Rl(zpl>Pl)) )

for some polynomials Q;, R; such that Q;(0,0)R;(0,0) # 0.
Then there exists II;11 a finite tower of points blow-ups above O such that
oy =1I1;41 00141 where

Ul+1(z7 U)) = (Zpl+1Ql+1(Zpl+1 ’ Pl+1)_17 Pl-‘rl(Z? w)RH-l (Zpl+1 ’ Pl+1)) )

for some polynomials Qy+1, Ry11 s.t. Qr+1(0,0)R;11(0,0) # 0.
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Applying this lemma inductively to og,o01, -+ we get by induction a
sequence Il of finite tower of points blow-ups above 0 such that o,_1 =
II; o 0. Note that p,, = 1 which implies that we can write o, under the
form

om(z,w) = (Az(1+ 0(1)), Bz (Aw 4 O(2))(1 + O(z, wz1""™)))

for some constants AB # 0. If r,,, = ¢, the map o) is a local biholomor-
phism. Otherwise define

(z,w) = (2,29 "™w).
We have o,,, = Mo Om+1 With
Omt1(z,w) = (Az(1 +0(1)), BA™ 9(Aw + O(2))(1 + o(1))) .

Hence the map 0,11 is a local biholomorphism, and we conclude that f =
II{jo---01Il,, 0 Mo Om+1 is Dloussky.
Proof.Lemma 1.2.12

Start with o;(z, w) = (zplQl(zpl,Pl)_l, 2" (g 4 P Ry (2P, Pl))
If p; < ry41 — 7, we have

o1(z,w) = (z,zw) o (zplQl(zpl,Pl)_l,
Zrz+1—n—pz(al+1 + Pl+1)(QlRl)(Zpl7Pl)) .
If p; > ry41 — 1y, we have
o1(z,w) = (zw,w) o (2P " (ayq + Piya) " H(QuR) (2, P) 7
z”“_”(al+1 +Pl+1)Rl(Zpl7Pl)) .
We can hence find II a composition of finitely many transformations of
the form (z,w) — (z,zw) or (z,w) — (zw,w) so that o; = Il o g; with
oi(z,w) = (Zpl+1(al+1 + P)F Qi Ry
P (apsq + Pyt El(zpl7]3l)) ’

with pyy1 = ged{p;, 41 — r1} and for some k, k" € N and some polynomials
Q;, Ry st. Q- Ri(0,0) # 0. For sake of simplicity, we let h; be the first
component of the map 7.

Define now

(z,w) = (z,2(w + ¢(2))) -
Then o; =1 o 041 with

o1(z,w) = (Zpl+1(al+1 +P) " Q=" p) Y,

(s + P (@ B, Py) — ol (z,w)))
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We look for a map ¢ s.t. the second component of 041 is divisible by Py;.
This is equivalent to impose the following condition.
A Q- R)( ap 0T =
o (Pl Qe a2 )L (18)

Using the fact that p;1 divides both p; and 7,41 — r; and that Q,(0,0) # 0,
we rewrite 1.8 under the form

Qo ’l/}(Zpl+1) — R(Zpl+l)7

where ¥(z) = az(1 + o(z)) is a local biholomorphism (¢ € C*) and R is
a polynomial which does not vanish at the origin. This can be solved by
setting ((z) := R o1 ~!(z). This shows that

o111(2,w) = (Hi(z,w), Pry1 (2, w) Riy1 (27141, Pri)).
Finally we have

Ri1(0,0) = (k+ k) - afF 1@, - Ry)(0,0) #£0,

which concludes the proof. ]

Finally take f a rigid map of degree 1 of the seventh class. Propo-
sition 1.1.5 applies. There exists a map Il : (z,w) — (2%, 2Fw”) with
|av — Bu| = 1 and a rigid map of degree 1 of the fourth class f such that
fﬁ =11 f- The map Il is a finite tower of point blow-ups above 0 viewed
in some coordinates chart hence f = &*(f) for some integer k. By what
preceeds, f is a Dloussky germ, hence f is Dloussky too. ]
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1.2.3 Intermediate Kato surfaces: the complement of the
rational curves.

In the sequel we restrict our discussion to the case of intermediate Kato
surface. For sake of simplicity, we assume that S = S(f) where f belongs
to the fourth class. We write f(z,w) = (2P, \wz?+ P(2)) with p > 2, A # 0,
g >1and P(z) = 3.,_; axz* such that ged{p,k < g s.t. ar # 0} = 1. We
also let B be a small polydisk, on which f has degree 1. By Proposition
1.2.8, we can write f = Ilo where Il : B — B is a finite tower of point
blow-ups above 0 and o is injective.

Our aim is to show that the normal form of f helps us to understand
precisely the geometric structure of S.

We have seen that S contains n rational curves I'y,--- ,[';, given by the
projection of the exceptional curves of II inside S. We denote by I" the union
of all these curves.

Proposition 1.2.13. (/D8] Theorem 2.4)

The only complex curves contained in S are the rational curves I'y,--- |
I',, contained in T'.

In particular, S does not have any non-constant meromorphic functions.

Proof.

Take a curve Vg C S. Define V its projection inside B\ o(B) and ex-
tend it using the invariance by ¢Il. The curve V can be projected down to
B\ {0}. Let V be its extension through 0. It is an f-invariant curve hence
by Proposition 1.1.4 we have V = {z = 0}, and Vg C T O

Let us consider S \ I' the complement of I'. This manifold is directly
related to the dynamics of the map f = (2P, \wz9 + P(z)) : C? — C2.

The topological degree of f is p and its critical set in C?2 is given by
{z = 0}. Tt defines a covering map of degree p of A* x C onto itself. If we
consider f as a rational map of P! x P!, it has exactly two superattractive
fixed points. One is the origin in C2%, the point 0 := ([0 : 1],[0 : 1]) in
homogeneous coordinates, and the other is co := ([1 : 0],[1 : 0]). The
basins of attractions of these points in C? are respectively Qg = A x C, and
Qs = (C\ A) x C. The cylinder S! x C is invariant.

Take a point Z € B\ ({z =0} U f((1 —¢)B)). It has a unique preimage
II"1(Z) in B which does not lie in o((1—¢)B). By construction of S = S(f),
we can assign to Z a unique point w(Z) € S. As Z does not belong to the
critical set of f, we have w(Z) ¢ I'. The map w is holomorphic, of maximal
rank, surjective onto S\I' and f-invariant o f = w. One can hence extend
it to a global holomorphic map w : A* x C — S\ I

In the sequel we shall use the group of p-adic integer Z[1/p] := {a =
j/p"™ for j € Z and n > 0}. We also deal with the additive group

zZ, :=lim Z/p" = Z[1/p]/Z .
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In multiplicative notations Z, = U, >oUp». We warn the reader that we will
endow Z, with the discrete topology.

Theorem 1.2.14.

1. The map w : A* x C — S\ T is a principal Z, x Z-fibration where
Z,, x 7 is endowed with the discrete topology.

In particular, @ is a non-ramified covering map.

2. The quotient of A* x C by the action of f defines a complex manifold,
and w induces an isomorphism w of the quotient onto S\ T':

A*x C———=S\T (1.9)

e

A*x C/f

Thanks to the explicit form of f, we can compute the automorphism
group of w, and deduce from it 71 (S \ I').
We leave to the reader to check the following proposition by induction.

Proposition 1.2.15. For all k € N we have
FEz,w) = (27", Nowz® + Py(2))
with g, = q(p — 1)~ (p* = 1) and
k 1

| P mlpk-it1 -1
Pea(z) = Y Ma®rt? PP )
=0

Theorem 1.2.16. Covering automorphisms of w.
1. Let@ € Z, = Z[1/p|/Z, and take o € Z[1/p] a representative of @ and
k € N such that p*a € Z. Define
1

Qza(z) = oo (Pi(2) — Pk(e%mz)) € C(z) .

p(@) = exp(2inqro) € Z)

The rational function Qg and the compler number p(@) do not de-
pend on the choice of the representative of o and k and are uniquely
determined by @.

2. The automorphism group of w is given by

Aut(w) = {gba(z,w) = (e2imz,p(a)_1(w + Qa(z)))
forae€Z,} =7,
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Remark : The covering map w is not Galoisian. The action of Aut(w)
is not transitive on a fiber w='{M} for any point M € S —T. In fact, if
w(20,wo) = M, then the equality

Aut(w).(z0, wo) = @~ {M} N {|2] = |z0]}
holds. ¢
Let H be the upper-half plane, and lift f to H x C to an automorphism
F(z,w) = (px, \wexp(2irqx) + P(exp(2inz))) .
Denote by e : H x C — A* x C the mapping e(z,w) := (exp(2inz), w).
Theorem 1.2.17. Universal covering of S\ T.

e The composition T :=eow : Hx C — S\ T is a universal covering

of S\T.

e The automorphism group of the covering Y is given by
1
Aut(T) = e*(Aut(w))x < F >=7Z []ﬂ X Z,
with the action k.o = o/p¥, for k € Z and o € Z[1/p]. In particular,

m(S\r)ng W7

This gives an intrinsic interpretation of the integer p for the surface S.

Remark : The group Z[1/p] x Z has a finite presentation. It is generated
by F' and the translation T} = (x4 1, w) quotiented by one relation FoTy =
TP o F.

Assume now that p — 1|g. We make the change of coordinates

(z,w) — (x, wexp(2irzq/(p — 1)))

so that T} remains unchanged and F' becomes

F(l'aw) = (pl‘, )\w + 6_2i7r%rp(62iﬂ'z))‘

This is the form under which [HO94] and [DO99] wrote the group Aut(Y)
in the case of Hénon mappings of degree p = 2. ¢

The rest of this subsection is dedicated to the proofs which are essentially
computational except for Theorem 1.2.14.
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For all the proofs below, we fix a small polydisk B around the origin s.t.
f restricted to B is injective outside its critical set {z = 0}.
Proof.Theorem 1.2.14.

For the first assertion, take a point M € S\ I'. We shall prove that
there exists a small neighborhood W 3 M such that if we fix a connected
component of ¢~1(W) then ¢~1(W) is “naturally” biholomorphic to W x
Z, x 7.

Let Z € w™1(M) and take a small ball U > Z s.t.

(1) for all k > 0 the map f*: U — f*(U) is injective;
(2) for all k> 1> 0 one has f¥(U) N fH{(U) = 0.

This can always be done because f is injective in a neighborhood of the
origin and all points tend to (0,0). We also fix an history of Z ie. a
sequence {Z;}icz st. f(Z;) = Ziy1 and Zg = Z. We set W := w(U). It is
an open neighborhood of M and w : U — W is a biholomorphism by (2).

We first note that w1 (W) = U, x>0f 7 (f¥(U)). As the holomorphic
map f7 : A* x C O is a covering map of degree p/ and f*¥(U) is sim-
ply connected, f~7(f*(U)) is a disjoint union of p/ connected components
(k) = Uf’j U---u U;-’j st fI Ulk’j — f*¥(U) induces a biholomor-
phism.

For any k > 0 we let Uy := fK(U) > Z, and f;, : Uy — U be the
branch of f*¥ mapping Uy, onto U. For any k < 0 we let U}, be the connected
component of f¥(U) containing Zj and fi := f~*. We denote the first
(resp. the second) projection by mi(z,w) = z (resp. m2(z,w) = w). Note
that 7 o fl(z,w) = 27 for any | > 0.

Let U := Ulj’k C f7(f*(U)) be any connected component of ().
The holomorphic map U — C : (z,w) — 277 x w0 fjo fI takes its
value in U,; and is hence constant. Its value is determined uniquely by U

independent of the choice of j; we denote it by p(U) € Z,. We also let
d(U) := k — j € Z which does not depend on any choice either. Note that
fiofl:U— Ud((?) is a biholomorphism.

Lemma 1.2.18. The map U — (p(U),d(U)) is a bijection from the set of
connected components of w1 (W) onto Z, x Z.

Proof. For the injectivity take Uy, Uy two components s.t. d(U;) = d(Us)
and p(U1) = p(Uz). As d(Uy) = d(Uz) one can find an integer j € N
st. fI(Uy) = f/(Us). The equality p(U1) = p(Usz) implies then that the
holomorphic map fiz := (f; ofj|U2)_1 o (fjo fiu,) : Uy — U, satisfies
71 0 fio = m and w o fio = w, hence f = Id and U; = Uy. The surjectivity
is clear. O
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Lemma 1.2.19. For any compact set K C A* x C, the number of connected
components of w1 (W) N K is finite.

Proof. Take N > 1s.t. fN(K) c B. Let U c f~(f*U)) N K be a
connected component of @1 (W). We first note that

d(U) < Ny := max{|l| for | € Z s.t. f{E)NK #0}.

Without loss of generality, we can assume that k > j > N and we write j =
N +jo and k = N + ko. Then fN+io(U) = fN+Fo(), and we infer fN(U)

fN+d(ﬁ)(B) as f is injective on B. Whence U C f_N(UWSleN*k(B
which has finitely many connected components.

o= |

Lemmas 1.2.18 and 1.2.19 show that the map ¢ : @ Y(W) — W x Z,, x Z
defined on U C f~J(f*(U)) by

6(2) = (w(f-r o F(2)),p(0), (D)),

is a biholomorphism if Z, x Z is endowed with the discrete topology.

Notice that for a given history of U, ¢ is uniquely determined. If we
change it, the first component of ¢ remains the same whereas p is multiplied
by an element ¢ € Zj, and d is increased by an integer [ € Z. This shows that
the glueing maps between two trivializations are given by multiplication by
an element of the structural group Zj, x Z. This concludes the proof that @
is a Z, x Z principal fibration.

The second assertion is clear. By construction w factorizes through
m: A* x C — A* x C/f and induces a continuous map A* x C/f — S\T'
which is bijective. O

Proof.Theorem 1.2.16.

1. This is an easy induction using Proposition 1.2.15.

2. Let ¢ = (p1,92) € Aut(w) ie. ¢ is a biholomorphism of A* x C
satisfying @ o ¢ = w. For any (z,w) € A* x C there exists k,j s.t.
fi(p(z,w)) = f*¥(z,w). As ¢ is holomorphic, j and & do not depend on
(z,w). In particular, cp’lﬂ (z,w) = 2" and as ¢ is injective we infer j = k
and ¢1(z,w) = exp(2ira)z for some a € Z,,. We conclude using Proposition
1.2.15 and the equation f7 o ¢ = f7. O

Proof.Theorem 1.2.17.

An element ¢ = (p1,¢92) € Aut(Y) is an automorphism of H x C s.t
Yoy =Y. We easily check that ¢(z,w) = p*z + o for some k € Z and
a € Z[1/p] and that this determines uniquely 2. We can hence define a
bijective map ¢ : Aut(Y) — Z[1/p] x Z by ¢ — (a, k). We note that F is
represented by the couple (0,1) and an element of e*(Aut(w)) by a couple of
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the form («,0). We can equipped the set Z[1/p] x Z by the group law coming
from the composition in Aut(Y), and under this identification the two sets
{(0,k),k € Z} and {(«,0),a € Z[1/p]} form two subgroups generating the
full group. One also checks the composition formula (0,1)-(a,0) = (a/p, 1).
This shows that ¢ is a group isomorphism from Aut(Y) onto Z[1/p] x Z with
the action of Z on Z[1/p] given by k - o := a/p*. O
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1.2.4 Holomorphic line bundles

The study of holomorphic line bundles H!(S,0*) are central for under-
standing the geometry of S. In this section, we describe the structure of the
abelian group H!(S, O*). This group is also referred to the Picard group of
S and denoted by Pic(S).

Lemma 1.2.20.

1%

HY(S,Z) y/ (1.10)
H*(S,Z) =~ Z" (1.11)

Proof. The isomorphisms 1.10 and 1.11 follow from the Mayer-Vietoris ex-
act sequence for cohomology groups (see [D84]). O

The cup product induces a natural symmetric bilinear form on the abel-
ian free group H2(S,Z). We denote it by <, >.

If {e1, -+ ,e,} is a basis for H?(S, Z), the determinant det(< e;, e; >) is
determined uniquely, independent of the choice of the basis. This number
is called the discriminant of <, >. When it is equal to =1 we say that <, >
is unimodular.

Lemma 1.2.21. The cup product <,>: H?(S,Z) x H*(S,Z) — Z defines
a non degenerate unimodular bilinear form. In an equivalent way, the cup
product induces an isomorphism

H?(S,Z) —Hom(H2(S, Z), Z).

Proof. By Poincaré duality (see [Sp66]) the cup product yields a surjective
morphism

H*(S,Z) — Hom(H?*(S, Z),Z) — 0.

To conclude we check that the cup product is a non degenerate bilinear
form. This follows from the fact that H2(S,Z) is free, as tk(H%(S,Z)) =
rk(Hom(H2(S, Z), Z)). O

The exponential exact sequence 0 — Z LN RN LN yields an
exact sequence of cohomology groups:

HY(S,Z) — H'(S,0) -2 H'(S,0%) — H%(S,Z) — H*(S,0) (1.12)

where § is the connecting homomorphism. For a holomorphic line bun-
dle L € H'(S,0%), one has §(L) = ¢1(L) the first Chern class of L (see
[BPV&4]).

Lemma 1.2.22.

=5
e
ASIRS)
1R
OO
=D
\Hiw
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Proof.

The first isomorphism is a direct computation using the Mayer-Vietoris
exact sequence and the fact that H2(A.,O) = H*(B,0) = 0.

For Equation (1.14), we use the general fact that on any non Ké&hler
surface one has h%' = A10 4+ 1 and K%' + A0 = by. As by = 1 we infer
ht? = dimc H'(S,0) = 1. One can alternatively use Mayer-Vietoris exact
sequence. O

We summarize our result in the following proposition:

Proposition 1.2.23. Let Pic®(S) := HY(S,0)/H(S,Z) be the group of
topologically trivial holomorphic line bundles on S. Then we have the fol-
lowing exact sequence

0 — Pic’(S) = C/Z — Pic(S) = H?*(S,Z) = Z" — 0. (1.15)

For any divisor V on S, we let O(V) be the natural holomorphic line
bundle associated to it. This bundle O(V) admits a meromorphic section
whose divisor is exactly V. Conversely, if L € Pic(S) admits a meromorphic
section s and V' denotes the divisor associated to s then L is isomorphic to
o).

Take V1, Vo C S two divisors. One has the following compatibily result:

V1 . VQ =< Cl(O(Vl)),Cl(O(VQ)) >,

where V; - V5 denotes the intersection product.
We can now describe the structure of Pic(S) for an intermediate Kato
surface.

Theorem 1.2.24. Let S be an intermediate Kato surface with ba(S) = n.
Let T'y,--- Ty, be the n rational curves on S, and M(S) be the matriz of
intersection of the rational curves. Then

1. The n cohomology classes c1(I'y),--- ,c1(I'y) generate H*(S,Z) ® Q.

2. The intersection form <,> on H?(S,Z) is negative definite and uni-
modular.

3. Let A := @} Z.ci(I';). Then
H?(S,Z)/A = Z/+\/|det M(S)|Z. (1.16)
4. det M(S) = (=1)"(p — 1)2.

5. There exists a basis ey, - ,en of H*(S,Z) s.t. < ei,e; >= —0;j.
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Figure 1.4: p = 2: the dual graph for n = 2.
—2 —2 —2 -2 -3

1 2 3 n — 1 n

Figure 1.5: p = 2: the dual graph for n > 3.

Remark : One deduces from the Theorem that the only intermediate
Kato surfaces S = S(f) for which H?(S,Z) = A are those with p = 2
ie. f= (2%, wz?+ 2" 4 ---). By replacing f by a well-chosen &*(f) for
some k > 0, one can assume that » = 1ie. f = (22, A\wz?+z+---). In this
case one can describe explicitely the sequence of blow-ups to resolve f as in
the proof of Proposition 1.2.8. We deduce from it that the matrix M (S) is
completely determined. The dual graph of the n curves in I' is described in
figures 1.4 and 1.5. Each tranverse intersection between I'; and I'; (i and
Jj are not necessary distinct) produces an arrow between the corresponding
edges. We labeled the curves I'{,T'9,T'3,--- ,I'y,_1,I',, in italic and we put
above each corresponding edge the corresponding self-intersection. ¢

Remark : In the case of a Kato surface S with tr(S) # 0 one obtains an
orthogonal representation (with respect to the cup product)

H2(5,2) = ADZ- ~er(Ty).

where T is the tangent bundle of the unique foliation on S (see [DO98]).

In the case of Inoue-Hirzebruch surfaces S = S(z%w’, z¢w?), (see [D88-2))

H*(S,Z)/A = (Z+iZ)/ ((a +ib)Z + (c +id)Z) = Z/p1Z x Z/psZ,
with p1po = 1 — (a + d) + (ad — be). ¢

We postpone the proof of the theorem to the end of this subsection. To
complete the picture let us discuss now in some details Pic%(S).

The group H'(S,C*) represents the group of holomorphic line bundles
which admits a flat hermitian metric. In particular the first Chern class of
any line bundle L € H'(S,C*) is zero and H'(S,C*) C Pic’(S). We will
see that they are in fact equal.

We define on S the open covering U := {Uy,Us} (see figure 1.6) where:
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o Uy =5 (H—l((1 —)B)\ o((1 - 5)3));

o Us ::@(E\@).

The intersection U; N Us is a disjoint union of a shell V := @ (H_lAg) and
a open subset W := @ <H_1((1 —¢)B)\ a(B)).

Figure 1.6: The covering U of S.

Definition 1.2.25. For each 8 € C*, we define the holomorphic line bundle
Ls € HY(U,C*) C H'(S,C*) by the cocycle

S BevV
7 Y1ew

Equivalently, Lg is the disjoint union Uy x C with Uz x C patched together
by the equivalence relation if z € W and t € C then (z,t) ~ (z,t), and if
z€V and t € C then (z,t) ~ (z,[(t).

Proposition 1.2.26. (/D09S])
(1) The morphism Le : 3 — Lg and v : H'(U,C*) — H'(S,C*)

c* %Hl(u, Cc*) = HY(S,C¥)
are group isomorphisms.
(2) The natural inclusion H'(S, C*)— Pic®(S) is an isomorphism.

We refer to [DO9S] for a proof.
Proof.Theorem 1.2.24
By Theorem 1.2.10, the matrix

M(S) := (I's - Tj) = (< er(O(I9)), e (O(Ty)) >)

is negative definite. It follows that the {c¢1(O(L';))}i=1,... n are free over the
module H?(S,Z). Whence they generate H?(S,Z) ® Q. This implies that
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<,> is also negative definite on H?(S,Z) and the second assertion follows
from Lemma 1.2.21.

As the set {c1(O(I';))}i=1,... n is free, the subgroup A = @7 ,Z - ¢;(I';)
is a sublattice of H?(S,Z) of maximal rank n. Hence H2(S,Z)/A is a finite
abelian group. Moreover as (H?%(S,Z), <,>) is unimodular, we have

Card(H?(S,Z)/A)? = | det M(S)|. (1.17)

To conclude one has to look carefully at some Mayer-Vietoris exact se-
quences. Recall that S = S(f) with f = Ilo where II : B — B is a finite
tower of point blow-up above 0 and ¢ : B — B is injective. We have in co-
ordinates f(z,w) = (2P, \wz%+ P(z)) so that the critical set C(f) = {z = 0}
is irreducible.

For any € > 0, we define the followings open sets B\a =1I"1((1 - ¢)B),
Ann.(f) := B, o\ o((1 —¢/2)B), Ac := B\ (1 —¢)B.

Decompose §€/2 = Ann.(f) Uo(B), denote by ¢, : Ann.(f) — §5/2 and
1o : 0(B) — Ee /2 the inclusion maps and apply the Mayer-Vietoris exact
sequence. We have Ann.(f) No(B) = o(A./3) hence

~

H2(BE/27 Z)

* *
lzs Dy,

H2(Ann8(f)7 Z) D H2(U(B)7 Z) - H2(U(A8/2))

H' (U(AE/2)7 Z)

One obtains that the restriction map 2} : HQ(EE/Q,Z) — H?(Ann.(f),Z)
induces an isomorphism.

In a similar way, we decompose S = Ann.(f) U A. and the Mayer-
Vietoris exact sequence again gives that the inclusion map 7. : Ann.(f) —
S induces an isomorphism between cohomology groups 7 : H%(S,Z) —
H2(Ann, (), 2)

The cohomology group H Q(EE /2, Z) is generated by the classes of the
exceptional curves (see [BPV84] p.28) i.e. H2(§5/2, Z) =" Z c1(0O(E))),
therefore

H*(Ann(f),Z) = @' 'Z - c1(O(E;)) @ Z - ¢1(O(E, N Ann.(f))), (1.18)

and

H*(S,Z) = @' 'Z 751 (O(E) ® Z - Tc1 (O(E, N Anng(f))).  (1.19)
Let us compute the pull-back by 7% of the generators of H%(S,Z).

Chern classes are functorial hence 27¢c;(O(T;)) = c1(O(@:T;)). The set
o(B) avoids U?"' E; because C(f) is irreducible, hence for 1 <i <n — 1,

721 (0O(1)) = e1(O(Ey)).
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For i = n, we have
12c1(0OT)) = a1 (O(E, NAnn.(f))) + ¢c1(O(C)) (1.20)

where C is the proper transform of the critical set [z = 0] by II. Let a; € N
best. II*z=01=C+ > a;E;. As f =1Ilo = (2P, %) we infer

o"(I'[z = 0llo(m)) = o (an[EnNo(B)]) = anlz = 0]
= [lz=01=plz=0],

hence a, = p. In §8/2, we have

n—1
0 =1 (O(IT[z = 0])) = e1(O(C)) + per (O(En)) + Y aic1 (O(E)),
=1

therefore by restriction on Ann.(f), we obtain

n—1
1(0(C)) = —pe1(O(E, N Annc(f))) = > aier (O(Ey)).
i=1

Together with Equation (1.20) this shows that

n—1
72¢1(0O(T)) = (1 = p)er (O(E, N Anng(f))) — Z%Q(O(Ei))-
i=1

We conclude
A =27 (1—p)ei(O(E, NAnn.(f)) @15 Z - 1 (O(E;)),

and
H*(S,Z)/AN~7Z/(p —1)Z.

Together with Equation (1.17), this gives det(M) = 4(p — 1)2. Finally, the
sign of det(M) is (—1)™ as M is definite negative of size n.

Note that (2%)~! o : H2(§€/Q,Z) — H?(S,Z) gives an isomorphism
which preserves the cup product. One checks by induction on n that there
exists a basis of HQ(EE/Q, Z) of the form e; = ¢1(O(E1)),e; = c1(O(E;)) —
> j<iajc1(O(Ej)), with a; € {0,1} so that < e;,e; >= —4;;. This concludes
the proof of the theorem. O
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1.2.5 The anti-canonical line bundle.

On a complex surface S, the canonical line bundle is defined by Kg :=
det(T*S) = A*(T*S) where T*S is the cotangent bundle of S. The rate of
growth of HO(KY) for | — oo is a fundamental invariant in the classification
of compact complex surfaces known as the Kodaira dimension of S. More
precisely, one defines

#(9) := limsup ! log dim H°(S, KY).
l—o0
In our case k(S) = —oo.

We consider negative powers of the canonical bundle K¢ * (k-anticano-
nical bundles). We ask when such a bundle admits non-zero holomorphic
sections. When it is the case, there exists non-negative integers kq,--- , ky
s.t. Ké?k = @ ,0(T;)*. In general it may not happen for any k € N.
However Theorem 1.2.24 shows that we can always find an integer k s.t.
cl(Kb?k) € A. By Propositions 1.2.23 and 1.2.26 we can find a flat line
bundle Ls and integers k; s.t. Kg* = Lg ®7, O(T;)%.

Let us precise these considerations. Our method relies again on the
normal form of f and is merely computational. It will give some geometric
interpretation of the two quantities 7(f) := (p—1)/ ged{(p—1), ¢} and A7),

We can state the following theorem:

Theorem 1.2.27.
Let S be a minimal intermediate Kato surface. Then there exists a unique
couple Ts € N*, ag € C*, s.1.

1ifk=17gxj withj €N and 8= (p™Sag)’,

dimg H(S, Kg*®Lg) = ‘
0 otherwise.

If §=5(f) with f = (2, \wz94P(z)), one has s = (p—1)/ ged{(p—1), ¢},

and g = \75.

Corollary 1.2.28. There exists n positive integers ki, ,kn, > 1 s.t.
KgTS = Lp’TSOzgl ®?:1 O(Fi)ki-

Proof.Theorem 1.2.27
Assume first the following lemma.

Lemma 1.2.29.

HY(S,K5* ® Lg) = {¢ € O(AxC) s.t. po f(Z)= %(det fZ)kqb(Z)}
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Take ¢ as in Lemma 1.2.29. Because of its functional equation and Pro-
postion 1.1.4, ¢ vanishes at 0 and its zero set is exactly {z = 0}. We can
thus write ¢(Z) = Cz/(1 + (Z)) for some [ > 1 and some 1 € M. Using
again the functional relation, this implies (p — 1)l = k(p+q—1), 8 = (\p)*,
and we infer ¢ o f = 4. Finally, we get ¢(Z) = C2"0%755) which solves our
problem iff k = 7(f) x j for some j € N, and 3 = (Ap)7(/)7, O

Let us prove now Lemma 1.2.29.
Proof.Lemma 1.2.29

Take a section ¢ € HY(S, ng ® Lg). It is defined in the covering U by
two k anti-canonical divisors w; € O*(U;). They satisfy the relations

wg =wion W
wy = Bf*w; on 7 LA,

We can thus extend ws to a k anti-canonical divisor on B- 6, hence on B
satisfying the relation ws = Gf*ws. We push it down to B, and extend it
through 0. We finally get a k anti-canonical divisor wy together with the
property wo = Bf*ws. For k anti-canonical divisors w = ¢(dz A dw) ™", this
exactly means

¢ =B(det Dfz) Fpo f.
]

Note that in the notations of Corollary 1.2.28, we have k,, = 75(1 +

q/(p—1)).
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1.2.6 Foliation and vector fields

In this subsection we study existence and uniqueness of holomorphic folia-
tions on S.

We let Q!(logT") be the sheaf of meromorphic 1-forms with poles along
the divisor I' and © be the sheaf of holomorphic vector fields on S.

Theorem 1.2.30. ([DO98] Theorem 4.11 and 5.4)

Let S be a minimal intermediate Kato surface defined by the germ of the
fourth class f(z,w) = (2P, \z%w + P(z)).

There exists a unique foliation F on S. This foliation F is defined by a
section w € HY(S, QY (logT) ® L,), and we have [w] = — > =, [T].

The foliation is defined by a holomorphic vector field in the following
cases. Note that a partial answer has been given in [DO98] in a simple case.
We give here a complete answer.

Theorem 1.2.31.

Let S be as above. Recall that f is special iff T := (p—1)/ ged{p—1,q} =1
and A = 1.

There exists a holomorphic vector field on S iff f is special. More pre-
cisely
lifr=1and =M,

dimc H°(S,0 ® Lg) =
c HX 2 {0 otherwise;

or in an equivalent way,
dimg H°(S,0 ® Lg) = dimg H(S, Kg' ® Lyp). (1.21)

Remark : As we will see in the proof, Equation (1.21) follows essentially
from the isomorphism Kg = T ® N3 where T (resp. N%) is the cotangent
(resp. conormal) bundle to the foliation. ¢

We can describe precisely the geometry of F.

Theorem 1.2.32.

1. The singularities of the foliation F are exactly the n intersection points
of the irreducible components of I'.

2. Fach irreducible component defines a leaf of F.

3. Any leaf L distinct from T is isomorphic to C, and its closure in S
contains T'.

Let us describe for sake of completeness the structure of the closure of a
non-compact leaf without proof. We refer to [DO98] for a detailed treatment.
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hy,

%

Figure 1.7: Solenoid of degree 2.

Definition 1.2.33. View S® as a one point compactification of C?, and
embedd the torus T := A x S1 — C? — §3.
Let hy, : T — T be a sequence of injective C'-mappings of the form

hk(ewa U)) = (eip6" gk(ei€7 w))7

with supr i, |0gr/Ow| < € for some 0 < e < 1. Each map hy wraps T
p-times around itself.
We define the compact set

Ep({hi}) : mh ohj_jo---0hi(T).

j>0
It is called a solenoid.

By an abuse of notations, we let 3, be a solenoid defined by some se-
quence of mappings as above.

Define G(z,w) := log|z| on A* x C with values in R*. We have the
invariance property G o f = pG hence G defines a real analytlc function
G:S\I'= A*xC/f — R* /{z ~ pr} = S!. This function is a submersion.
Take L any non-compact leaf of F. By definition G|, is constant, and we
easily see that G™1{G(L)} = L\ T. One shows more precisely the following
theorem.

Theorem 1.2.34. [DOYS]
The function G : S\T — S defined above is a real-analytic submersion.

e For any non-compact leaf L, we have

L\T =G YG(L)}.

e Each fiber GH{&} is homeomorphic to S3\ S, where 3, is a solenoid
embedded in the 3-sphere as in Definition 1.2.33.

Remarque: The precise topological structure of the embedding of X, into
53 depends on p, g and the coefficients of P. In the case of Henon mappings
of degree 2, it was described in [HO94]. ¢
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The rest of this subsection is devoted to the proof of the two Theorems
1.2.31 and 1.2.32.

Proof.Theorem 1.2.31

Existence.

Let us begin by the construction of F. The holomorphic foliation dz = 0
on Bis f-invariant. We can hence pull it back to B. It defines a holomorphic
foliation F which is compatible with the patching defining S = S(f). By
projection, this gives F.

The meromorphic 1-form wqy := 2~ 'dz satisfies the invariance relation
f*wo = pwp. Define & := IT*wy. This is a meromorphic 1-form with poles
along II~1(0)Uo (C(f)) and such that f*& = pi. This exactly means that the
projection w of & in S is well defined and that w € H°(S,Q(logT) ® Ly).
Moreover one checks by induction on that the divisor [@] = — Y I [Ei],
hence [w] = —>"7" | [[].

Uniqueness.

Let Gg be a holomorphic foliation on S. By restriction, it induces a
foliation G on B — o((1 — ¢)B) which is invariant under ¢II. We can thus
extend it to B\ 0, and pull it back to B\ {0} by o. We extend it to B. This
defines a foliation G on the ball B invariant under f. It is given by a global
holomorphic 1-form w = hidz + hodw with h7*(0) Nh;'(0) = 0. As G is
f-invariant, there exists a holomorphic function ¢ such that f*w = ¢ w i.e.

H(Z)h(Z) = pzPrhio f(Z) + hoo f(Z)( Mgzt + P'(2)) (1.22)
d(Z2)ha(Z) = NThgo f(2) (1.23)

If ha(0) # 0, G is regular at 0. The leaf L passing through 0 is a regular,
f-invariant curve transverse to z = 0, which is not possible by Proposition
1.1.4.

Assume hy(0) = 0 but he #Z 0. We will show it is impossible. The curve
V := hy1(0) is also f-invariant. So we can assume that hy(Z) = 2* for some
integer k > 1 by Proposition 1.1.4. In particular we get ¢(Z) = Az2+®=1k,

We now use Theorem 3. p.515 and Proposition p.519 of [MMS80] com-
bined with the fact that f is Dloussky.

There exists a composition IT of point blow-ups above 0 s.t. the first
order jet of II*w in some coordinate chart (x,y) has one of the following
form:

(H*w)1 = Alydﬂj‘ — )\2acdy with )\1)\2 75 0, )\1/[2 Q N, )\2/)\1 Q N;
(IT"w); = zdy.

As f = Il oo is Dloussky, by taking a sufficiently high iterate of f, we infer
that the jet of first order of w itself has of one of the two forms above in
some coordinates (x,y). In the first case, w admits two transverse invariant
curves which is impossible by Proposition 1.1.4. We are hence in the second
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case. By Théoreme 2 p. 522 of [MMB80], we can assume that {y = 0}
is an integral curve of the foliation w passing through the origin, which
implies again by Proposition 1.1.4 that {y = 0} = {z = 0}. One can
hence choose y ~ z and x ~ w + Cz for some constant C' € C. It follows
hi(z,w) = w + Cz+ O(|z]? 4+ |w|?) and h1,(0) # 0.

Differentiate now Equation (1.22) with respect to w. One obtains

2Pk, (Z) = p2P hw (f(2)) 4 q2PF 71, (1.24)

hence p — 1 = min{(p — 1)k,pk — 1} and k£ = 1. Equation (1.24) can be
rewritten under the form

hiw — phiwo f =q.

This implies that hi(z,w) = ¢(1 — p)~*w + h(z) for some h € M. Finally,
we inject again hj in Equation (1.17) to get

A2TR(z) — ph(zP) = 2P/ () + %P(z) . (1.25)

Now f is strict hence P has a special form, namely it contains a monomial

a-z" with a, # 0, r < ¢ and r not divisible by p. Looking at Equation
(1.25), we get 0 = (r + (1 — p) “'gp)a, which is a contradiction.

We have proved that ho = 0 hence G is defined by dz = 0. This concludes

the proof of the uniqueness of F. ]

Proof.Theorem 1.2.31

We give two different proofs of the theorem. The first one is a direct
computation as in the proof of Theorem 1.2.27. The second is more concep-
tual.

First proof:

In a similar way to Lemma 1.2.29 we have:

Lemma 1.2.35.
H°(S,0® Ls) = {Z2cO(AxC) st Df-Z(2)=pZ(f(2))}

We are thus reduced to look for vector fields in A x C, = = a1% + (12%
satisfying Df - == (=o f.

The vector field = defines a holomorphic foliation on .S which is equal to
F by Theorem 1.2.30, hence a; = 0. We infer

A2%ay(Z) = Bas o f(Z2) (1.26)

By differentiating with respect to w, we see that as only depends on the z
variable. Hence # = X and p— 1|¢ (or equivalently 7(f) = 1), and we obtain
az(Z) = C29/P~1 with C € C finishing the proof of Theorem 1.2.31.
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Second proof: We prove Equation (1.21) and conclude using Theorem
1.2.27.

Let Tr (resp. Nx) be the tangent (resp. normal) bundle associated to
the foliation. We refer to [Bn97] for definitions and basics on these line
bundles. The fact that F is generated by a (p-twisted) meromorphic 1-form
with poles of order 1 on each I'; means precisely that the conormal bundle

Ny = Ly, @, O([0i])

In a similar way, F is generated by a ((-twisted) holomorphic vector field
E € H(S,0® Lg) iff Tr = Lz @7, O([T;])*, for some integers k; € N. On
the other hand, we have a natural duality K§1 2 (Tr@Nz)=2Tr® Ng.

Assume dim H°(S,© ® Lg) > 1. Any non-zero section defines the folia-
tion F by the uniqueness Theorem 1.2.30. We infer T'x = L ®7_; O([[;])ki
for some integers k; and by duality

K§1 2Tr@Nr= Lp—lﬁ ®iq O([Fi])kﬁ_l-

Conversely assume dim HO(S, K§1 ® L,3-1) > 1. Then by Corollary
1.2.28 we infer
Kg' 2 L, 1y, OT)",

for some positive integers [; > 1. By duality
Tr2Kg'@ N2 Lger, O()

and T ® Lg-1 admits a holomorphic section. Hence we have dim(H 98,0
Lg)) = 1.

To conclude, we notice that for any line bundle L, dim H°(S,L) < 1
as S does not carry any non-constant meromorphic functions, and that
dim H°(S,0 ® Lg) < dim H°(S, Tr). O

Proof.Theorem 1.2.32.

The first and second assertions are easy to check. The foliation F is the
pull-back by a tower of point blow-ups II above 0 of the regular foliation
dz = 0 on B. By induction on the number of blow-ups, one easily sees
that all exceptional curves E; are leaves for F = IT*{dz = 0} and that the
singular points of F are exactly the intersections E;NE; and the intersection
of the proper transform of C(f) with II*(0). At a singular point, in some
coordinates IT*(dz) = d(z*w”) for some integers «, 3 hence all singularities
of F are of hyperbolic type. By projection onto S we get assertions 1 and 2
of the theorem.

For the third assertion pick a leaf L not contained in I'. By Proposition
1.2.13 the leaf L is non compact. The set @ 1(L) is a countable union of
leaves of the foliation dz = 0. Fix {z = ¢} = C one such leave. The map w
is injective on {z = ¢} and L is non-compact, hence L is isomorphic to C.
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Moreover, w~!(L) contains the curve {z = 0}. If we blow-up the origin
7 : By — B, we still keep the property m; ' (w=1(L)) D> 7; '{z = 0}. By
induction we infer that I1-1((cw—1(L)) D II71(0) hence L contains I'. This
concludes the proof. O
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1.2.7 Automorphism group of intermediate Kato surface.

In this section, we study holomorphic self maps and biholomorphisms of S.
We start by the following proposition:

Proposition 1.2.36. Any holomorphic surjective selfmap ¢ : S O is an
automorphism.

Remark : For a Kato surface with non-zero trace, this result is still valid.
However for Inoue-Hirzebruch surfaces, it is no longer true. ¢

Proof.Proposition 1.2.36.

Let ¢ : S O be a surjective holomorphic map. For all 1 <1i <n, ¢~ 1(I;)
is a compact curve on S, hence ¢~(T';) C T’ by Proposition 1.2.13. As ¢
is surjective, for each 1 < i < n one can find an integer k; € {1,--- ,n}
s.t. ¢(I'y,) = T';. The map i — k; is injective from [1,n] into itself hence
surjective. We let ¢(I';) = ['y(;). The map ¢ induces a permutation on
the (finite) set of irreducible components of T' hence ¢~(I';) = y-1(;). By
taking an iterate of ¢ if necessary, we can assume that ¢(I';) = I'; = ¢~ 1(T;)
for all 4. In terms of divisors, we infer ¢*[I';] = 7;[I';] for some integers
v; > 1. We can use the functoriality of the cup product and we get

¢* (c1(O(Ty)) - c1(O(Ty))) = ¢ ([T4] - [T4]) = deg(¢) x [[] - [T]
= ¢"c1(O(I)) - ¢"c1 (O(Ty)) = vy x [I] - [T

On the other hand, we always have

deg(¢) = deg(¢|r;) x 7i-

To conclude we need one fact on the configuration of the compact curves. For
an intermediate Kato surface, one shows (see Theorem 2.39 [D84]) that there
exists a smooth rational curve I';; C I' s.t. either the set A := I';y N U;; '
contains three points, or CardA = 1 and I';, has an ordinary double point
singularity.

In both cases, the lift of ¢ to the normalization of I';, admits a totally
invariant set which contains three distinct points. Therefore (¢|r,, )3 =1d,
and deg(qﬁ\pio) = 1. We conclude that deg(¢) = i, = ’yz-zo =1. O

The group structure of Aut(S) is not completely understood but we have
the following theorem.

Theorem 1.2.37. Let S = S(f) be an intermediate Kato surface defined
by the germ of the fourth class f(z,w) = (2P, \z%w + P(z)).
There exists an integer k > 1 s.t. the following exact sequence of groups
holds:
0 — Aut(f) — Aut(S) - Z/k — 0. (1.27)

Let | :=ged{p — 1, q, j1 — j2 such that aj aj, # 0}.
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o If f is not special:

Aut(f) = {(¢z,&w), (Pt =("=1, a5(¢F - &) =0}
~ U, if P # 0;

o If f is special:

Aut(f) = {(¢z, éw +c2®) ,( € Up_1 NUy, ap(¢F—€) =0, ce C}
~CxU if P#£0.

In the last two cases, the action of U; on C is given by (.z := (" X z.

Remarque: The exact sequence 1.27 is given in [D88-2]. The automor-
phism group of non-zero trace Kato surfaces is direct product of Aut(f)
with a cyclic group (see [DK96]). However in general, the automorphism

group of an intermediate Kato surface is not a skew product. ¢
Proof.
Let ¢ € Aut(S). It acts on the set of curves {I'y,--- ,I',} as a bijection

which preserves the natural action of Z/n given by +1-I'; = +1 - w(E;) :=
w(Fit1). We hence have a natural morphism ¢ : Aut(S) — Z/n. Its range
is a cyclic group isomorphic to Z/k. To conclude we have to show that ker ¢
is isomorphic to Aut(f). R

Let ¢ € Aut(f) defined on the ball B and let ¢ be its lift to B. It
commutes with f and fixes all exceptional curves E;. It hence defines an
automorphism p(¢) € Aut(S) Nker¢. the morphism p is injective.

Conversely, take ¢ € kert. It induces a bijection from B \ o(B) onto
itself which is discontinuous on ¢~ (0B U do(B)). We can find a shell
{c1 < |Z| < ¢z} avoiding this set. We infer that ¢ can be extended as a
global injective holomorphic map from {|Z| < 2} into B which commutes
with f. We let ¢ :=IIo¢oo. This is an element of Aut(f) s.t. p(p) = ¢.
This concludes the proof that p is a bijective morphism. O
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Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les éléments de base de la dynamique des
applications f méromorphes dominantes d’une variété kahlérienne X dans
elle-méme. Nous suivons les méthodes initiées par Fornaess-Sibony dans
[F'S92-2] (voir aussi [Si99]). Nous cherchons & décrire cette dynamique par
des méthodes stochastiques en construisant une mesure invariante possédant
des propriétés particulieres (ergodique ou mélangeante, d’entropie maxi-
male). La présence de points d’indétermination rend cependant I’étude com-
plexe. En particulier on ne sait pas définir de telle mesure en général. On
peut cependant assez naturellement associer a f un objet “de codimension
17 analogue aux mesures. On va construire un courant dit “de Green” T'(f)
positif fermé de bidegré (1,1) et invariant par image réciproque par f. Dans
la plupart des cas il sera défini de maniere unique. Le résultat principal de
ce chapitre (Théoréme 2.4.6) est la preuve que les singularités essentielles de
T(f) (nombre de Lelong strictement positif) sont concentrées sur ’ensemble
d’indétermination I(f).

Nous donnons a la Section 1 quelques définitions générales sur les objets
que nous manipulerons par la suite. A la Section 2, nous détaillons I'action
de f sur les formes lisses, les courants positifs et sur la cohomologie de X.
Cette étude est cruciale pour la suite, en particulier pour la construction du
courant de Green que nous faisons & la Section 4. Nous donnons dans cette
Section 4 les propriétés fondamentales satisfaites par ce courant et énongons
notre théoreme principal (Théoréme 2.4.6). La Section 5 est consacrée au
développement de I’outil clé de la preuve du Théoreme 2.4.6: les multiplicités
asymptotiques. Notons que des notions analogues seront considérées au
Chapitre 4. Enfin nous donnons une démonstration précise du Théoreme
2.4.6 a la Section 6.

Les résultats de ce chapitre sont essentiellement dis a Fornaess-Sibony
([FS92-2], [Si99]) dans le cas des applications rationnelles de X = P™. 11
nous a paru cependant important de les reformuler dans un cadre assez
général sans s’appuyer sur les propriétés particuliere de I’espace X considéré.
La construction du courant de Green est diie a V. Guedj (Théoreme 2.4.3).
Notre Théoreme 2.4.6 constitue un apport totalement original et est le coeur
de ce chapitre. Notons qu’il sera utilisé de maniére cruciale au Chapitre 5
pour démontrer le mélange de la mesure invariante associée a certaine classe
d’applications birationnelles.
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2.1 Applications méromorphes: généralités

Dans toute cette section X désignera une variété complexe réduite (éventuel-
lement singuliere) irréductible et compacte de dimension 7.

Une application méromorphe f : X — X est la donnée d’une sous-variété
irréductible T'(f) € X x X de dimension n t.q. la premieére projection
m @ I'(f) — X soit une modification propre (voir [Fi76]). En d’autres
termes, il existe une sous-variété propre V.¢ X t.q. m : D(f)\n 'V — X\V
soit un biholomorphisme. Notons que I'(f) n’est pas lisse en général méme
si X est une variété lisse. On dira que I'(f) est le graphe de Papplication f.

On notera I(f) l'ensemble d’indétermination de f. C’est un sous-en-
semble analytique de codimension au moins 2 dans X lorsque X est normale.
On notera aussi D(f) := X \ I(f) le domaine de définition de f.

L’ensemble critique C(f) est le sous-ensemble analytique de X défini hors
de I(f) par Pannulation du déterminant Jacobien Jf de f dans un systéme
de coordonnées locales. On dira que f est dominante si C(f) est une sous-
variété propre de X ou de maniere équivalente si le Jacobien Df de f est
de rang générique maximal égal a n, ou encore mo(I'(f)) = X.

On notera aussi €(f) 'adhérence de I’ensemble des points de X ot f n’est
pas un morphisme fini. On vérifie que €(f) est un sous-ensemble analytique
de X (voir [Fi76]).

On a toujours

C(f) D E(f)UI(f). (2.1)

Mais en général, on peut avoir €(f) = () méme si I(f) # 0.
Lorsque f est dominante, €(f) est de codimension au moins 2 dans X.

Définition 2.1.1. Soit f une application méromorphe de f : X — X, et
V C X un sous-ensemble analytique compleze (non nécessairement réduit).
On définit les sous-ensembles analytiques suivants:

1. limage totale de V par f:
F(V) = momy (V)
2. ltmage propre de V par f:
FV) = Flpin(V);
3. Uimage inverse de V' par f
FTHV) =l (V).

Si A est une variété analytique quelconque une famille d’applications
méromorphes de X dans X paramétrée par A est la donnée d’une sous-
variété I' C A x X x X t.q. pour tout A € A, la fibre I'y au-dessus de A soit
une application méromorphe de X dans X.
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Proposition 2.1.2. Soit A une variété connexe, \g € A, et {fy}rer une
famille d’applications méromorphes de X dans X. Si fy, est dominante,
{N €A t.q. fx est dominante} est un ouvert de Zariski dense dans A.

Démonstration. Considérons
Vi={(z,\) € X x A t.q. rang(Dfy\(z)) <n—1}.

Cet ensemble définit un sous-ensemble analytique de X x A. Notons 7 et
o les projections de V' respectivement sur X et A. L’application my est
propre. Si x € X est un point fixé, V, := mo(n; H{z} NV), I'ensemble des
applications fy t.q. rang(Df(x)) < n—1, forme donc un sous-ensemble an-
alytique de A. L’ensemble des parametres de A t.q. f) n’est pas dominante
est exactement NzexV,, et définit donc un fermé analytique de A. O

Soit f : X — X une application méromorphe. Nous voulons étudier
la dynamique de cette application. Cependant, a cause de l'existence de
points d’indétermination, f n’induit pas de systeme dynamique naturel
sur X. Nous adoptons le point de vue de Friedland (voir [Fr95]). Consi-
dérons X% = {2* = (--- ,x_1,%0, 21, -+ )} muni de la distance d(z*,y*) =
Y okez 2_|k‘dx(a:k,yk) pour une distance dx définissant la topologie de X.
C’est un espace métrique compact. On notera m; : X% — X la projection
sur la i-eme composante 7;(z®) = x;. On définit le sous-espace fermé

T°(f) = {z* € X% t.q. Vi € Z, (z5,z:11) € T(f)}.

~

Le shift & gauche f({z;}) = {z;31} définit un homéomorphisme de I'*°(f)
sur lui-méme et

~

mo(f(2*)) = f(mo(2®)),

des que f est holomorphe en x.

Définition 2.1.3. Le systéme dynamique (I'°°(f), f) est le systeme dynami-
que associé a l’application méromorphe f. On appellera f [’extension na-
turelle de f.

Il peut arriver que f ne définisse aucun systéme dynamique dans X.

Exemple 2.1.4. Soit f : P? — P2, défini en coordonnées homogénes par
flzo: 21 1 2] = [22(20 — 21) @ 22(20 — 21) : 22 +23]. Alors f(P?) = {20 = 1}
Et f(zo = z1) = [0 : 0 : 1] € I(f). L’application f n’induit donc aucun
systéme dynamique naturel dans P2.
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Définition 2.1.5. Soit f une application méromorphe f : X — X. On
définit:

(=) = |J rru,

k>0
E(f) = I(f>),
c(r=) = e,
k>0
(=) = | rrew.
k>0

Siz & I(f*°), on note O(2) := Ug>of¥(2) Uorbite positive de z, et Or(z) :=
Urez f¥(2) son orbite totale.

On vérifie que si f est dominante, tous ses itérés le sont et donc I(f*°) est
inclus dans une réunion dénombrable d’hypersurfaces de X. En particulier
dans ce cas, pour un point générique de X, son orbite est bien défini.

Concluons cette section par quelques définitions générales pour des systémes
dynamiques holomorphes.

Définition 2.1.6. Soit f: X — X une application méromorphe.

e Un point x est dans ’ensemble de Fatou de f, noté F(f), s’il existe
un voisinage U de x tel que la famille {f*|y k>0 définisse une famille
d’applications holomorphes équicontinues. L’ensemble de Julia, noté
J(f), est le complémentaire de ’ensemble de Fatou.

e Un point est dit normal s’il existe un voisinage U de x et un voisinage
V de I(f) tels qu’on ait f2(U)NV = 0 pour tout j € N. On note
N (f) U’ensemble des points normauz de f.

e Enfin f est normale si N(f) =X\ E(f).

Il résulte des définitions précédentes que I’ensemble de Fatou est ouvert
et disjoint de E(f) et que N(f) est un ouvert de X \ E(f).
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2.2 Action de f sur les courants positifs fermés et
H*(X).

Dans toute la suite de ce travail, X sera une variété complexe lisse, compacte
et connere de dimension n. On supposera de plus que X est kdhlérienne
et on notera wx une forme de Kéahler sur X. On considere f : X — X une
application méromorphe dominante.

Dans cette section, nous précisons quelques définitions relativement a
l'action de f sur les formes lisses, les courants positifs fermés, ainsi que
sur les groupes de cohomologie de X. Cette étude est cruciale pour la
construction de courants invariants (voir section suivante).

2.2.1 Cas des formes lisses

Définition 2.2.1. Soit f: X — X une application méromorphe dominante
et I' — ['(f) une désingularisation de T'(f). Soient w1, 72 les deux projec-
tions de ' — X.

Soit ¢ € Cp%,(X) une (p, q)-forme lisse sur X. On définit le (p, q)-courant

[ro = mums¢,

ot m5¢ est le image réciproque de ¢ au sens des formes et w1, est le image
directe au sens des courants. Cette définition est indépendante du choix de
la désingularisation.

De maniére analogue, le courant

[e@ = Mm@
définit limage directe de ¢ par f.
Notons que 714 et mo, sont bien définis car X est compacte.

Proposition 2.2.2. Soit f : X — X une application méromorphe domi-
nante, et ¢ une (p,q)-forme lisse sur X.

1. Le courant f*¢ est une forme a coefficients L}, ., lisse dans X \ I(f).

~

1°. Le courant f.¢ est une forme a coefficients L}, ., lisse dans X\ f(C(f)).
2. d(f*¢) = [*(do); d(f«®) = f«(d).
3. Si ¢ > 0 est une forme positive, alors f*¢, fid > 0.

4. Les opérateurs f*, fy sont continues au sens suivant: si ¢p — ¢ au
sens des courants, alors f*¢r — f*¢ et fudp — fep au sens des
courants.



CHAPITRE 2. COURANT DE GREEN 56

5. Pour toute (p, q)-forme lisse ¢, et (n—p,n— q)-forme lisse o, I’égalité
< fTo a0 >=< 9, frar >
est satisfaite.

Démonstration.

Les preuves de (1) et (1) sont similaires, nous ne démontrerons que (1).
Soit donc ¢ une (p, g)-forme lisse. La forme 75¢ est lisse dans T. Pour voir
que f*¢ est représentée par une forme a coefficients Llloc, on se place dans
une carte locale U C X et on montre que pour tout choix de multi-indices
|B] =n —p,|v| =n — ¢ la mesure définie par

oA (X) =< fro, x - dz’ NdZT >

pour toute fonction test x € C*°(U) est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue. Si A C X est un borélien de volume nul, on a aussi
Vol(7; 1 (A)) = 0. De plus, la forme 75¢ A7t (dz® AdZ) est lisse et par suite

g (A)] = |< 736, Laom -7} (d2P A dZY) >| < CVol(x (A)) =0

pour une constante C' > 0, ce qui conclut la preuve.

La preuve des assertions (2), (3) et (4) est immédiate et résulte des
propriétés correspondantes pour les opérateurs i, mo. et w7}, T5.

Pour (5), il suffit de remarquer que 1'égalité

< ffo,a >=<mi¢,mia >=< ¢, fra >

est satisfaite. O

Remarque: On n’a pas en général f*(¢1 A ¢p2) = f*(¢1) A f*(¢2). En
général, le membre de droite n’est pas défini car les formes f*¢; possedent
des singularités. Voir 'Exemple 2.2.3 ci-dessous. ¢

Considérons maintenant I’action de f sur la cohomologie de X. Pour tout
¢ € C5o(X) t.q. 9¢ = 0, on notera {¢} € HPI(X) sa classe de cohomologie.
Le théoréme de Dolbeaut-De Rham permet d’identifier canoniquement

HP(X) 2 {¢ € Cpy(X), ¢ = 0}/0C;5 1 (X)

P,q—1
AT € D}, (X),0T = 0}/0D;, , 1(X),

ou D, ,(X) désigne I'espace des courants de bidegré (p, ) sur X, et la fleche
d’isomorphisme est donnée par l'inclusion Cp<,(X) C Dy, ,(X).
La Proposition 2.1.2 (2) permet de définir 'opérateur f* : HP4(X) —
HP4(X) en posant
o} :={r"¢},

pour toute forme ¢ € 52 (X) O-fermée.
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Exemple 2.2.3. Soit f : P? — P? défini en coordonnées homogénes par
flz:w:t] == [zw : wt : t?]. On vérifie que si wrg est la forme de Fubini-
Study de P2, on a (voir Section 2.2.5)

{F*(wis)} = {wis)
{ffwrst = 2{wrs}

Par suite, {(f'wrs)?) = g} # (F(whs)).

2.2.2 Image réciproque des courants positifs fermés

N

On veut maintenant étendre l'action f* a Cl‘,Ir (X) lensemble des courants
positifs fermés de bidegré (p,p). Ceci est impossible de maniere générale
méme lorsque f est holomorphe et propre (voir [M96]). Il est important de
noter que l'on ne peut pas définir d’opérateur continu f* : C; (X) — C; (X)
étendant I'image réciproque des formes lisses. Cependant, on peut tirer parti
de la compacité de X.

On notera la masse d'un courant T' € C,f (X) par ||T|| :=< T,w >>0.

Définition 2.2.4. Soit f : X — X une application méromorphe dominante,
et T € Cf(X). Posons S := (f|X\C(f))* T. Si la masse de S est bornée dans
X, on définit le courant positif fermé

foT:=8
ou S désigne Uextension triviale de S a travers C(f) (voir Appendice A).

Si ¢ € CJo,(X) est une forme positive fermée, cette définition coincide
avec celle donnée précédemment. En effet, f*¢ est une forme a coefficients
L} ., et par suite ne charge pas C(f).

Proposition 2.2.5. Soit T € C;(X), et supposons qu’il existe une suite
¢; € Co,(X) de formes positives fermées t.q. ¢; — T
Alors f*T existe.

Remarque: En général on n’a pas f*1" = lim;_., f*¢;. L’action f® n’est
pas continue sur C, (X). ¢

Exemple 2.2.6. Reprenons l'exzemple 2.2.3. Soit f : P? — P2 t.q. flz:w:
t] := [zw : wt : t?]. Soit xi une suite de fonctions lisses positives d’intégrale
1 et dont le support est disjoint de {w = 0}. Supposons de plus que x — do
la massse de Dirac au point [0 : 0 : 1]. Alors la masse de f*xr = f®xr est
constante égale a 1 bien que f*dy = 0.

Remarque:
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(1) Lorsque X est un espace homogene (par exemple si X est un produit
d’espaces projectifs), on peut régulariser tout courant positif fermé (voir
[Hu94]). La condition ci-dessus est automatiquement satisfaite.

(2) SiT € C;F(X) est une mesure positive, la condition ci-dessus est aussi
automatiquement satisfaite. ¢

Démonstration. Notons fiT := (f| x\¢( f))*T et la restriction f)¢; :=
*9ilx\e(p)- On veut prouver que la masse < f;7, whe >< +o0.

La suite de réels < f*¢;,w% > ne dépend que de la classe de cohomologie
de f*¢;. Comme {¢;} — {T'} et que f*: HPP(X) — HPP(X) est linéaire, on
a C = sup; < f*¢;,w >< +oo. Fixons xj, € C>(X) une suite croissante
de fonctions lisses & support compact dans X \ C(f) et tendant vers la
fonction indicatrice 1 x\¢(s). Dans X \C(f), on a convergence faible f;¢; —
frT. 1l s’ensuit pour tout £ € N,

< AT, xpwhe >= Zli)lgo < fri xpwh >< C,

et par convergence monotone < f7T,wh >< C. U

2.2.3 Image réciproque des courants de bidegré (1,1)

Toutes ces considérations se simplifient dans le cas des courants de bidegré
(1,1). Ce cas sera particulierement important dans la suite. Soit f : X — X
une application méromorphe dominante, et T € Cfr (X). On peut définir
naturellement le courant 73T € C; (f) de la facon suivante. Localement,
on a T = dd°u avec u plurisousharmonique (psh en abrégé). Comme f est
dominante, o 'est aussi et u o w9 n’est pas identiquement —oo. On peut
donc poser 3T := dd®(u o m3). Cette définition ne dépend pas du potentiel
choisi.

Définition 2.2.7. Soit f : X — X une application méromorphe dominante,
et T € C (X). On pose

T = mmsT € Cf (X).

Proposition 2.2.8. Soit f : X — X une application méromorphe domi-
nante.

1. L’opérateur f*:Cf(X) — C{(X) est continu.
2. On a f*T < f*T.

3. Pour toute hypersurface analytique V C X, on a

Fvi=1t vl
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Démonstration.

(1) On suit la démonstration donnée dans [Si99]. Il suffit de vérifier que
I’application T' — 73T est continue. Ceci résulte du fait que f est dominante.
Soit T; — T une suite de courants de C; (X). On travaille localement. On
peut trouver une suite de potentiels psh w;,u avec T; = ddu;, T = dd‘u
et t.q. uw; — wu dans Llloc. La suite de fonctions u; o my est localement
uniformément majorée, on peut donc en extraire une sous-suite convergeante
dans Llloc et p.p vers une fonction psh v. Or f est génériquement de rang
maximal donc 7y aussi et v = w o my p.p. donc partout. Il s’ensuit 737; —
mo .

(2) On a égalité des courants f*T'|x\c(5) = f*T|x\c(r)- Comme f*T est
I’extension triviale de ce courant a travers C(f), on a bien f*T < f*T.

(3) Ceci résulte de la définition en remarquant que 75[V] = [r5, 1 (V).

O

Sur un espace compact, toute fonction psh est constante. Pour définir
des potentiels globaux de courants positifs fermés de bidegré (1,1), on est
amené a introduire la notion suivante.

Définition 2.2.9. Une fonction U : X — R U {—o0} est dite quasi-psh si
elle admet localement une décomposition

U=u+~y

ot u est psh ety lisse. On notera QPSH(X) l’ensemble des fonctions quasi-
psh de X.

Tout courant 7' € C; (X) peut s’écrire globalement comme une somme
T =a+ddU

o a € C9(X) et U € QPSH(X). En effet, dans des cartes locales on peut
écrire T'|y, = dd“u; pour des fonctions psh u;. 11 suffit alors de recoller les u;
a l'aide de partitions de 'unité ; en posant U := > 6;u; et en remarquant
que pour tout ¢, la fonction U — u; est lisse.

Proposition 2.2.10. Soit f : X — X wune application méromorphe do-
minante. Soit T € C{(X), et fitons une représentation T = « + dd°U
avec o € C79(X) et U € QPSH(X). Alors la fonction U o f est localement
intégrable en tout point de X, et on a

T = ffa+dd°(U o f).

En particulier, 1’éaglité
JATY ={1"T}

est satisfaite.
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Démonstration. Soit wy une forme de Kahler sur I, et fixons une constante

C > 0t.q mwx < Cwg. La fonction V' := U o mg est quasi-psh dans T et
donc localement intégrable. On peut alors estimer

Vel = [ WVemllk= [ |Viniuk
G X\I(f) T\r 1 1(f)
< C’/ [V |wik < +o0.
T
La fonction U o f est donc localement intégrable et on peut définir le courant
ffa+dd°(U o f).

Par ailleurs, par définition les deux courants 737 et mia + dd*(U o m)
coincident. Enfin remarquons que

T1.dd“(U o f) = dd°(U omg o7y 1) = dd*(U o f).
On conclut alors f*T" = f*a + dd°(U o f). O

Enfin il est important de remarquer:

Proposition 2.2.11. Soit T € C{(X), et ¢ € CP9(X) une forme fermée
satisfaisant {T} = {¢}. Alors il existe une fonction U € QPSH(X) t.q.

T = ¢+ dd°U.

Démonstration. Ecrivons T = «a; + dd°U; avec ay € Cf’fl(X) et Uy €
QPSH(X). On a {an} = {¢}. Or X est Kahler, donc toute forme lisse
d-exacte est aussi dd®-exacte. En particulier on peut trouver une fonction
Uy € C®(X) t.q. ¢ —a; =dd°Us. 1l vient alors T' = ¢ + dd“(Uy — Uy). O

2.2.4 Image réciproque des sous-variétés analytiques.

On a défini la préimage par f d’une sous-variété analytique Y C X par
fly = 7T17T2_1(Y). On vérifie que I'on a toujours [f~H(Y)] > fe[Y].

Proposition 2.2.12. Soit Y C X une sous-variété analytique de dimension

~

pure p en position générale par rapport a f(C(f)) i.e.

Fyync(f) = fHy).
Alors pour toute forme o € Cp2,,,_(X) on a
<[f7'M)],a >=<[Y], fra > .
En particulier, dans ce cas I’égalité

Yy =40

est satisfaite.
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~

Démonstration. Notons C := C(m2), Cx := mC(m2) = f(C(f)), et Z =
7, 1(Y). Fixons ¢ € C*(X) une forme lisse fermée t.q. {Y} = {¢}. Pour
toute forme lisse fermée 3 € C*°(X) on a donc [y, 6= [ B A ¢.

Soit & € C*°(I") une forme lisse fermée. On va prouver que

/Za:/a/wr;qﬁ. (2.2)

Par dualité, on a alors {Z} = {nr5¢} donc

Y = mums{e} = mu{ms¢} = mu{m, 'Y} par (2.2)
= {mm ')} ={r"'M)},

ce qui conclut la preuve.
Prouvons (2.2). Rappelons que 7o, est une forme & coefficients L, lisse

dans X \Cx. On a
/aAW§¢:/W2*aA¢.

Par ailleurs, comme Y est en position générale par rapport a Cx, la formule
de changement de variable donne

/a:/ a:/ Tox QL.
A Z\C Y\Cx

En particulier, mo.a € LY(Y). Soit 8. — ma.a une suite de formes lisses
fermées convergeant dans L' vers mo,a. Les formes 3. sont données par
convolution et le théoreme de convergence dominée donne alors fY O —
[y m2«a. Comme pour tout € > 0, on a [y, 8. = [ A ¢, il s’ensuit a la

limite
/ ToxQX = /7‘(’2*04/\(;5,
Y

d'on (2.2). O

2.2.5 Degrés dynamiques

Nous allons définir dans cette section les degrés dynamiques d’une appli-
cation méromorphe f : X — X d’une variété rationnelle dans elle-méme
en suivant [Fr95] (voir aussi [RS97]). Ceux-ci sont des invariants bira-
tionnels fondamentaux et controlent la dynamique de f (voir par exemple
le Théoreme 3.3.1).

Fixons tout d’abord X une variété projective compacte. On notera
HYP(X) (resp. HEP(X)) le sous-espace de HPP(X) engendré par les cou-
rants positifs fermés de bidegré (p,p) (resp. les cycles analytiques de codi-
mension p).

Pour deux courants S,T € C;(X), on note T' > S dés que T'— S est un
courant positif.
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Lemme 2.2.13. La relation d’ordre de C;(X) se projette naturellement
dans HEF(X).
Démonstration. Il faut vérifier que si {T1} = {S1} et {To} = {S2} avec
T >Tr et S1 < Sy alors Ty =T et S1 =55 On aT; =5; +dR; pour des
courants R, Ro. On en déduit

d(Rl — Rg) = (Tl — Tg) — (Sl — 52) > 0.

D’ott on tire < d(R1 — Rg),wh >= 0 et il s’ensuit 0 < 171 —T5 = 51— S, < 0.
Donc T7 =15 et 51 = 5s. O

Considérons tout d’abord le cas de ’espace projectif X = P™. Rappelons
que pour tout 0 < p < n les espaces HPP(P") = HYP(P") = HiP(P™)
coincident et sont engendrés de maniere équivalente soit par wf,s (ot wpg
désigne la forme de Fubini-Study), soit par un sous-espace linéaire L C P"
de codimension p.

Définition 2.2.14. Soit f : P™ — P™ une application rationnelle domi-
nante et 0 < p < n. Les trois quantités coincident:

1. le rayon spectral de l'action de f* sur HPP(P™);
2. Vintégrale [p, f*whe ANwig;

3. le degré deg(f~1(L)) pour un sous-espace linéaire L de codimension p

~

générique (en position générale par rapport a f(C(f))).
On notera cette quantité p,(f).

Démonstration. Pour tout T' € Cf(X), on a

@y = ([ Trwre) < (ot

Les quantités (1) et (2) coincident donc. Pour un sous-espace générique L
de codimension p, on peut appliquer la Proposition 2.2.12 et on a f*{L} =
{f7LL}. Par ailleurs la classe d'une sous-variété de codimension p arbitraire
V C P" est deg(V){whg} ot deg(V) est le nombre de point d’intersection
de V avec un sous-espace linéaire générique de dimension p. On en déduit
donc

deg(f ' L){wig} = {f*L} = pp(FH{L},

ce qui conclut la preuve. [l

Notons que 'on peut remplacer L par une sous-variété V générique ar-
bitraire et on a alors

deg(f V) = py(f) deg(V).

Par ailleurs, pour p = n on obtient p,(f) = deg(f) le degré topologique
de f.
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Proposition 2.2.15. Soit f,g : P" — P"™ deux applications rationnelles
dominantes.

1. Pour tout 0 <p<n, on a

pp(g o f) < pp(f) X pp(9)-
On a égalité dés que Codim (f~1I(g)) > p.

2. Pour tout couple 0 < p,g<ntq p+qg<nona

Po+a(f) < pp(f) X pg(f)-
On a égalité dés que Codim (I(f)) >p+q.

Démonstration. Donnons une preuve analytique de cette proposition (voir
[RS97]).

(1) Pour un courant T' € C (P"), notons T. une suite de formes lisses
positives fermées cohomologues & {T'} et t.q. T —._9 T. Notons que pour
toute forme lisse fermée a de bidegré (p,p) on a {f*a} = f*{a} = p,(f){a}.
On a donc

UG s N = o) [ s
pn pn
= pp(f) - pp(9)-

Par ailleurs, f*((g*whg)e) Awpg” est une suite de mesure positive de masse
constante tendant faiblement vers (g o f)*whg A wpg dans P™\ f~11I(g).
On a donc

lim | f*((g"whg)e) Awpg” = lim (g whg)e N wig”
e—0 Jpn e—0 P\ f-11(g)

— / (g0 ) whg Al = polg o f),
P\ f~1I(g)

et on conclut p,(g 0 f) < pp(f) - pp(9)-
Pour tout courant T' € C; (X) il existe une constante ne dépendant que

de la masse de T t.q. pour toute boule B(r) C P™ de rayon r > 0 on a
fB(r) T Awig? < Cr?(=P). Lorsque Codim (f~'1(g)) = ¢ > p, on en déduit
que
[ (g whg)e ANwig’ < C.r2=P) s 120 < 02,
B(f~11(g).r)
ot B(f~1I(g),r) := {x € P", t.q. dist(x, f1I(g)) < r}. On en déduit
alors le cas d’égalité p,(go f) = pp(f)pp(9)-
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(2) On a de méme
pp(f)ﬂq(f) = il_{% {(f*wzzg?s)e} ) {(f*w%s)e}

=t [ (o) A (b At

= lim (f*whg)e A (frwhg)e Awpg”?
e—0 P\I(f)

> / fruhg A frfwlhg Awpg ™1
P\I(f)

- / PO AW = (),
P\I(f)

Le cas d’égalité se traite comme précédemment. O

On déduit de (1) que la suite {p,(f¥)/*}1>0 est sous-multiplicative et
on peut poser:

Définition 2.2.16. Soit f : P™ — P™ une application rationnelle domi-
nante. Pour tout 0 < p < n, on définit

Ap(£) := Jim py(F5)/°
le p-ieme degré dynamique de f.

Proposition 2.2.17. Invariance birationnelle des degrés dynamiques.

Soient f1, fo : P" — P™ deux applications rationnelles dominantes et
h: P" — P"™ une application birationnelle t.q. ho fi = fo o h. Pour tout
0<p<mn on a alors égalité

Ap(f1) = Ap(f2)

entre degrés dynamiques.

Démonstration. L’égalité résulte immédiatement de la Proposition 2.2.15

(1). O
On peut donc étendre la définition a une variété X rationnelle quel-

conque.

Définition 2.2.18. Soit f : X — X wune application rationnelle dominante
sur une variété rationnelle X muni d’une application birationnelle h : X —
P™. Pour tout 0 < p < n on définit

Mp(f) = Ap(ho foh™)

le p-ieme degré dynamique de f.
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On construira a la Section 2.4 des courants positifs fermés de bidegré
(1,1) invariant par f*. La condition suivante jouera un roéle important.

Définition 2.2.19. Soit f : X — X une application rationnelle dominante.
On dit que f est algébriqguement stable ssi pour tout T € Cfr(X) et pour tout
k>0 ona (fF)*T = (f*)*T.

On utilisera la caractérisation suivante.

Proposition 2.2.20. Soit f : X — X wune application rationnelle domi-
nante. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. f est algébriquement stable;

2. il nexiste aucune hypersurface V.C X t.q. f¥(V) C I(f) pour un
entier k > 0;

3. pour tout k >0 on a dim(I(f*)) <n — 2.

Démonstration. Les deux conditions (2) et (3) sont évidemment équivalentes.
Soit T € C; (X) et k> 0. On a (f*)*T = (f*)*T hors de X \ I(fF).

Si (2) est satisfaite, on a dim I(f*) < n—2donc (f*)*T = (f*)*T partout
dans X et f est algébriquement stable.

Réciproquement considérons k un entier minimal et V' une hypersurface
irréductible t.q. V C f~*I(f). Prenons une hypersurface W contenant
fE(V) c I(f). On aalors (f*)"Y(W)UV C f~*W et il s’ensuit

(FE W] = (ff) W]+ V],

donc f n’est pas algébriquement stable. O
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2.3 Entropie et mélange

Nous donnons ici quelques éléments généraux de théorie ergodique que nous
utiliserons au Chapitre 4. La lecture de cette section n’est donc pas stricte-
ment nécessaire a la compréhension de la suite du Chapitre 2 et du Chapitre
3.

Soit f : X — X une application méromorphe dominante d’une variété
complexe lisse compacte kahlérienne et p € /\/lf(X ) une mesure borélienne
positive de masse 1 (i.e. de probabilité). On définit I'image directe f.pu €
M (X) par

fep(B) = u(f~H(E)),

pour tout borélien E C X et avec f~Y(E) := mm, ' (E) (voir Définition
2.1.1). On dira que p est f-invariante si f.u = p.

En général, on imposera de plus u(I(f)) = 0. Sous cette hypothese,
et si p est f-invariante, on a u(I(f°°)) = 0, et application restreinte f :
XN\I(f*°) — X\ I(f*°) laisse invariante la mesure de probabilité ji| x\ r(feo)-

11 est de plus important de noter que lorsque u(C(f)) = 0 (en particulier
w(I(f)) = 0) et que p vérifie 'équation d’invariance f®u = deg(f)u, alors
on a aussi fyu = p au sens précédent.

Des notions plus fortes d’invariance jouent un role important en théorie
des systemes dynamiques.

Définition 2.3.1.

e La mesure p € MT(X) est dite ergodique ssi pour tout borélien A C X
t.q. f7YA)=A, on au(A) =0 oul.

e La mesure i € M7 (X) est dite mélangeante ssi pour tout couple de
boréliens A,B C X, on a

lim p(f~"(A4) N B) = u(A)u(B).

k—oo

Toute mesure mélangeante est ergodique. Le théoreme ergodique de
Birkhoff indique:

Théoreme 2.3.2. Théoréme de Birkhoff.
Soit € M (X) une mesure ergodique t.q. p(I(f)) =0, et ¢ € L*(u).
Alors on a convergence

lim

1 —1

1M

po fix)= /sodu

J

pour presque tout r € X.
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Notons que la fonction ¢ o f? est bien définie presque partout car on a

u((f1) = u(I(f)) = 0.
L’ergodicité implique donc la coincidence des moyennes temporelles et
spatiales. Notons la caractérisation d’une mesure mélangeante:

Proposition 2.3.3. Soit p € M{(X) t.q. u(I(f)) = 0. Alors u est
mélangeante ssi pour toutes fonctions test ¢, € C*°(X), la convergence

tim [ o st vdn= [ pau [ v

est satisfaite.

A la Section 2.1, on a défini I'extension naturelle de f que l'on note
f: T = I'°. On munit I'* de la tribu engendrée par les cylindres de la
forme

C(A_k, s ,Ak) = {l‘. el xz; e AZ},

pour des boréliens A; C X. Cette tribu coincide avec la tribu des boréliens
de I'>° muni de la topologie produit. Si u € MT(X ) est f-invariante, on
peut définir une unique mesure 7i € M (I'™°) vérifiant les deux conditions

~

=g et ful = [
On vérifie facilement le lemme suivant.

Lemme 2.3.4.

e La mesure | est ergodique ssi [i est ergodique.

e La mesure i est mélangeante ssi i est mélangeante.

Rappelons maintenant trés brievement la définition de ’entropie. Nous
renvoyons & [W82] pour une étude détaillée de ce concept. On suppose
jusqu’a la fin de cette section que p est f-invariante et que p(I(f)) = 0.

Soit & = {Ay, -+, Ax} une partition finie de X par des boréliens. On
définit ’entropie de £ par

H(E) == pu(Ai)log u(Ay),
avec la convention 0log 0 = 0. Si{ = {A;} et n = {B;} sont deux partitions,
on note & V 7 la partition jointe £ V7 := {A4; N B;}.

Définition 2.3.5. L’entropie métrique de f par rapport a p est le réel
hu(f) € Ry U {+o0} défini par

h,u(f) = S%p h(fv g)a

o h(f,€) =l k™ H (VIS F776).
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L’entropie métrique quantifie le degré de complexité du systeme (f, u).
Elle peut aussi s’interpréter comme une mesure de dilatation en moyenne
grace a la formule de Rohlin-Parry. Nous utiliserons le corollaire suivant
(voir [P69] chapitre 10 ou [Br97] pour une reformulation simple).

Proposition 2.3.6. Formule de Rohlin-Parry

Soit f : X — X une application méromorphe dominante t.q. deg(f) > 2,
et p € M{(X) une mesure de probabilité t.q. p(C(f)) = 0 et vérifiant
feu=deg(f)u (en particulier fipu = p). Alors l'inégalité

hu(f) = log|deg(f)| (2.3)

est satisfaite.

Remarque: Les cas d’égalité sont assez difficiles a caractériser. Nous ren-
voyons & [Ro67] et [Br97] pour des énoncés précis. ¢

Exemple 2.3.7. Soit T le tore complexe T := C/Z+iZ, et A: T — T un
automorphisme linéaire de T hyperbolique (i.e. une matrice A € M(2,Z)
t.q. |det A| =1 et le rayon spectral p(A) > 1).

Soit f : P1 x T — P! x T l"application holomorphe définie par f(z,z) =
(22, A.x). La mesure pu produit direct des mesures de Lebesque sur St et sur
T vérifie f®u = 2u et ne charge pas C(f). Cependant, I’estimation

hu(f) =1og2 +logp(A) > log?2
est satisfaite.

On peut aussi définir le concept d’entropie topologique sans faire référen-
ce a une mesure invariante particuliere.

Soit g : Y — Y est une application continue d’un espace métrique com-
pact muni de la distance d. On définit pour tout € > 0 et £ € N la quantité
sq(k,€) comme le nombre maximal de points {zy,--- ,znx} t.q. pour tout
a# [Fona

max d(f'(za), f'(wp)) 2 <.

On peut alors poser (voir [W82])

1
hiop(g) := lim lim Elog sq(k,€).

e—=0k—oo0

Définition 2.3.8. L’entropie topologique d’une application méromorphe do-
minante f : X — X d’une variété complexe compacte dans elle-méme est
par définition

htop(f) = htop(]?)

l’entropie topologique de son extension naturelle.
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Le principe variationnel relie les deux notions d’entropie. Dans notre
cadre il s’exprime sous la forme (voir [W82]):

Théoreme 2.3.9. Principe variationnel.
Soit f : X — X wune application méromorphe dominante d’une variété
complexe compacte. Alors

hiop(f) = sup{ha(f), pour fi € MY () et fufi = fi}.

Suivant les travaux de Newhouse et Gromov, Friedland ([Fr95]) a relié
I’entropie topologique de f au type de croissance des itérés des sous-variétés
de X. Les quantités \;(f) ont été définies a la section précédente.

Théoréme 2.3.10. Théoréme 3.5 [Fr95]
Soit f : X — X wune application rationnelle dominante d’une variété
complexe compacte rationnelle. Alors [’inégalité

huop(f) < mmax log Ai(f) (2.4)

est satisfaite.

Lorsque f est une application holomorphe, les travaux de Yomdin im-
pliquent ’égalité dans (2.4). Il est conjecturé que celle-ci reste valable dans
le cas méromorphe (voir p.225 [Fr95]).

Notons que les deux théoremes précédents et la formule de Rohlin-Parry
implique le corollaire suivant:

Corollaire 2.3.11. Soit f: X — X une application rationnelle dominante

d’une surface rationnelle compacte. Supposons que deg(f) = Aa(f) > Ai(f)

et qu’il existe une mesure € M{(X) t.q. fou = deg(f)p et u(C(f)) = 0.
Alors 1 est d’entropie maximale et [’égalité

htop(f) = hu(f) = lOg deg(f)
est vérifiée.

Ce résultat sera utilisé au Chapitre 4 pour calculer 'entropie des produits
croisés polynomiaux de C2.
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2.4 Courants de Green

Dans cette section f : X — X est une application méromorphe dominante
d’une variété kdhlérienne compacte connexe lisse de dimension n.

2.4.1 Construction des courants de Green.

Nous construisons des courants positifs fermés de bidegré (1,1) invariants,
et étudions leur premieres propriétés et leur lien avec la dynamique de f.

Toute application continue d’un espace métrique compact dans lui-méme
admet une mesure invariante. De maniére analogue, on a le résultat général
d’existence.

Proposition 2.4.1. Soit S € C{(X) et p > 1 t.q. f*{S} = p{S}. Alors il
existe un courant T € C (X)) t.q. I’équation d’invariance

T =pT
est satisfaite.

En général, ce courant contient peu d’information intéressante sur la
dynamique de f et peut étre réduit au courant d’intégration sur une hyper-
surface.

Exemple 2.4.2. Soit f : P? — P? défini en coordonnées homogénes par
flz :w:t] = [24: w?: t% pour d > 2. Relevons f a P? léclaté de P? a
Vorigine [0 : 0 : 1], et notons E la fibre exceptionnelle. Alors f*[E] = d[E].

Démonstration. On pose §j = p I (f*)S et S; = 5! Zi;é Sk. On
a {S;j} = {5} pour tout j donc la suite de courants S; est de masse
bornée. Soit S;, — T une valeur d’adhérence. Alors {T'} = {S} et de
Jf*S; = p(yS; + §j — S) on tire a la limite f*T" = pT car f est dominante
et par suite f* est continu. O

Le point important est que lorsque S = « est une forme lisse positive,
il apparait que la suite p=7(f*)?a converge. On peut alors espérer que ce
courant limite représente une forme d’équidistribution “en moyenne” des
courants (en particulier des hypersurfaces) cohomologues a S. Nous ne
développerons pas en détail ce dernier point, nous renvoyons aux résultats
généraux de [RS97] et au théoreme 10.1 de [Si99] pour des énoncés précis
allant dans cette direction. Le Chapitre 4 est consacré en a 1’étude précise
des problemes d’équidistribution dans le cas des applications birationnelles.

Théoreme 2.4.3. Soit f : X — X une application méromorphe dominante.
Soit o une forme lisse positive fermée de bidegré (1,1) t.q. {f*a} = p{a}
pour p > 1.
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(1) Alors la suite de courants p= (f*) o converge vers un courant T(f) €
C (X)) vérifiant
) =p-T(f)
(2) Soit G € QPSH(X) le potentiel t.q. T(f) = a+dd°G et supy G = 0.
SiY ¢ I(f°) est une sous-variété invariante f(Y \ I(f)) =Y, on a

Gly # —o0.

Démonstration. Par hypothese {f*a} = p{a}, et par la Proposition
2.2.11, on peut trouver une fonction U € QPSH(X) t.q. supy U =0 et

ffa = pa+dd°U.

Il vient alors par récurrence pour tout j € N

1

S Ya=a+ddU;,

avec U 1= i:l p~FU o fF=1 € QPSH(X).

La suite U; est une suite décroissante de fonctions quasi-psh. Soit G :=
lim; . U;. Supposons que G # —oo. Placons nous localement et écrivons
a = dd°¢ pour une fonction lisse ¢. Comme U < 0 la suite de fonctions
¢+ U; est psh décroissante vers ¢+ G # —oo, donc ¢+ G est psh et U; — G
dans L'. 1l s’ensuit

1 .
E(fj)*a =a+ddUj — a+dd°G :=T(f).

De Ujo f + U = pUj41 on tire I'équation fonctionnelle U + G o f = pG et
par suite f*T(f) = pT(f).

Pour conclure, il suffit de prouver la seconde assertion. Soit Y ¢ I(f°)
une sous-variété invariante f(Y \ I(f)) =Y (en particulier on peut prendre
Y = X pour conclure la preuve précédente). Supposons que Y soit lisse.
Le morphisme f induit un morphisme méromorphe f : ¥ — Y qui est
dominant. Considérons la suite de courants Sy € C; (V)

k—1

k—
1 1 .
S = p ;0 Yaly = - ; aly + dd°Ujly).

Ces courants sont bien définis car Y ¢ I(f°) et donc Uof’]y # —oo. Ils sont
de plus cohomologues & aly donc de méme masse, on peut en extraire une
sous-suite convergeante Sy — S € C; (Y). Le morphisme f est dominant,
donc f*: Cf(Y) — Cf (Y) est continue, et & la limite on obtient f*S = pS.

Lorsque Y est singuliére, on se ramene au cas précédent en considérant
une modification propre 7 : X=X composée d’éclatements de centres lisses
t.q. la transformée propre de Y par 7 soit lisse.
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Soit V' € QPSH(Y') un potentiel de S t.q. S = a+ ddV. De f*S = pS
on tire dd“(V o f — pV) + f*aly —aly =01ie. dd°(Vo f—pV +U)=0.
Quitte a ajouter une constante a V' on peut supposer que V < 0 et que

Vof—pV+U=0.

Par sommation, on obtient U; > p™/V o f/ 4+ U; = V. D’oul en passant a la
limite G|y >V # —o0, ce qui conclut la preuve. O

Proposition 2.4.4. Sous les hypotheses du Théoreme 2.4.3, on note G, C
C (X)) le convere compact des courants positifs fermés de bidegré (1,1) de
masse 1 et t.q. f*T = pT.

Si la classe de cohomologie {T(f)} est extrémale dans le sous-espace
propre ker(f* — pld) ¢ HYY(X), le courant T(f) est extrémal dans G,.

Démonstration. Supposons que T(f) = 271(Ty + T») avec T; € G,. Par
hypothese, {T'(f)} est extrémale donc {T;} = {T'}. Soit U € QPSH(X)
t.q. supxy U =0, ffa=a+ddU, et G:=) -, p~FU o fF=1 € QPSH(X)
le potentiel de T(f). 1l vérifie Go f — pG + U = 0. Soit G; € QPSH(X)
des potentiels T; = a + dd°G; t.q. G; o0 f — pG; + U = 0. On obtient par
sommation G1,Gy < G. Or H :=271(Gy + G2) < G est un potentiel pour
T(f) donc G — H est constant. L’équation fonctionnelle implique G = H
d’ou G = G1 = Gs. ]

Le théoreme suivant indique que le courant 7'(f) construit ci-dessus
possede des propriétés dynamiques intéressantes.

Théoreme 2.4.5. On se place sous les hypotheéses du Théoreme 2.4.3. On
note f*a = a+ dd°U avec supx U = 0 et U;j := i:l pFU o f*=1. On a
Uj — G.

1. Le courant T(f) est a support dans J(f).

2. Pour tout compact K CC N(f) de l’ensemble de normalité de f, on a

pour tout j, k > 1

C
U] <

En particulier, la fonction de Green G de T'(f) est continue dans N'(f).

Démonstration.

(1) Soit U C F(f) un ouvert de I'ensemble de Fatou de f. Quitte a
restreindre U, on peut supposer qu'il existe une sous-suite { f*} convergeant
dans U vers une application holomorphe h a valeurs dans un ouvert fixe V.
Comme « est lisse , on a convergence (f*)*aly = ((f*)*a) v — (h*a)|u.
En passant a la limite, on obtient

R 1,
T(f)lv = Zli)nolo %(f Yialy = Zli)ﬂolo %(h Jalg = 0.



CHAPITRE 2. COURANT DE GREEN 73

(2) Fixons V un voisinage ouvert de I(f) t.q. Porbite O(K)NV ={. Le
courant f*a est lisse dans X'\ V' donc son potentiel U est borné sup x\y U] <
C < 400. On vérifie alors immédiatement

j+k—1
sup [Uj 1 = Ujl < D p U f17H < Clp—1)""p,
K ,
J+1
ce qui conclut la preuve. O

2.4.2 Nombre de Lelong du courant de Green

Cette partie est consacrée a 1’étude des singularités des courants de Green
construits précédemment. On cherche a caractériser les points tres “sin-
guliers” de T'(f) i.e. ou le nombre de Lelong de T'(f) est strictement positif.

Soit u € PSH(C",0). La fonction r — sup,|—, u(2) est une fonction
convexe croissante de logr. On peut donc définir le nombre de Lelong de u
au point 0 en posant

v(u,0) := max{c > 0, t.q. u(z) <clog|z| +0O(1)}.

C’est un nombre réel positif. Pour un courant positif fermé de bidegré (1,1)
T e Cf(X) et p € X, le nombre de Lelong de T au point p est par définition
v(T,p) := v(u,p) pour un potentiel psh local quelconque T' = ddu.

On a alors:

Théoreme 2.4.6. On se place sous les hypothéses du Théoréme 2.4.3.
L’ensemble des points p € X t.q. v(p,T(f)) > 0 est inclus dans I(f°).
En particulier, lorsque f est algébriquement stable, le courant T'(f) ne

charge pas les hypersurfaces.

Remarque: En général, I(f>°) ¢ {p € X, v(p,T(f)) > 0} comme le mon-
tre ’Exemple 3.2.6 a la Section 3.2. ¢

La démonstration du théoreme est assez technique. Nous la détaillerons
a la Section 2.6. Les deux ingrédients principaux sont une estimation précise
du nombre de Lelong de I'image réciproque d’un courant (voir Appendice B),
ainsi qu’un théoreme de récurrence “analytique” (voir Section 2.5.). Don-
nons une esquisse de preuve.

Esquisse de preuve. Soit p € X \ I(f*>) t.q. v(p,T(f)) > 0. Pour
simplifier on supposera que O(p) N €(f) = (. La premiere étape consiste
a appliquer des estimées générales pour controler v(p, f*T'(f)) en fonction
de v(f(2),T(f)) (voir Appendice B). Si e(p, f) est le degré de ramification
local de f en p, on a

vip, f*T(f)) < elp, f) x v(f(p), T(f))
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On peut itérer cette inégalité, et on obtient en notant C' := sup ¢ x v(q, T(f))
et en utilisant 'invariance de T'(f):

j—1

0<v(p,T(f))<Cxp H e(f*(p)., f)-

k=0

Ceci force le point p a passer de maniere récurrente dans I’ensemble critique
C(f) ={e(.,f) > 2}. Le deuxieme ingrédient consiste alors a prouver que
dans ce cas, p possede des propriétés de récurrence forte (voir Théoréme
2.5.14): un des itérés de p appartient & une sous-variété propre de X in-
variante par f. Supposons pour simplifier que p soit lui-méme périodique.
On applique alors le point (2) du Théoreme 2.4.3 pour conclure que le
potentiel de T'(f) vérifie G(p) > —oo. Ceci contredit alors I'hypothese
v(p, T(f)) > 0. O
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2.5 Multiplicités asymptotiques

Dans cette section, nous démontrons un théoreme général de récurrence forte
pour des applications analytiques. Celui-ci est un des ingrédients principaux
dans la preuve du Théoreme 2.4.6. Nous nous plagons tout d’abord dans le
cadre abstrait des espaces topologiques noethériens (voir [Ha77] p.5) avant
de particulariser notre résultat au cas précis qui nous intéresse.

Définition 2.5.1. Un espace topologique X est dit noethérien si toute suite
décroissante de fermés F, 11 C F), est stationnaire a partir d’un certain rang
i.e. il existe un entier N € N t.q. Vn > N, F,, = Fy.

Si V. C X est fermé dans X, la topologie induite sur V est encore
noethérienne. Un fermé V de X est dit irréductible si toute égalité V =
Fiy U Fy avec I, Fy fermés implique V = F; ou V = F;. Tout fermé V
d’un espace noethérien se décompose de maniere unique en un nombre fini
de composantes irréductibles V.=V U--- UV} (voir [Ha77] p.5).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5.2. Soit f : X — X wune application continue d’un espace
topologique noethérien dans lui-méme. Si V. C X est un fermé irréductible,
f(V) est irréductible.

Démonstration. Soit Fj, Fy deux fermés t.q. f(V) = Fy U Fy. On
peut donc écrire V' comme union de deux fermés V = (Vﬂ f‘l(Fl)) U
(Vﬂf‘l(Fg)). Comme V' est irréductible, on peut supposer que V =
VnfYER) c f7Y(F). Dou f(V) C Fy C f(V). Par suite f(V) = F et
f(V) est irréductible. O

Définition 2.5.3. Soit X un espace topologique noethérien. On note X
l’ensemble des fermés non-vides de X.

Pour V. C X, notons Fy = {W fermés t.q. W C V}. La collection
{Fv}vcx de parties de X définit une topologie noethérienne sur X.

En effet, on vérifie immédiatemment Fy = (), Fx = )/(\', UFy, = Fuy;, et

Définition 2.5.4. Une fonction 7 : X — R est semi-continue supérieure
(s.c.s.) ssi pour tout € > 0 l'ensemble {T > e} est fermé.

Lemme 2.5.5. Toute fonction s.c.s. sur un espace noethérien est bornée
supérieurement.

Démonstration. La suite Fj := {7 > k} définit une suite décroissante de
fermés de X t.q. NgenFr = 0. Comme X est noethérien, on en déduit qu’il
existe N € N t.q. Fy ={r > N} =0. O
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SiT: X — R} est s.cs., on définit son extension a X (que l'on note
encore abusivement 7) par

(V) := ;Iel‘f/T(x)

Par convention, on pose 7(f)) := max,cx 7(z). En général, on ne peut
remplacer 'infimum par un minimum.

Exemple 2.5.6. Soit X = N muni de la topologie définie par les sous-
parties finies de N. Soit (k) := 1/k. Alors 7(X) = 0.

Proposition 2.5.7. Si7: X — R est s.c.s. son extension 7 : X — R}
est encore S.c.S.

Démonstration. On vérifie immédiatement {7 > ¢} = F;>.}. O

Le théoreme principal peut s’énoncer de la maniére suivante.

Théoreme 2.5.8. Soit X un espace topologique noethérien, f : X - X
une application continue et T : X — R% une fonction s.c.s.
Fizons V € X un fermé irréductible de X.

1. On a convergence de la suite
1/k

k—1
[Ir(Fv) | — V), (2.5)
j=0

et Too(f(V)) = Too (V).
2. Notons L(V) := Ng>o{f7(V);j > k} Uensemble limite de V. Alors

o f(L(V))=L(V).
e Il existe un entier N € N t.q. fN(V) c L(V), et 'ensemble
{fNTR(V), k> 0} est dense dans L(V).

e On peut décomposer L(V') en p composantes irréducibles distinc-
tes, L(V) =LiU---ULy, t.q. f(L;) = Lit+1 modulo (p).

o On a1(V) = T1oo(Li) = ([T} 7(Li)'/P pour tout i =1,--- ,p.

L’idée principale du théoréme est que lorsque 7oo(V) > infyex 7(z),
le fermé V possede des propriétés de récurrence: il appartient a un sous-
ensemble fermé strict L(V') fixé par f.

Remarque: Le théoreme précédent se généralise aux cocycles sous-multipli-
catifs. On peut remplacer H;:é 7(f7(x)) par une suite de fonctions s.c.s
Ti(x) vérifiant pour tout k,l € N l'inégalité

Topi(x) < () x 1(fF ().
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Les conclusions restent alors les mémes. ¢

Avant de donner la preuve du théoreme, précisons le cadre dans lequel
il sera appliqué.

Une variété analytique X compacte munie de la topologie de Zariski
définit un espace topologique noethérien.

Lemme 2.5.9. Soit X une variété analytique compacte et f : X — X une
application méromorphe. Pour toute sous-variété V. C X, notons f(V) :=
flop)(V) (voir Définition 2.1.1).

Alors f: X — X est continue.

Démonstration. Soit V une sous-variété de X, et Y une sous-variété
irréductible. On a la série d’équivalences:

YefT'(Fy) — [f(Y)cV
— mm(Y)CcV
= m(Y)Cmy (V)

ott 73(Y) := 7 '(Y \ I(f)) est la transformée stricte de Y par la modifi-

cation propre m;. Comme Y est irréductible, Y = Y \ I(f) U (I(f)NY)

implique soit Y =Y NI(f) C I(f),soit Y =Y \ I(f).
Dans le premier cas, 7 (Y) = (). Dans le second cas,

m(Y) Cmy (V) =Y =Y\ I(f) = m (7} (Y) \ 71 (I(f)))
c i (my (V) \ 7w ' (I(F)) € mmy ' (V),

et dans Dautre sens 7 est injective hors de w; *(I(f)) et

Y Cmmy (V) = 7} (Y) = m ' (V) \ 7y HI(f))
Cmy (V)\ar (I(f) Ccm3 (V).

On a donc prouvé f~H(Fy) = Fr-1vvyur(y) et f est bien continue. O

L’exemple de fonction s.c.s. que nous utiliserons est le suivant.

Définition 2.5.10. Soit X une variété analytique compacte et f: X — X
une application holomorphe finie i.e. f~'{z} est fini pour tout z € X.

On définit e(z, f) le degré de ramification de f au point z c’est-a-dire le
nombre de préimages dans une petite boule centrée en z d’un point générique
proche de f(z).

L’entier e(z, f) est le degré topologique local de f en z. En particulier,
{e(., f) > 2} = C(f) V'ensemble critique de f. De plus, on a la formule de
composition:

e(z, f o g) = e(z,9) x e(g(2), f), (2.6)
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pour deux germes finis f, g.
La remarque fondamentale est la suivante.

Lemme 2.5.11. Soit X une variété analytique compacte, et f : X — X
une application holomorphe finie. La fonction z — e(z, f) est s.c.s. pour la
topologie de Zariski de X.

Démonstration. Le probleme est local, on peut donc supposer que f est
définie dans la boule unité B C C™ et a valeurs dans B. Soit V C B x B
le sous-espace analytique défini par I’équation f(x) = f(y). Notons e(V,p)
la multiplicité au point p de la variété V i.e. le degré topologique de la
restriction a V' d’une projection linéaire générique sur un sous-espace linéaire
de dimension dim(V') = n. Admettons pour l'instant ’égalité

e(V, (z,x)) = e(x, f). (2.7)

Pour tout entier k& € N, I'ensemble {p € V,e(V,p) > k} est alors un sous-
ensemble analytique par Theorem 3.8E de [Wh72] ou Proposition 4.1. de
[Li82]. On en déduit que I’ensemble

{z€B,e(z, f) >k} =1 {p e V,eV,p) >Ek}),

est aussi analytique, ol #(x) := (z,x) est l'injection de B dans la diagonale
de B x B.
Il reste donc & prouver (2.7). On peut supposer que z = 0 et on fixe une
petite boule D = B(0, p) de diametre p < 1 et on note p’ := dist(0, f(9D)).
Pour un choix générique (dense) de réel € < 1 et de point a € D, on a

e(V,0) = Card {(z,y), f(z) = f(y) et z —ey = a}
= Card {y, f(a +ey) = f(y)},
e(0,f) = Card {y, f(a) = f(y)}.

Quitte a choisir «a assez proche de 0, on peut toujours supposer que l'on

a dist(f (), f(OD)) = p'/2. Posons F(y) := f(a +ey) — f(y), et G(y) :=
f(a) — f(y). Les équations précédentes donnent e(V,0) = Card F~1{0} et
Card G~1{0} = ¢(0, f). Pour tout point y € D, on a

F(y) =G| = [flatey)— fla) <C(felyl < C(f)ep;
IG(y)| = [fla)=fy)]=0"/2,

ou C(f) = supp(oq) [|Df||- Si on choisit e < (2pC(f))"tp',ona |F-G| <
|G| sur 0D. On peut donc appliquer le théoréeme de Rouché pour conclure

e(V,0) = Card F~1{0} = Card G~1{0} = ¢(0, f).

Ceci conclut la preuve. O
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Dans notre cas, nous avons a considérer des applications méromorphes.
En général, f n’est pas localement fini en tout point car I(f) U €(f) # 0.
On adopte donc la convention suivante.

Rappelons que deg(f) est le maximum du nombre de préimages d’un
point z € X dont la fibre f~1{z} est finie.

Définition 2.5.12. Soit X une variété complexe compacte, f : X — X une
application méromorphe dominante et C' > deg(f) un réel arbitraire.

o SizgC(f)UI(f), on pose e (z, f) := e(z, f).
o Lorsque z € €(f)UI(f), on pose par convention e (z, f) := C.

Proposition 2.5.13. Soit X une variété complere compacte, f : X — X
une application méromorphe dominante et C > deg(f). Alors l'application
z— ec(z, f) est s.c.s. par rapport a la topologie de Zarisksi.

Démonstration.

Considérons tout d’abord le cas d’une fonction holomorphe f : ' — X
d’une variété complexe compacte (non nécessairement lisse) dans une autre.
Comme f est propre, on peut trouver une factorisation de Stein de f. 1l
existe une variété complexe compacte Y, une application holomorphe a fibres
connexes g : ' — Y et une application holomorphe a fibres finies h : ¥ — X
t.q.- f=hog.

Soit y € T' un point arbitraire. Si le sous-ensemble analytique f~'{f(y)}
est discret au point y (i.e. y & €(f)), 'application g définit un biholomor-
phisme local au voisinage de y et on a

e“(y, f) = e(y, ) = ely.g) x e(g(y), h) = e(g(y), h).

Sinon y € €(f) et par convention on a

ey, f) =C.

On vérifie donc pour tout entier & < C que

{yeT.ely.f) =k} = {yel elgly),h) =ktUC(f)
= gy eT,e(y,h) > k}ue(f),
et par suite que la fonction y — ec(y, f) est bien s.c.s.
Si maintenant f : X — X possede des points d’indétermination, on note
I’ son graphe et my,mo les deux projections (propres) de I' sur X. Notons

que deg(f) = deg(mz). On vérifie immédiatemment que 'on a pour tout
entier k < C I'égalité

{z e X,eC(f,x) >k} =m{y €T, e (y, m) >k} UI(f).

Ceci conclut la preuve. O

On peut donc réécrire le Théoreme 2.5.8 dans le cadre analytique sous
la forme:



CHAPITRE 2. COURANT DE GREEN 80

Théoréme 2.5.14. Soit X une variété complexe compacte, f : X — X une
application méromorphe dominante, et C > deg(f).
Fizons V C X une sous-variété irréductible.

1. On a convergence de la suite
1/k

k—1
[[eCH)LH|  — W, (2.8)
7=0

et e (f(V), f)=eS (Vi ).
2. Notons L(V') := Ng>o{f7(V);j > k} Uensemble limite de V. Alors

o f(L(V))=L(V).
o Il existe un entier N € N t.q. fN(V) c L(V), et l’ensemble
{fNTR(V), k> 0} est dense dans L(V).

e On peut décomposer L(V') en p composantes irréducibles distinc-
tes, L(V) =L U---ULy, t.q. f(L;) = Lit+1 modulo (p).

o On a el (V.f) = ([I7e“(Li, F))VP = €S (Ls, f) pour tout i =
1’... 7p‘

Remarque: Lorsque z ¢ €(f*°) U I(f*°), I'équation (2.8) donne

lim e(z, f*)'/* = ex(z, f)-
k—oo
On appelle e (z, f) la multiplicité asymptotique de f en z.
Remarquons que pour tout point hors d’une union dénombrable de sous-
variété, on a e (z, f) = 1. ¢

Le reste de cette section est consacrée a la preuve du Théoreme 2.5.8.

Démonstration.Théoreme 2.5.8.

On notera dans toute la preuve [t] la partie entiere de ¢t € R, |E| le
cardinal de 'ensemble fini F, et [1,k] := {1,--- ,k} pour k € N.

La preuve est basée sur le principe d’induction noethérienne que nous
rappellons (voir [Ha77] p.93).

Soit P une propriété des fermés de X. Supposons que pour tout fermé
Y C X, on ait 'implication: P est vraie pour tous les fermés strictement
inclus dans Y implique P est vraie pour Y. Alors X satisfait P.

Démontrons les deux premiéres assertions en utilisant ce principe. La
propriété, notée P, que nous considérons est la suivante:
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P Pour toute fonction s.c.s. 7 :Y — R, toute application continue
f:Y =Y et tout fermé V C Y satisfaisant

1/k

Too —1 ] Y)=infr,
Too(V) m HTf >7(Y) inf 7

k—o0

les deux assertions suivantes sont vérifiées:
o la limite 750 (V) existe,

e ['assertion 2. du théoreme est valable pour V.

Prouvons tout d’abord que la propriété P implique les assertions 1. et
2. du théoréeme. L’invariance de 7o, par f est immédiate (voir Lemme
2.5.16 ci-dessous). Si Too(V) > 7(X), alors 1. et 2. sont vérifiées par P.
Sinon Too (V) = 7(X) et 70(V) = 7(X). Prouvons dans ce cas l’assertion
2. Tout ensemble limite est invariant f(L(V)) = L(V). D’autre part, L(V)
est défini comme intersection d’une suite décroissante de fermés donc il ex-
iste N € N t.q. {f*¥(V),k>N} = L(V), et fNV)e {f¥(V),k>N} C
L(V). Décomposons L(V) = Ly U---U L, en composantes irréductibles.
L’application f induit une permutation sur 'ensemble fini {L;} qui est tran-
sitive donc cyclique. Quitte & renuméroter les L;, on a f(L;) = L;11 mod-
ulo p. Enfin de fN(V) C L;, on déduit pour tout k > 0, 7(fNT*(V)) >
7(f*¥(L;)). 1l s’ensuit

T(X) < Too(Li) < Too(fN (V) = 70(V) = 7(X),

ce qui conclut la preuve de P = 1. et 2.

Démontrons maintenant P par récurrence noethérienne. Soit Y C X un
fermé de X, et supposons que pour tout fermé strict de V', la propriété P
est vérifiée. Il faut prouver que Y vérifie P.

Soit donc V C Y t.q. Too(V) > 7(Y). Le point crucial est contenu dans
le lemme suivant. Celui-ci peut étre vu comme un analogue (tres simple) du
théoreme de Szemeredi. Si £ C N est un sous-ensemble d’entiers, on note
d(E) :=lim,_n |EN[1,n]| la densité supérieure de E.

Lemme 2.5.15. Soit E C N un sous-ensemble d’entiers de densité supé-
rieure positive d(E) > 6 > 0. Alors il existe | € N et ' > 0 ne dépendant
que de 0 t.q. l'inégalité

dAENE+1) >0 >0

soit satisfaite.
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Fixons € > 0 t.q. Too(V) > 7(Y) + 2¢, et notons
C={r>7(Y)+e}CY.

Comme lextension de 7 & Y est s.c.s., le sous-ensemble C est un fermé
strictement inclus dans Y. On pose C' := 1 + maxy 7, et on introduit
I’ensemble des entiers

Ey:={j €N, tq fI(V)ecC}.

On a pour tout k£ € N,
o1 | 1/k
[TV | <) +ect Fnm,
j=0

d’oll en passant a la limite supérieure,

d(Eo) > 90 > 0,

avec 0y := (log )~ (log(7(Y)+2¢) —log(7(Y)+¢)). On peut donc appliquer
le Lemme 2.5.15 a l'ensemble Ey. Il existe [1 € N, #; > 0, t.q. Eq :=
Eo N Eg + 1y satisfait d(Ey) > 6, > 0. Soit C; :=CnN f~1(C). Comme f est
continue, C; est fermé, et on pose E1 = {j € N t.q. f/(V) € C1}.

Par une application répétée du Lemme 2.5.15, on peut construire par
récurrence quatre suites [, € N, 6, >0, £, CN et C, €Y t.q.

Epi1 = E,NE,+141, (2.9)
d(E,) > 0,>0, (2.10)
Cot1 = CuN fin1(C), (2.11)

E, = {jeNtq f(V)ec,}. (2.12)

Comme Y est noethérien, la suite décroissante de fermés C,, est sta-
tionnaire & partir d'un certain rang N. D’oit Cy = Cy N f~IN(Cy) et
le (Cn) C Cn.

Soit Z := JCNn = Upeey, FF C Y. L'ensemble Cy est fermé donc Z est
fermé. On a

Z = = | JF FeYetinfr>7(Y
UCNCUC U pour F €Y e 1%7'_7( ) +e,
C {r>27Y)+e} QY,
donc Z est un fermé strict de Y. Par ailleurs f'~¥(Cy) C Cy implique
fN(Z) C Z, et la fonction 7, := Héﬁgl 7o fJ est s.c.s. sur Z.

Par construction des E,,, I'orbite de V' intersecte C,, pour tout n. On
peut donc trouver un entier L € N t.q. fH(V) € Z.
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Appliquons l’hypothése de récurrence au triplet (Z, f IN ~) et au fermé
fH(V) ¢ Z. La suite (H] “o Tin (FNI(V)))/E converge, et 2. est vérifiée
pour fIN et Tl -

Pour conclure, il faut comparer les assertions 1. et 2. du Théoreme 2.5.8
pour f et pour un itéré. Les deux lemmes suivants suffisent a conclure que
Too (V') existe et que 2. est satisfaite, et par suite que P est vraie pour X. O

Lemme 2.5.16. Si f&(V) satisfait 1. et 2. du Théoréme 2.5.8 alors V
satisfait aussi 1. et 2.

Lemme 2.5.17. 5S¢V satisfait les assertions 1. et 2. du Théoréme 2.5.8
pour Uapplication f' et la fonction 17, pour un certain entier 1, alors V sa-
tisfait 1. et 2. pour f et T.

Démonstration.Lemme 2.5.16.
On a L(fX(V)) = L(V) donc il suffit de vérifier que 7o, (V) existe, et que
Too(V) = 7o (fE(V)). Or

1/k
= J =
Too(V kh—>nolo H T f
L—1 1/k k—L—1 1/k
Jim [~ (F ) X T (F (V) = o (fH(V)),
T\ j=0 =0
ce qui conclut la preuve. O

Démonstration.Lemme 2.5.17.

Notons Lg; (V) I'ensemble limite de V' par f7. Le lemme précédent im-
plique pour r = 0,--- ,1 — 1, 715 (f"(V)) existe et 71(f"(V)) = T1.00(V).
Pour tout entier K € N, on écrit k — 1 =pl + r avec r < [, et on a

- 1/k - 1/k ) 1/k
[Ty =TI o)) = (TT= (e o)
j=0 Jj=0 Jj=0

(2.13)

. . 1/1
Le premier terme tend vers 1 tandis que le second converge vers 7, éo(V), ce
qui donne I’assertion 1.
Pour 2., on vérifie que

-1
U H@p(v)) =Ly(v). (2.14)
j=0

On en déduit les assertions suivantes.
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e On a

FLy(V) = f{Lu(V Uf’ Lu(V))=Ly(V).

e Par hypothese, on peut trouver N > 1 t.q.
MNWV)CLu(V)CLy(V).

D’autre part, {fNFRYV), k > 0} est dense dans L (V'), donc I'équa-
tion (2.14) montre que {fNE(V), k > 0} est dense dans L;(V).

e Décomposons en composantes irréductibles L (V) = Ly U---U L}, ot
f! permute cycliquement les L;-. Notons L;; = fI (L;) Ce sont des
fermés irréductibles, et f agit transitivement sur {L;;} car I’ensemble
{fNE(V), k > 0} est dense dans L¢(V). On peut donc les renuméro-
ter de telle sorte que f les permute cycliquement.

e On a i - 1/l / /
Too(V) = T, OO(V) (L;) = 1o (Ly),

_loo

ou la premiere et la derniere égalités résultent de 2.13.

Ceci conclut la preuve du Lemme 2.5.17. O

Enfin terminons cette section par la preuve du Lemme 2.5.15. Celui-ci
est une conséquence du lemme suivant en prenant E; := E N [1,4].

Lemme 2.5.18. Soit 0 > 0 et {E;};en une suite de sous-ensembles d’en-
tiers E; C [0,n; — 1] t.q. |E;| > 0n,.

Alors il existe un entier | < L := 1+ [0~ et un réel positif 0 < 6" <
L7 Y0 — L™ YL —1)7! t.q. pour une infinité de choix de i, on a

Démonstration.Lemme 2.5.18
La preuve du lemme est simplement combinatoire. Définissons les en-
sembles F; := {1 < k < [n;L7;|[(k — 1)L, kL — 1] N E;| > 2}. Alors, on
a
|Ei| < [niL™' + (L= DIF| + (n; — [ L)L),

et on en déduit que
On; — [n; L™ < (L — 1)|F;| + L.
Il s’ensuit pour i assez grand, et 0’ < (§ — L™1)(L —1)7!
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Pour tout ces choix de i, nous avons donc
‘{kl < ](32 S Ei,kl — kg < L}’ > G’ni.

Cela donne I'existence d’entiers 0 < k(i) < L t.q. |E;NE;+k(i)| > 0'L~n;.
On conclut alors en extrayant une sous-suite convenable parmi les F;. [
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2.6 Preuve du Théoréme 2.4.6

Nous donnons dans cette section la preuve du Théoreme 2.4.6. Rappelons
que f : X — X est une application méromorphe dominante d’une va-
riété complexe lisse connexe compacte dans elleeméme et que T := T'(f) =
lim; 0o p~7(f*)7x est un courant de Green associé a une forme (1,1) lisse
fermée « satisfaisant f*{a} = p{a}. On a la propriété d’invariance f*T =
oT.

Soit z € X t.q. v(z,T) > 0 et supposons que z € I(f°°). On cherche
une contradiction.

Notons L(z) ’ensemble limite de z et appliquons le point 2. du Théoreme
2.5.14. L’ensemble analytique L(z) est invariant f(L(z)) = L(z), et quitte a
remplacer z par un de ses itérés, et f par un de ses itérés on peut supposer
que L(z) est irréductible, que z € L(z) et que O(z) = L(z) pour la topologie
de Zariski. Notons que par invariance de T et par le Corollaire B.1.4, la
propriété v(z,T) > 0 est preservée pour tous les itérés de z.

L’ensemble analytique L(z) C X peut étre singulier. Nous considérerons
donc les notions de fonctions psh, de courants positifs fermés de bidegré (1,1)
et leur nombre de Lelong associé sur des espaces singuliers (voir [De85]).
Nous détaillerons quelques points a la fin de cette section pour la conve-
nance du lecteur. En particulier, nous démontrerons le lemme suivant (voir

Corollaire B.1.4):

Lemme 2.6.1. Soit g : Y — Y wune application méromorphe dominante
d’un espace analytique singulier irréductible compact dans lui-méme et S €
Cfr(Y) admettant localement en tout point un potentiel psh. Alors il existe
une constante C' > 0 t.q. pour tout z € I(g) on a l'inégalité

v(z,9°5) < C xv(g(2),5)
entre nombres de Lelong.

Notons g := f|r(.), c’est une application méromorphe dominante de
L(z) dans lui-méme. On a z ¢ I(¢g™) C I(f*°) donc L(z) ¢ I(f*°). Par
2.4.3 la fonction de Green de T n’est pas identiquement —oo sur L(z). On
peut donc définir S := T, € Ci (L(z)). Ce courant vérifie I'équation
d’invariance g*S = pS et admet localement un potentiel psh en tout point
par construction.

Notons F := {j € N, f(z) € Sing(L(z)) U €(g)}. De la Proposition
B.1.5 et du Lemme 2.6.1, on tire ’estimation pour tout j € N:

e(g7(2),9) x v(gitH(2),8) sij,j+1¢F,
C x V(gj+1(2), S) sinon.

v(g’(2),9"S) < {

Posons e (z,9) = e(z, g) si x,g(z) € F et e(z,g) = C sinon. En utilisant
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I'invariance de .S, on en déduit que
k-1 '
0 <w(z,8) =p "z (g)s) <p™* [ [[e“(4(2),9) | x D
§=0

avec D 1= sup,cr ) v(2,5) < +0o0. Comme g est dominante, on a e (x,9) =
1 pour tout point hors de I’ensemble critique de g, qui est une sous-variété
stricte de L(z). Mais alors €5 (z,9) > p > 1 = e (L(2),g), ce qui contredit
la seconde assertion du Théoreme 2.5.14 car L(z) est irréductible. Q.E.D.

Fonctions psh sur un espace analytique singulier.

Nous ne ferons ici que les définitions ad-hoc qui nous sont utiles dans la
preuve précédente sans chercher & donner un traitement systématique de la
question. Notre référence est [De85].

Soit Y un espace analytique complexe (réduit) de dimension pure n. On
notera Sing(Y’) I'ensemble de ses points singuliers et Yy, := Y \ Sing(Y).

Les notions que nous considérons sont locales, on peut donc supposer
que Y s’identifie & un sous-ensemble analytique fermé d’un ouvert Q C CV
au moyen d’un plongement.

On veut tout d’abord définir la notion de courant sur Y.

Une (p,q)-forme a € Cp5 (Yreg) est dite de classe C*° sur Y si elle est
restriction d'une forme lisse sur 2. On définit C;%, (V') l'espace des (p, q)-
formes de classe C*° sur Y que 'on munit de la topologie induite par celle
de C;5,(£2). On vérifie que ces définitions ne dépendent pas du choix du
plongement.

Définition 2.6.2. On désigne par D, 4 Uespace des (p,q)-formes a support
compact muni de la topologie limite inductive. Un courant T € Dzlv,q est par
définition un élément du dual de Dy 4.

On définit les opérateurs d, d, 9, 0 de maniére analogue au cas lisse ainsi
que la multiplication par une forme lisse.

Définition 2.6.3. Un courant T' de bidegré (p, q) est dit positif si le courant
de bidegré (n,n),

T Niag Nay A -+ Niagy AQy,
est une mesure positive pour tout choiz de (1,0) formes (a1, - ,ap,) de

classe C*® surY.

On s’intéresse & l'espace Ci(Y) des courants positifs fermés de bidegré
(1,1) sur Y. On introduit la notion suivante de fonction psh.

Définition 2.6.4. Soit v : Y — R U {—o0} une fonction qui n’est pas
identiquement —oo sur aucun ouvert de Y. On dit que v est psh si elle est
restriction d’une fonction psh sur Q0 pour un plongement Y — Q.
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On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix du plongement.

Toute fonction psh sur Y est localement intégrable par rapport a la
mesure d’aire sur Y (Proposition 1.8. de [De85]). Elle définit donc un
courant de bidegré (0,0). On vérifie alors que T' := ddu est un courant
positif fermé de bidegré (1,1).

Si f:Y — Y est une application méromorphe dont I’ensemble critique
ne contient aucune composante irréductible de Y, et si T € C{"(Y) admet
localement en tout point un potentiel psh T' = dd®u, on peut définir le pull-
back f*T comme dans le cas lisse. En tout point ou f est holomorphe, on a
localement f*T" = dd®(u o f). On vérifie que la définition ne dépend pas du
potentiel local choisi.

Remarque: Réciproquement pour S € C; (Y) donné, il n’existe pas en
général de fonction psh w sur Y t.q. S = ddu (voir Définition 1.9. de
[De85] et les remarques suivantes).

Il est important de noter cependant que dans la preuve du Théoreme
2.4.6, le courant S est défini comme restriction d’'un courant 7" positif fermé
défini globalement sur X. Si T' = dd‘u, on a S = dd(uly). ¢

On adopte pour nos besoins la définition suivante du nombre de Lelong
d’une fonction psh.

Définition 2.6.5. Soit u € PSHYY) et p € Y. Fizons 7 : Y — Y une
désingularisation de Y. On définit

v(u,p) = infl'( )V(uow,q)
qem1(p

le nombre de Lelong de u en p.

Vérifions que la définition ne dépend pas du choix de la désingularisation.
Démonstration. Il suffit de prouver que pour toute modification propre
m: Y] — Yy avec Y7, Y5 lisses, pour toute fonction u € PSH(Y?) et tout point
p € Yo, on a I’égalité

v(u,p) = inf wv(uom,q).
qem~1(p)
Le probleme est local, on peut donc supposer que Y7 = Y5 = B la boule
unité de C™. Le nombre de Lelong augmente par pull-back (voir Corollaire
B.1.4) donc v(u,p) < inf er-1) v(uom, q).

Choisissons L un sous-espace linéaire de dimension 1 passant par p t.q.
v(u,p) = v(ul|L,p) (voir [De93]). Comme 7 est une modification propre, la
restriction de 7 a la transformée stricte 7®(L) de L induit une application
holomorphe bijective. Comme L est lisse, il s’ensuit que 7 : 7*(L) — L est
un biholomorphisme et que 7®(L) est lisse. Posons ¢ := 7®(L) N7 !(p). On
a D'égalité

v(uomlre(ry,q) = v(ulL,p) = v(u,p),
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donc
I/(U,p) < V(’LLOTF,q) < V(uoﬂ-|7r°(L)7Q) = I/(U,p).

Il s’ensuit inf e 1, v(uom, q) = v(u,p). O

On est maintenant en mesure de démontrer le Lemme 2.6.1.

Lemme 2.6.6. Soit g : Y — Y wune application méromorphe dominante
d’un espace analytique singulier irréductible compact dans lui-méme, et S €
Cfr(Y) admettant localement en tout point un potentiel psh. Alors il existe
une constante C' > 0 t.q. pour tout z € 1(g) on a l'inégalité

v(z,975) < C xv(g(z2),5).
entre nombres de Lelong.

Demonstratlon Lemme 2.6.1.

Fixons 7 : Y — Y une désingularisation de Y, et notons g I'extension
a Y de g. C’est une application méromorphe dominante. Soit T une
désingularisation du graphe de g, muni des deux projections naturelles 71, w9
sur chacun des facteur de ¥ x Y. On a le diagramme suivant

e

g

—_—

T

"

N

y =y

=

ou m, w1 sont des modifications propres, et w5 est une application holomorphe
propre. Ce diagramme est commutatif au sens suivant. Si ¢ € I', on a
gomomi(q) =moma(q) des que momi(q) &€ I(9g).

Pour tout z € Y, on a par définition du nombre de Lelong donnée ci-
dessus

v(z,9°5) = inf  w(qmi7*(g75)).

wori(q)=%

Par le Corollaire B.1.4 appliquée a w9, on peut trouver une constante C' > 0
t.q.

v(g(),8) = inf v(g.S)

< COx inf v(q, m5m*S).
moma(q)=g(2)
Siz & I(g), la propriété de commutativité du diagramme implique

o S =it g*S
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dans un voisinage de (m o)~ 1{z} C T et par suite

v(z,g"S) = inf  v(q, 77" (g"9))
wor1(q)=2
1
> inf v(g,m3m*S) > = x v(g(2),9),
> it vamnS) 2 g x (90, 5)

ce qui conclut la preuve.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le cas particulier des surfaces rationnelles
P2 et P! x P

A la Section 1, nous décrivons briévement la structure des morphismes
holomorphes et rationnels de ces surfaces. Dans P2, une application ra-
tionnelle est génériquement holomorphe. Dans P! x P! la situation est
différente, les applications holomorphes sont toujours produits de fractions
rationnelles & une variable, et sont donc extrémement rares. A la Section
2, nous reprenons essentiellement les résultats généraux du Chapitre 2 en
les précisant dans ce cadre. A la Section 3, nous discutons le théoreme
d’équidistribution de Russakovskii-Shiffman (voir [RS97]). Celui-ci montre
I'existence d’une mesure py décrivant la distribution des préimages d’un
point générique des que f satisfait & la condition deg(f) > A1(f). Lorsque f
est holomorphe, la mesure p; peut étre définie comme produit extérieur de
courants de Green, et on vérifie qu’elle est toujours mélangeante et d’entropie
maximale (voir par exemple [Si99]).

Le résultat de Russakovski-Shiffman est pour l'instant le seul résultat
d’existence d’une mesure “intéressante” valable pour une large classe d’applications
rationnelles non holomorphes. Ce résultat est cependant tres partiel dans la
mesure ol on ne sait en général rien sur py: il est conjecturé que celle-ci ne
charge pas I(f) et est donc invariante. Le point important (Lemme 3.3.2)
est que si 'on peut assurer la condition

pp(C(F) = ns(I(f)) = 0, (3.1)

alors la mesure pf est mélangeante et d’entropie maximale (voir le Corol-
laire 2.3.11). Nous utiliserons ce fait dans notre étude des produits croisés
polynomiaux de C? au Chapitre 5. Nous construirons s ¢ d’'une maniere
alternative et nous montrerons (3.1).

La Section 4 de ce chapitre est consacrée a 1’étude de la compactification
a P2 ou P! x P! des applications polynomiales de C? envoyant I’hyperplan
a l'infini sur un point superattractif. Nous décrivons le comportement du
potentiel du courant de Green a l'infini. Ce controle sera utilisé de maniere
cruciale au Chapitre 5 dans la preuve du Théoréme 5.2.7. On montre qu’aux
points de I(f*°) le courant T'(f) admet un potentiel G & décroissance e-
xactement logarithmique. Enfin nous donnons a la Section 5 deux exem-
ples d’applications rationnelles pathologiques. Ces exemples permettent de
mieux cerner la difficulté des Théoremes 2.4.5 et 2.4.6.
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3.1 Morphismes rationnels des surfaces multipro-
jectives

Dans cette section, nous décrivons succintement la structure des morphismes
rationnels de P2 et P! x P! et fixons les notations que nous utiliserons dans
la suite.

Dans P! x P! un point p est défini par ses coordonnées homogenes

p = ([2]; [w]) = ([z0 : 21]; [wo : wi]).

Une application méromorphe f : P! x P! — P! x P! est nécessairement
rationnelle puisque P! x P! est projective et s’écrit alors

[ =P : P1],[Qo: Q1))

ou les P; sont des polynomes bihomogenes de bidegré («, 3) en (z,w) sans
facteur commun, et les @); sont des polynomes bihomogenes de bidegré (v, d)
sans facteur commun également. On notera

A | &
peae[20]

la matrice des degrés de f. On associe a f une application F' = (P, Q) de
C? x C? dans C? x C2. Si

7 (C?\ {0}) x (C*\ {0}) —» P x P!

est la projection canonique, on a la propriété de commutation 7 o F =
f om. La matrice A étant fixée, l'espace des applications polynomiales
F = (P,Q) = (P, P1,Q0,Q1) ou les P; (resp. Q) sont des polynomes
bihomogenes de bidegré (o, 3) (resp. (7,6)) en (z,w) ’identifie & CNAT! x
CMatl avec Ngp =2(a+1)(B+1) =1, et My =2(y+1)(§ +1) — 1. La
condition sur les P; (resp. sur les ;) de ne pas avoir de facteurs communs
s’exprime comme la non annulation de leur résultant. L’espace Rat 4 des
applications rationnelles de P! x P! dans lui-méme de degré exactement A
s’identifie donc & un ouvert de Zariski dense de PNa x PMa,
De méme, un point p € P2 s’écrit en coordonnées homogenes

p=[z] =[z0: 21 : 29],

et une application rationnelle f = [Py : Py : P»] ou les P; sont des polynémes
homogenes de degré d sans facteur commun. On associera a f l'application
polynomiale F : C3 — C? définie par F = (Py, P;, P,). OnanoF = for ol
7 : C3\ {0} — P2 est la projection canonique. On notera Raty I'espace des
applications rationnelles de P2 dans lui-méme de degré d. Celui-ci s’identifie
A un ouvert de Zariski dense de P3(d+1(d+2)/2,

Dans toute la suite par souci de concision, A désignera soit un entier
positif soit une matrice 2 x 2 a coefficients entiers, et 7 indifféremment la
projection de (C2\ {0})? sur P! x P! ou de C?\ {0} sur P2 .
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Définition 3.1.1. Soit A € M(2,N) ou N*. On notera My le sous en-
semble de Rat 4 constitué des applications rationnelles de X dans lui méme
de degré A qui sont dominantes.

Proposition 3.1.2.

L’ensemble M 4 est vide uniquement lorsque X = P! x Pl eta =~ =0
ou 3=096=0.

S’il est mon vide, I’ensemble M 4 est un ouvert de Zariski dense de Rat 4.
En particulier M 4 est connexe.

Démonstration. La premiere assertion est élémentaire, il suffit d’exhiber
un exemple d’applications rationnelle dominante de degré A (voir Exemple
3.1.7). Lorsque X = P! xPlet a =y =0o0uf =6 =0, 'image f(P! xP!)
est contenue dans une courbe de la forme {p} x P! ou P! x {c}.

La seconde assertion résulte alors de la Proposition 2.1.2. O

Proposition 3.1.3.
Soit f € My : X — X une application rationnelle dominante. L’ensem-
ble critique C(f) est une hypersurface de X de degré

3A—-A pour X = P2,
(2(a —1)+2v,28+2(6—1)) pour X =P x PL.

Démonstration. Par la Proposition 3.1.2, 'ouvert de Zariski M 4 est con-
nexe donc le bidegr de C(f) est constant dans M 4. Il suffit de le calculer sur
des applications monomiales pour obtenir la valeur annonce (voir Exemple
3.1.7). O

Lorsque X = P! x P!, on a
H*PL xPLC)=HYMP!' xPH)Y=C.w & C-wo,

olt wy (resp. wq) désigne le pull-back de la forme de Fubini-Study de P!
par la projection sur le premier (resp. second) facteur. En particulier, tout
courant T' € Cfr(P]L x P1) est cohomologue & aw; + bws avec a = fX T A woy
et b= [ T Awy. Notons que wi =w3 =0et [y w; Awy = 1.

Si f € Raty, la matrice A est la matrice de f* : HY1(X) — HY(X)
dans la base {w1,ws}.

Par ailleurs, on notera wpg la forme de Fubiny-Study de P2, et on a

H*(P?,C) = H"'(P?) = C - wps.

Pour tout T € Cf (P?), on a {T} = (fpe T Awps) x {wrs}.
Concluons cette section en décrivant les applications holomorphes de X.
Les cas de P? et de P! x P! sont essentiellement distincts.
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Proposition 3.1.4. Si X = P2, l"ensemble H4 des applications holomor-
phes de degré A est un ouvert de Zariski dense de M 4.

Nous renvoyons a [Si99] pour une démonstration de ce fait élémentaire.
Dans le cas de P! x P!, il est naturel de considérer les sous-ensembles
suivant de I(f).

Définition 3.1.5. Soit A € M(2,N) et f = ([P],[Q]) € Rata. On définit
les ensembles

L(f) = {([z],[w]) € X t.q. Py(z,w) = Pi(z,w) = 0},
L(f) = {(z],[w]) € X t.q. Qo(z,w) = Q1(z,w) = 0}.

On a I(f) = L(f)VUIx(f).
Proposition 3.1.6.

e Toute application holomorphe dominante f : P! x P! — P! x P! est

du type [ = ([P(2)], [Q(w)]) ou f = ([P(w)], [Q(2)]) pour des fractions
rationnelles P,Q : P — P! arbitraires. En particulier

Hai=Raty, sia=9d=0o0uf=vy=0;
Ha=0 sinon.

e Pour A € M(2,N), l'ensemble {f € Rata t.q. Ii(f) NI2(f) = 0} est
un ouvert de Zariski dense de Rat 4.

Remarque: En gnral, I1(f?) N I2(f?) # 0 mme si I;(f) N Ix(f) = 0. Cette
information est cependant prcieuse, par exemple pour dterminer le degr
topologique de f (voir Proposition 3.3.4). ¢

Démonstration.

1. L’ensemble I;(f) est I'intersection des 2 hypersurfaces {P; = 0},—0,1.
Elles sont de bidegr (a, ), donc le courant d’intgration sur {P; = 0};=01,
que l'on note [P; = 0] est cohomologue awy + fws. Si I1(f) est vide le
courant S := [Py = 0] A [P, = 0] est bien dfini, identiquement nul, et
cohomologue (aw; + Bws)? donc

O:/XS:/X(awl—i-ﬂwz)2=2aﬂ.

Si 3 = 0, P; est alors indpendant de w et [2] € P! — [P(2)] € P! est
holomorphe. De méme, si a = 0, [w] € P! — [P(w)] € P" est holomorphe.
On procede de la méme fagon avec I3(f) pour conclure.

2. Soit ¥ = {(f,z) € (PV* x PM4) x X t.q. P(z) = Q(z) = 0}
et ¥ = p(X) op: (PVa x PMa)y x X — PNa x PMa dsigne la projec-
tion holomorphe propre sur le premier facteur. Le thorme de Remmert
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assure que Y est un sous-ensemble analytique de PN4 x PMa_ [’ensemble
{feMa/L(f)NI(f) =0} = Ma\ X est donc un ouvert de Zariski de
PN x PMa qui n’est pas vide comme le montre ’Exemple 3.1.7. U

Exemple 3.1.7. Soit a, a’, b, b’ € C et considrons l'application rationnelle
f, extension P! x P! de lapplication polynomiale:

fzw) = (2= a)*(w =), (z = ') (w = ¥)") .

La matrice des degrs de f est donne par

_ | @7
w157

On vrifie aisment les proprits suivantes:

1. f est toujours algbriquement stable;

2. L(f)NIx(f) =0 ds queb #V et a#d';

3. f est dominante dés que a8 £ ~8 ou ada'b £ Byba ou b By # bad ou
a ad # afy.
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3.2 Courant de Green.

Dans cette section, nous précisons les résultats obtenus au Chapitre 2 con-
cernant I'existence et la structure des courants de Green.
Rappelons tout d’abord que dans P? (resp. P! x P!), tout courant
S € C{ (X) posséde un potentiel psh global dans C3 (resp. C? x C2). Cette
représentation se révele commode pour I’étude des courants de bidegré (1,1).
Si S € Cf(X) est cohomologue & cwrg (resp. aw; + bws), il existe une
unique fonction plurisousharmonique ¢ € PSH(C3) (resp. PSH(C? x C?))
telle que
©(A\z) = clog |\ + ¢(z), YA € C* si X = P?, (3.2)

p(Az, pw) = alog || + blog |u| + ¢(z, w),
V(A p) € (C*)?si X =P x P!, (3.3)

avec S = dd°p et sup|,—; ¢ = 0 (resp. sup|,|—j,|=1 ¥ = 0). Réciproquement
la donnée d’une telle fonction ¢ définit de maniére unique un courant S =
L(p) € C{ (X) (voir [Gu97] pour une démonstration et des propriétés ana-
logues de représentation des courants sur les variétés homogenes du groupe
linéaire). Avec nos notations, on a 2wrs = L(log(|z0|? + |21]* + |22]?)),
2w = L(log(|z0|* + |21]%)) et 2wy = L(log(|wg|? + |w1]?)). La convergence
faible des courants est alors équivalente a la convergence de leurs potentiels
dans Llloc.

Dans X = P2 ou P! x P!, tout courant positif fermé est cohomologue
a une forme lisse positive fermée. Pour appliquer le Théoreme 2.4.3, on
cherche donc les valeurs propres de l'action f*: HY1(X) — HMY(X).

Pour X = P?etsi f € M, pour p > 1, on a toujours f*{wrs} = p{wrs}.

Soit f € M4 une application de P! x P!. Notons p la plus grande valeur
propre de A et p_ la plus petite. On a

a+0+/(a=0)’+4By
2 )
a+d—+/la =0 +4py
: .

p_ =

Lemme 3.2.1. Soit A € M(2,N). Alors
i)p>lsaufsia==0etf=v=1;0ufy=0eta=0=1.
it) p>lp—| sauf sia=5=0; ou fy=0 et a =9.

Si de plus By # 0, les assertions suivantes sont satisfaites:

i11) il existe un unique vecteur propre (a,b) de A tel que a > 0,b > 0 et
2ab = 1. C’est un vecteur propre associé a p et c’est l'unique vecteur
propre de A a coordonnées non-négatives -normalisé par 2ab = 1;
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iv) il existe ¢ > 1 telle que pour tout v € RT x R les inégalités
L . .
c ol < A7 -l < e |
sont satisfaites.

Nous laissons la preuve de ce fait élémentaire au lecteur.

Le cas des produits croisés 5y = 0 est tres particulier et sera discuté en
détail au Chapitre 5. C’est pourquoi nous supposerons souvent que A satis-
fait 0y # 0. Dans ce cas, le courant de Green associé a f est essentiellement
unique.

Définition 3.2.2. Une matrice A € M (2,N) est dite primitive ssi By # 0
eta+9#0.

Le Théoréeme 2.4.3 se réécrit donc:

Théoreme 3.2.3. Soit f € M 4 une application rationnelle dominante de
X = P2 ou P! x P! avec A primitive. Notons w l'unique vecteur propre
positif de A normalisé par ||w|| =1 et p > 1 la valeur propre associée.

La suite des courants p~7(f*)(w) converge vers un courant positif fermé
T(f) de bidegré (1,1) cohomologue a w qui vérifie

Plus précisément si H := L™Y(w) , on a

T(f) = lim L(Hy)

k—o0

ot la suite Hy, := p " H o f* est une suite décroissante de fonctions psh vers
L~YT(f)). Enfin on a Iéquation d’invariance H o F = pH.

Les résultats de la Section 2.4. sur la structure de T'(f) se précisent
comme suit.

Théoréme 3.2.4. Sous les hypothéses précédentes,

1. Le courant T'(f) est extrémal dans le convexe compact G, des courants
SecCf(X) tg f*(S)=p-Set|S|=1
2. On a SuppT(f) C J(f) et N(f) N (X \ SuppT'(f)) C F(f).

En particulier, si f est normale J(f) = SuppT(f) est connexe et F(f)
est une variété de Stein.

3. Soit G le potentiel de Green de T'(f) i.e. T(f) = w+dd°G. Alors pour
tout point p € X,

G(p) = —o0 ssi Z p—lj log dist(f7(p), I(f)) = —oc.

720
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Démonstration.

(1) Cette assertion résulte immédiatement de la Proposition 2.4.4: le
vecteur w est extrémal dans ker(f* — pId) car A est primitive.

(2) Pour une preuve nous renvoyons au Théoreme 1.6.5 de [Si99].

Lorsque f est normale, on en déduit que J(f) = SuppT'(f). Il s’ensuit
que F(f) est le complémentaire d'un courant (1,1) positif fermé cohomo-
logue & aw + bws avec a,b > 0 si X = P! x P1. L’ouvert F(f) est donc de
Stein.

(3) Nous ne considérerons que le cas de P2. Le cas de P! x P! est
analogue modulo le fait que les coefficients a,b sont non nuls. On note
F un relevé de f & C3. Posons U(p) := U([z]) = |F(2)|/|Z|¢ de sorte que
ffwrs = pwrps+dd®log U. Cette fonction définie sur P2 est réelle analytique
et s’annule précisément sur I(f). Par Lojasiewicz, il existe des constantes
C,N >0 t.q.

Cdist(p, I(f))" > U(p) = C~'dist(p, I(£))'/".
OronaG(p) =359 p~log U(f?(p)) (voir Théoréme 2.4.5). On en déduit

encadrement

€'+ N 3~ logdist(19(p).1(1) > Glp) >

Jj=0

> —C'= NS —logdist(£(p).1(1))

J=0

pour une constante C’' > 0 ce qui conclut la preuve. ]

Au Théoreme 2.4.3 du Chapitre 2, nous n’avons pas supposé f algébri-
quement stable. Cependant, cette hypotheése se révele cruciale dans les cas
considérés ici: X = P? ou P! x P! et f € My avec A primitive. En effet,
lorsque f n’est pas algébriquement stable, le courant T'(f) est dégénéré et
ne reflete que la distribution des hypersurfaces de X dont les itérés tombent
éventuellement dans I'ensemble d’indétermination I(f).

Théoréme 3.2.5. Soit f € M4 une application rationnelle dominante de
X =P? ou P! x P! avec A primitive. On a

v(p,T(f)) >0 ssipe I(f™).

e Si f est algébriquement stable, le courant T(f) ne charge pas les hy-
persurfaces.

o Si f n’est pas algébriquement stable, les deux assertions suivantes sont
satisfaites.

1. Le courant T(f) est porté par une réunion dénombrable d’hyper-
surfaces et SuppT(f) C I(f).
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2. Pour tout S € C{ (X), il existe une constante ¢ = c{S} > 0 t.q.
la convergence

1 :
lim —(f*)’S — ¢ -T(f)
J—00 p]
a lieu.
Remarque:
e L’assertion 3 du Théoreme 3.2.4 indique que l'ensemble {G = —oo}

consiste en ceux des points de X dont l'orbite passe suffisament pres
de I(f). Cependant seuls les points de p € I(f*) sont des sin-
gularités “fortes” au sens ou v(p,T(f)) > 0. Nous verrons qu’en
général l'ensemble {G = —oo} est beaucoup plus gros que I(f>°) (voir
I'exemple de la Proposition 3.5.1).

e Notons que dans le cas de P! x P!, I'hypothése A est primitive est
cruciale (voir I’exemple ci-dessous).

e Enfin il est possible d’évaluer précisément v(p, p~*(f*)¥w) en fonction
de certaines multiplicités associées aux points d’indétermination.

Exemple 3.2.6. Soit f : P! x P! défini dans C? par f(z,w) = (23, (z —
Dw?). En coordonnés homogénes,

flz0 = 21], [wo = w1]) = ([25 ¢ 2], [20wf : (21 — 20)w?]).

On vérifie que I(f) = {([1 : 1],[0 : 1]),([0 : 1],[1 : 0])} et que T(f) :=
limy,_o0 37%(f*) w1 a un potentiel continu (le courant T(f) est produit de la
mesure de Lebesgue sur le cercle unité |z| = 1 par lintégration sur les fibres
{z} x P!).

Remarquons aussi que {w1} est la seule classe de cohomologie propre
pour f* et représentée par une forme lisse positive.

Démonstration. L’implication v(p,T(f)) > 0 = p € I(f*°) résulte du
Théoreme 2.4.6. Soit donc p € I(f°°), quitte & prendre un itéré de f on
peut supposer que p € I(f).

Fixons ¢ € 7~ !(p). On va prouver que

(g, L7 (p  f*w)) = v(g,p ' H o F) > 0. (3.4)

Comme la suite Hy, := p~*HoF¥ est décroissante vers L~ (T(f)) (Théoreme
3.2.3), on en déduit que

v(q, L7N(T(f))) > v(q, H1) > 0,
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et on conclut en remarquant que v(p, T(f)) = v(q, L~X(T(f))) > 0.

Prouvons (3.4). On travaille dans P! x P!, le cas de P? se traitant de
maniére analogue. On peut supposer que ¢ € I;(f) et on a donc Py(q) =
Pi(q) = 0. Par Lojasiewicz, on peut trouver un entier N > 1 t.q. on ait
pour tout point x au voisinage de ¢ I'inégalité

|Po()|* + | Pi(z)* < Cdist(x, 9)*",
pour une constante C' > 0. On a donc

v(g, Hi) = p ' v(galog|P|+blog|Q|)
ap~'v(q,log|P|) > ap™'N >0,

v

ce qui conclut la preuve.

Si f est algébriquement stable, le courant T'(f) ne charge pas les hyper-
surfaces (voir Théoreme 2.4.6).

Lorsque f n’est pas algébriquement stable, nous reprenons la preuve
de [Si99] que nous détaillons dans le cas X = P! x P!, On note F* =
(P*, Q%) = (Rt - Py, R} - Q) ot Ry (vesp. R?) est un polynome de bidegré
Qg, By, (resp. i, 0r) et (P, Qr) = (Pok, Pik; Qok, Q1) est un relevé propre
(sans facteur commun) de f*. On note Ay, la matrice des degrés de (Py, Q)
(ie. de f*) et By := AF — Ay la matrice des degrés du couple (R, R3).
L’hypersurface {R} = 0} (resp. {R? = 0}) représente les courbes de X a
support contenu dans f~¥I (f) (vesp. f*I(f)).

On a pour tout k,I > 0, A¥ = By, + A, et Ay < ApA;. Comme f
n’est pas algébriquement stable, il existe un entier N > 1 t.q. deg R}V +
deg R?V > 1. De plus, A est primitive donc les coefficients de A2 sont tous
non nuls, et de Byiny > AFBpn on déduit Pexistence d’un entier k > 0 t.q.
tous les coefficients de A* majorent strictement ceux de Ax. On a donc
limg oo || Ag ||V < p, et

. 1
Jim 7 (alog || + blog|Qil) = 0.

Il s’ensuit que

H(z,w) = lim p*(alog |Ri| + blog |R?|). (3.5)

Par ailleurs la suite { R = 0} est croissante, donc T(f) = L(H) est & support
inclus dans une réunion dénombrable d’hypersurfaces

SuppT(f)c |J {Ri,=0}CI(f>).

k>0, i=1,2

Si S € Ci (X) est cohomologue & agw; +bows, on peut éerire p~*(f*)kS =
Sk+Ty avec Ty, := p~*(ao[Ri = 0]+by[R2 = 0]) et Sx = p~*(f*)*S. De (3.5),
on conclut que Ty — ¢ T'(f) pour une constante ¢ > 0 et que S, — 0. O
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3.3 Mesure limite.

Dans cette section, nous décrivons les résultats de Russakovski-Shiffman:
I'existence d'une mesure iy décrivant 1'équidistribution des préimages d’un
point générique sous la condition sur les degrés dynamiques A1 (f) < deg(f).
Nous discutons cette condition en donnant un moyen de calcul du degré
topologique pour les applications rationnelles dominantes de P2 ou P! x P!,
Cette méthode permet par ailleurs de prouver que le courant T'(f) A T'(f)
est & support dans I(f°°) dés que f n’est pas holomorphe.

3.3.1 Théoréme de Russakovski-Shiffman

Soit f une application rationnelle dominante de X = P2 ou P! x P!. On
a défini & la Section 2.2.5 les degrés dynamiques \;(f) := limy_.o0 p; (f*)'/%
ot p;(f) est le rayon spectral de f* : H*(X) — H“(X). Rappelons que
A (f) = p1(f) ssi f est algébriquement stable et que Ao(f) < A1 (f)2.

Russakovski et Shiffman ont montré un résultat d’équidistribution pour
toute application méromorphe d’une variété rationnelle.

Rappelons que pour une mesure positive u, on définit f®u comme étant
'extension triviale de (f|x\c(p))" 1 & travers C(f).

Théoréme 3.3.1. Theorem 1.1 [RS97]
Soit f une application rationnelle dominante de X = P? ou P! x P!,
Si la condition A\ (f) < deg(f) est satisfaite, il eriste une mesure de
probabilité iy sur X et un ensemble pluripolaire £y C X tels que

1
deg(f)J

pour toute mesure de probabilité v sur X telle que v(Ey) = 0.

(f)*(v) — ny, (3.6)

On a malheureusement tres peu d’informations sur la mesure limite .
En particulier on ne sait pas si elle est invariante au sens f®uy = deg(f)- s
(cf question 2 p.908 [RS97]). L’exemple 4 p.907 de [RS97] suggere en effet
que le support de py peut contenir des points d’indétermination. Nous
exhiberons de tels exemples lorsque nous analyserons le cas des produits
croisés au Chapitre 5.

Notre stratégie consiste a donner une construction alternative de p
pour assurer qu’elle ne charge pas les ensembles pluripolaires. On en déduit
alors grace a la propriété d’équidistribution du Théoreme 3.3.1, que s est
mélangeante. Pour cela, on utilise le lemme suivant:

Lemme 3.3.2. Soit f: X — X une application méromorphe dominante, et
soit p une mesure de probabilité qui ne charge pas les ensembles pluripolaires
vérifiant fu = deg(f) - pu (la mesure p est donc invariante).

Si w satisfait (3.6) alors elle est mélangeante.
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Démonstration. Etant données deux fonctions test x et 8 dans X, il s’agit
de démontrer que

<9-Xofj,,u>::/0-xofjd,u—>/Xd,u-/ﬁdu.

Or < O-xof, u>=<0,deg(f)~7(f7)*(xu) >, et la mesure yu ne charge pas
Er et est de masse [ x-u. Le Théoreme 3.3.1 implique deg(f) ™ (f7)* (xu) —
([ x-n) -y, ce qui donne la convergence souhaite. ]

3.3.2 Calcul du degré topologique

Discutons la condition deg(f) > A1(f). Nous donnons la définition suivante
de multiplicité en un point d’indétermination en terme analytique a 'aide
des nombres de Lelong.

Définition 3.3.3.

e Soit f : P2 — P2 une application rationnelle dominante, fizons un
relevé propre F = (Py, P, P,) de f a C?® et p € I(f). Soit o une section
locale de 7 définie au voisinage de p.

On définit la multiplicité de 1(f) en p par

wu(p, f) = v (p, (dd)*log||F o o).

Celle-ci ne dépend pas de la section o choisie.

e Soit f: P! x P! — P! x P! une application rationnelle dominante,
F = (Py, P1,Qo,Q1) un relevé propre de f a C2 x C% et p € I(f). Soit o
une section locale de w définie au voisinage de p.

Pour tout couple (u,v) € {0,1}2 avec u+v = 2 on définit la multiplicité
mixte de I(f) en p par

p(p, f) == v (p, (dd°)*log || P o o|| A (dd°)* log |Q o o)) -
Pour tout couple a,b € Ry on notera

] p, ) = v (p.(dd)*(alog||P oo +blog|Q o o))
= aZup, £) + 2abpt U (p, 1) + 02 ulON (p, £).

Remarque: Les multiplicités définies ci-dessus peuvent s’interpréter comme
des multiplicités (mixtes) associées a certains idéaux de germes analytiques
(voir [T73]). Dans la pratique, les méthodes algébriques de calcul de multi-
plicités sont plus maniables.

D’autre part dans X = P! x P!, on remarque que I'implication

p(p, f) > 0=pe L(f) N L(f)

est toujours satisfaite. ¢

Le degré topologique se calcule comme suit.
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Proposition 3.3.4.

e Sife Ratp(P2) est une application rationnelle dominante de degré p
on a

deg(f) =p* = > ulzf). (3.7)
2€I(f)

e Si f € Rats(P' x PY) est une application rationnelle dominante,

deg(f)=ads+py— Y.  ullzf). (3.8)
zeli (f)NI2(f)

Notons le corollaire immeédiat suivant.

Proposition 3.3.5. Soit A € M(2,N) ou N* et f € Ma. On a toujours
Xo(f) = deg(f) < p? = M(f)?. Les cas d’égalité sont donnés dans la liste
suivante:

o f: P2 — P? est holomorphe;
o f: P! x P! est un produit croisé 3y =0 avec a = §;
o f:P! x P! est holomorphe a =6 = 0.

Dans le cas X = P2, une application rationnelle “générique” est holomor-
phe et vérifie donc deg(f) = p? > p dés qu’elle n’est pas un automorphisme.
Dans P! x P! la situation est un peu plus compliquée.

Proposition 3.3.6. Soit A € M(2,N) ou N*. L’ensemble des f € My
telles que la condition de Russakovski-Shiffman deg(f) > A1 (f) n’est pas
satisfaite est inclus dans une réunion dénombrable d’hypersurfaces de M 4
sauf dans l'un des quatre cas suivants:

1. f:P? = P? est un automorphisme linéaire;

2. f:PLx P! est un produit croisé By =0 et min(a,d) =1 ;
3. f:PLxPletad=0 et By <max(a,6) +1;

4. [P xPleta=B=y=56=1.

Démonstration. La preuve est une combinaison immédiate des Proposi-
tions 3.1.6 et 3.3.4. U

Concluons cette section par le théoreme suivant qui indique que 'on ne
peut construire py comme auto-intersection du courant de Green comme
pour les applications holomorphes de P2.
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Théoreme 3.3.7. Soit f € M 4 une application rationnelle dominante de
X =P2? ou P! x P! avec A primitive. On suppose f algébriqguement stable.
Alors pour tout p € X, on peut définir

1 {u(z% f*) pour X = P2,

o@, f) == lim — X
p (p f) k—oo pk N{a,b} (p7 fk) pour X = P1 X Pl.

On a alors

® fioo(p; f) >0 ssip e I(f>);
e on a convergence faible

lim — ()0~ = 3 ool ).

k—oo pk p

3.3.3 Preuves

Démonstration.Proposition 3.3.4

Soit Py := {H; = 0} et P» := {Hs = 0}, deux hyperplans génériques avec
{H;} = {w;} si X = P! xP!. Notons pg := PLNPy. Le courant f*Hy A f*Ho
est bien défini et cohomologue & p?whg si X = P? et (ad + By)wi A wsy si
X = P! x P!. Son support est exactement f~'{pp} UI(f). On a donc

/ [*HIA f*Hy = p®ouad+ By
X

= deg(f)+ Y vlp, f*Hi A f*Hy).

peI(f)

Etudions plus précisément les nombres de Lelong intervenant dans la somme
ci-dessus. On se place au voisinage d’un point p € I(f) et on fixe une section
locale o de .

Placons nous tout d’abord dans X = P2. Comme H; et Hy ont été
choisis de maniere générique, on peut trouver une constante C' > 0 t.q.

|HyoFogl?>+|Hyo Fool|? S o1
[F 0ol -

c>

Le théoreme de comparaison entre nombre de Lelong (voir Theorem 6.1
[De93]) implique alors

v (a5 081t 0 F oo 4120 F o)) = i )

Introduisons dans des coordonnées locales (z,w) en p = (0,0) le germe
holomorphe
h(z,w):= (HyoFoo,Hyo Foo).
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On a h=1{0} = {0} donc h est un morphisme fini. On a au sens des mesures
1 1
(ddc)2§ log(|[Hy o Fool|?> +|Hyo Fool?) = h*(ddC)Q5 log(|z] + |w]?),
dd®log |Hy o Foo|ANdd°log|Hyo Foo| = h*(dd®log|z| A dd°log |w|).

On déduit alors

v(p, ffH1 A f*Ha) = wv(p,h*(dd"log|z| A dd®log w]))
= deg(h)
= v(p, h*((dd®)*27 " log(|z[* + |w[*)))
= pu(p, f).

ce qui prouve la formule annoncée.
Dans P! x P!, en un point de I(f)\ I1(f) N I2(f) les égalités

M[Ll](p? f) =0= V(pv f*Hl A f*HQ)

sont satisfaites. On peut donc supposer que p € I1(f) N I2(f), et on a de
meéme que précedemment

C’Z|H10FOUE+’H20F200’220_1.
[P ool + Qo0

On en déduit

. f) = v
v(p, (dd°)*2  log(||P o o||* + [|Q 0 o|*))
p, (dd)*27(log |Hy o F o o|* +log |[Hy 0 F o 0?))

(p,dd®log || P o o|| A dd®log ||Q o o]|)
(
(
v(p, h*(dd®)?2 log(|2[* + |w]?))
(
(

I
N

v(p, h*dd®log |z| A dd°log |w|)
D, f*Hl A f*HQ)a

= vV

ce qui prouve la formule annoncée. O

Démonstration.Théoreme 3.3.7
Soit k£ > 0 un entier arbitraire et considérons les deux mesures positives

pk = () wrw),
pog = (f9rw A () w.

Hors de I(f*) les deux mesures coincident. Soit p € I(f*). Comme p j est
représentée par une fonction L! (voir Proposition 2.2.2) on a

v(p, p1,k) = p1xip} = 0.
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D’autre part pour une section o fixée, on a dans X = P2

v(p, pag) = v(p, (dd°)*log | F¥ o of|) = u(p, "),

et dans X = P! x P!

v(p, o) = v(p, (dd)*(alog ||P* o o] + blog | Q" o o)) = pt** (p, f¥).

On a donc

Mok = 1k + Z dp X

{u(p, ff)si X = P2,
peI(f*)

plebt (p, fF) st X = Pl x P1.

Comme F' est donnée par des polynomes homogenes de degré p, on a dans
X =P?

ok+1(p) = vip, (ddc)2 log || F' o Fko al)
> p*u(p, (dd®)?log||F o F* o ol|) > p*uo k(p),

ce qui prouve que la suite p‘zkuzk(p) est croissante. Dans X = P! x P!, le
résultat est analogue. La suite p~2¥ g 1.(p) converge donc et on note pioo (p, f)
sa limite.

On remarque alors que pyx(X) = deg(f)¥ et por(X) = pi(f)? =
p1(f)?*. Or on a toujours deg(f) < p1(f)? sauf si X = P2 et f est holo-
morphe ou X = P! x P! avec a = § = 0 (f est holomorphe) ou a = § > 1
et By =0 (f est un produit croisé). On a par hypothese exclu tous ces cas.
On en déduit donc

kh—{goﬁ(f JwA(f)w = Jim 2 H2k
- p(p, f*)
= hm p 2’“5 { o
p;k) ptePH (p, £¥)
= Z Moo(pv f)(slh
pEI(f*)

ce qui conclut la preuve. O
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3.4 Compactification des applications polynomia-
les de C?2.

Nous prouvons dans cette section que pour les applications polynomiales de
C? possédant un point superattractif & I’infini, le courant de Green admet
un potentiel continu dans C? (Théoréme 3.4.3) dont les singularités sont
controlées, logarithmiques & l'infini (Proposition 3.4.4). On en déduit un
théoréme de continuité pour la dépendance du courant de Green par rapport
a un parametre holomorphe.

Soit f : (z,w) € C? — (P(z,w),Q(z,w)) € C? une application poly-
nomiale dominante de C2. Pour étudier la dynamique de cette application,
on tire partie de son algébricité en considérant son extension a une com-
pactification de C? soit X = P? soit X = P! x P!. Cette extension doit
étre algébriquement stable pour pouvoir construire un courant de Green
intéressant (voir Théoreme 3.2.5). On notera Lo, := X \ C? le diviseur &
I'infini.

Définition 3.4.1. Soit A € N* ou A € M(2,N) primitive. On note
P4 Uensemble des applications polynomiales dominantes f : C? — C2 qui
s’étendent de maniére algébriqguement stable dans X = P? ou P! x P! en
une application rationnelle de degré A.

On notera abusivement f lextension de f a X.

Proposition 3.4.2. Soit f = (P, Q) une application polynomiale dominante
de C%. On notera P;, Qg les parties homogénes de degré mazimal d =

max{deg(P),deg(Q)}.

1. L’application f se compactifie de maniére algébriquement stable dans
P? ssi pour tout couple (A1, A2) # (0,0), la relation \oP; = MQqg
implique ou Pg(A1,\2) # 0 ou Qgq(A1, A2) # 0.

Lorsque AaPy = MQq, le point q := [\ : Ay : 0] est five superattractif et
f(Leo) = q.

2. L’application f se compactifie de maniére algébriquement stable dans
P! x P! ssi les deuz conditions suivantes sont vérifiées

deg.(P) + deg, (P) = deg(P),
deg,(Q) + deg, (@) = deg(Q).
Lorsque c’est le cas, ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) est un point fize superattractif et
(L) = g sauf si
I.a=0=0etf=~v=1 (f est un automorphisme linéaire) ;

2.0=0eta=1,o0uvy=0ced=1(f est un produit croisé semi-
linéaire).
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La preuve est immédiate. Remarquons que la dynamique des produits
croisés semi-linéaires se ramene essentiellement & de la dynamique en une
variable. Notons également que tout un voisinage de {zgwg = 0} \ I(f?) est
envoyé sur g par f2 lorsque f n’est pas un produit croisé, ce qui implique
E(f) = I(f?). Nous verrons que l’ensemble E(f) peut étre beaucoup plus
gros dans le cas des produits croisés (cf Section 5.1.3).

On supposera dans la suite que A est primitive, on notera p > 1 la plus
grande valeur propre de A, et (a,b) un vecteur propre associé a coefficients
positifs, normalisé par 2ab = 1 quand X = P! x P! et w = aw; + bws.
On notera aussi pour j € N, f/ = (P/,@Q7). Enfin, on notera dans toute
cette partie ||(z,w)| = |z| + |w| si (z,w) € C2. De méme, pour ( € C,

I€IF == 111 Ol = 1+ [¢].

Théoréme 3.4.3. Soit A € N* ou M(2,N) primitive. Soit f = (P,Q) €
Pa une application polynomiale dominante de C? qui s’étend en une appli-
cation méromorphe algébriquement stable f de X = P? ou P! x PL. On
suppose que f*(Loo) = q est fize superattractif. Soit

q) = {(z,w) € C*/ f(z,w) — q}
son bassin d’attraction dans C2. Alors la fonction

g(z,w) := lim
J—00

o9 logt (P, Q9 > 0 pour X = P2,
p~7 (alog||[P7|| + blog [|@Q7]]) >0  pour X =P x P!,

est un potentiel psh global de T(f) dans C? i.e. dd°g = T(f). De plus,
Qq) = {(z,w) € C*/ g(z,w) > 0} |

en particulier la fonction de Green g est continue dans C2.

L’estimation suivante de la fonction de Green sera utile ultérieurement
(voir Théoreme 5.2.7).

Proposition 3.4.4. On se place sous les hypotheses du Théoréme 3.4.35.
Au wvoisinage de tout point py € I(f*°) = I(f?), le courant invariant
T(f) associé a f admet un potentiel G psh t.q.

G(p) > clogdist(p, po) + O(1)
pour une constante ¢ > 0.

Démonstration.Théoreme 3.4.3

La démonstration est tout & fait analogue pour X = P? ou P! x P!,
Nous ne considérons ici que le second cas.

Sous les hypotheses du théoreme, on peut écrire f = (P, Q) avec

P(z,w) = Biz*w’ +O(||(z,w)|**7),
Qz,w) = BT’ +O(||(z,w)["H71),
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et B1Bs # 0. On peut donc trouver R > 0 assez grand, et C' > 0 tels que
pour tout (z,w) € U := {(z,w) € C%, min{|z|, |w|} > R},

CH izl wl® < 1Pz )] < Cllz)*lw]? (3.9)
CH =]l < Q2 w)ll - < Clllflw]l® - (3.10)
La fonction alog ||z|| + blog ||w|| est un potentiel de w’, donc la fonction
: 1 : . o
7 (z,w) = — (alog | P|| + blog [Q7]) + Y p~/ MlogC,
r K2jH

est un potentiel de p~7(f*)/w’ dans C2. Les inégalités (3.9) et (3.10) im-
pliquent que la suite g’ est décroissante et [g7! — ¢g7| <logC/p’T!. On en
déduit que ¢ converge uniformément vers g dans Ug ; de plus

lg — alog ||z[| — blog ||w||| < log C/(p — 1) dans Uk,

donc Ugr C € et I'invariance de g entraine , C {g > 0}.
On va prouver que g(z,w) = 0si (2, w) & 4. Quitte & augmenter R > 0,
on a pour tout |z| < R, et |w| > R,

|P(z,w)| < CRYwl|? et |Q(z,w)| < CRY|wl|® . (3.11)
De méme, pour tout |z| > R, |w| < R,
|P(z,w)| < CRP|2|* et |Q(z,w)| < CR|w|" . (3.12)

Nous aurons besoin du lemme suivant, dont nous laissons la preuve au
lecteur.

Lemme 3.4.5. Soit k > max(a, d,v/(37). Pour des choiz de constantes C1,
Cy > 0 assez grandes vérifiant C1/Cy = \/7/ 0, les inégalités

V

a;, bj > 1 y
ajy1 > max{f+aaj,a+ Bbj} +1,

bjy1 > max{y+0b;,6 +vya;}+1.
sont satisfaites par les suites a; = Cik? et bj = Cyk? et pour tout j € N.

Fixons maintenant (z,w) ¢ Q4. Soit

M := max{ sup |P|, sup |Q|},
A2(R) A2(R)

et 7 := max(«,3,7,0). On pose M := max(Mi, R,C,|z|,|w|) et on note
(zj,w;) = f/(z,w). On a donc Vj > 1, |z;| < R ou |w;| < R. Vérifions par
récurrence que

Vi > 1, |2 < M% et |wj| < M. (3.13)



CHAPITRE 3. CAS DE P? ET P! x PL. 111

L’assertion est claire pour j = 1 puisque a1,b; > 1 et M > max(|z],|w|).
Supposons la vérifiée au rang j > 1.

Supposons max{|z;|, |w;|} < R. Alors |zj41| < My < M < M%+1 et
similairement |w;| < MY+,

Supposons |z;| < R et |w;| > R. Alors

21| = [P(zj,w))] < CR|wy|® < CMOFTFP— < Mot

et
lwjs1| = |Q(zj,wy)| < CRw;|® < CMIT=1 < ppbisr,

Enfin le cas |zj| > R et |w;| < R se traite de maniere similaire.
Il suffit a présent de remarquer que

p:%(a+5+\/(a—5)T457>>maX(a,5,\/577)7

lorsque A est primitive i.e. 8y # 0, « + 6 # 0. En fixant k& < p dans (3.13),
on obtient que a;/p’ — 0 et bj/p’ — 0 et la majoration précédente donne
donc g(z,w) = 0. U

Exemple 3.4.6. En général, la majoration de la croissance de la suite
{fi(z,w)};j>0 dans C2\Q(q) est optimale. Soit par exemple o > max (6, \/BY) >
1 et définissons f(z,w) = (2°w® 4+ 2%, 27w?). Alors f(2,0) = (2%,0),
un voisinage de {(2,w) € C?/|z| > 1 etw = 0} est attiré par le point
d’indétermination ([0 : 1],[1 : 0]) et la croissance est de l'ordre de M.

Démonstration.Proposition 3.4.4

On se place dans le cas X = P! x PL. 1l est tres pratique de travailler
en coordonnées homogenes.

Notons G un potentiel de T(f) dans C? x C? vérifiant les équations
d’homogénéité (3.2) et (3.3). L’équation fonctionnelle de T(f) s’écrit GoF =
p G ou F est un relevé polynomial de f & C? x C?. Remarquons que le
Théoreme 3.4.3 donne é(l,x, 1,y) = g(z,y) pour tout (x,y) € C2.

On peut supposer que po = ([1 : 0], [0 : 1]) et, quitte & remplacer f par f2
que «, 3,7v,0 > 1 et pg € I(f). Notons G(zx,y) := é(l,x,y, 1) un potentiel
de T'(f) au voisinage de pg. On cherche une constante ¢ > 0 t.q. pour tout
T,y assez petits

G(z,y) > emax{log |z|,log [y|} + O(1).

On remarque tout d’abord que par homogénéité de G ona

G(z,y) =G(1,2,y,1) = G(1,z,1,1/y) + blog |y|
= g(z,1/y) + blog |y| > blog |y|,
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car la fonction g est positive (voir Théoreme 3.4.3). Soit N € N* un entier
que nous fixerons précisément par la suite. On obtient dans {|y| > |z|V}
I'estimation

G(z,y) = blog|y| = bN max{log |z, log [y|}. (3.14)

Il reste minorer G dans {|y| < |#|"}. Comme ¢ = ([0 : 1], [0 : 1]) est super-
attractif, la fonction G est pluriharmonique dans un voisinage de 7~ !{q}.
On peut donc trouver Cy > 0 t.q. pour u, v assez petits

G(u,1,v,1) > Cy. (3.15)
Or le point pg est isolé dans I(f) , d'ou P(1,2,0,1) = 0 ssi x = 0. Par
Lojasiewicz, on peut trouver des constantes Cy > 0 et M € N tels que
|P(1,2,0,1)] > Cq|z|M. De méme, il existe C, > 0 et M’ € N tels que
|Q(1,,0,1)] > Cy|z|™". Posons N > max(M,M') et ¢ < 1. La formule de
Taylor donne pour tout point de {|y| < |z|V, |z| + |y| < €}

|P(L,2,y,1)| > Cafa™ — Csly| > Cula|™,

pour des constantes C3,Cy > 0. De méme |Q(1,z,y,1)| > Cylz|™". Donc

|Z‘<|(E|IV,|(E| ‘y|<€ ‘Z (17173/7 1) Q(17I?y7 ]‘)

On utilise alors I’équation fonctionnelle GoF = pé . On déduit de I’équation
F(l,z,y,1) = (y*, P(1,2,y,1),5°,Q(1,2,,1)) que pour tous les points de
{lyl < [V, |2 + |yl < e},

Glz,y) = p'GW° Py,Q)

(v
e <—,1, —,1> + oL (alog|P| + blog|Q))
P Q
> p 01+ p ! (alog |P| + blog |Q))
> clog|z| + C5 > cmax{log|z|,log |y|} + C5,
ce qui acheve la démonstration. [l

Théoréme 3.4.7. Soit (fy) une famille d’applications polynomiales domi-
nantes algbriquement stables de P4 dépendant continument d’un paramétre
A € A (A étant un espace métrique). On suppose que pour tout X, le point
fa(Loo) est un point fixe superattractif.

Soit (Tx)xen la famille associée des courants de Green. Alors X — Ty
est continue.
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Démonstration. La continuité de la famille des courants de Green est
équivalente  celle des potentiels (gy) dans C? pour la topologie Llloc. Comme
précédemment, on se place dans le cas X = P! x PL.

Puisque les degrés A sont fixés indépendemment de A, il découle de la
construction des potentiels que VA € A, on a g)(z,w) < alog ||z||+blog ||w]|,
donc la famille gy est localement uniformément majorée.

Soit A9 € A et v une valeur d’adhérence de la famille {g\} au point
Ao. Montrons tout d’abord que v < g),. Rappelons que g est la limite
décroissante des fonctions g7(-,\) et Vj € N, A\ — ¢7(-, \) est continue. Or
un infimum de fonctions s.c.s. est s.c.s., donc A — g(.,\) est s.c.s. et ainsi
v < g),- Notons que cette inégalité n’a lieu a priori que pour presque tout
(z,w) € C?, mais v et gy, sont psh donc v(z,w) < gy, (2, w), ¥(z,w) € C.

L’inégalité inverse requiere véritablement le fait que les f) sont polyno-
miales dans C2. Les coefficients des polynémes définissant fy varient con-
tinument avec A. Pour € > 0 fixé, on peut trouver R > 0 et une constante
C > 0 tels que VA € B(\g,¢), V(z,w) € Ug,

CH izl wl® < [Pa(zw)l < Cllz)*lwll”
CH 2ol < |Qx(zw)l < Cllz| ]

On en déduit que la suite g’/(z,)\) converge uniformément par rapport
(2,A) dans Ur x B(Ao,€). Donc v = gy, dans Ur. Mais v et g,, satisfont
la méme équation fonctionnelle v o fy, = p4 - v, et gr, © fry = P+ - Iro-
On en déduit, puisque le bassin d’attraction Q,(fy,) de ¢ relatif a fy, est
égal a Qq(fy,) = szl f)\_oj(UR), que v = gy, dans ce bassin. Enfin on a
0 <v < gy et gy, =0 alextérieur de Q4(fy,), donc v = gy, dans tout C2.

O
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3.5 Quelques exemples

Dans cette section, nous donnons deux exemples d’applications rationnelles
présentant des caractéristiques intéressantes.

Le premier précise la difficulté du Théoreme 2.4.6: on construit une
application birationnelle (i.e. deg(f) = 1) de P2 t.q. l’ensemble des points
ou le potentiel du courant de Green vérifie {G = —oo} contient une réunion
dénombrable de courbes.

Proposition 3.5.1. Il existe deux constantes b et ¢ non nulles, telles que
Uapplication birationnelle f : P? — P? définie par

flzrw:t] =[wt + cz(w +t) : w(t + bz) : t(w + bz)]
vérifie les propriétés:
1. I(f)={[0:0:1], [0:1:0], [1:0:0]};
l’ensemble critique de f est réduit aux trois hyperplans zwt = 0;

fz=0=[1:1:1], flw=0)=[c:0:b] O, f(t=0)=[c:b:0] O;

> o

Uhyperplan A = {w = t} est f-invariant, et f|a est conjuguée a une
rotation irrationnelle;

5. [1:1:1] ¢ I(f>);
6. [1:0:0] € Up>ofn[l:1:1];

Si G est la fonction de Green associée a f,
7. G(1,1,1) = —o0.

Les assertions 1. 2. 8. et 5. impliquent que [ est algébriguement
stable, tandis que 7. implique que l’ensemble des poles de G contient le
point [1 : 1 : 1], donc {z = 0} et toutes ses préimages. En particulier,
Uensemble {G = —oo} des péles de G n’admet aucun voisinage Stein .

Démonstration. Les assertions 1. 2. et 3. sont immédiates. Sur A, on a
flz:w:w] = [w(w + 2¢z) : w(w + bz) : w(w + bz)] .

En particulier A est bien invariante. Remarquons tout d’abord que I(f*°)N
A = Up>of "([1 : 0 :0]). II suffit donc pour prouver 5. de vérifier que
[1:0:0] & Up>of"[1:1:1].

En coordonnées [z : 1: 1] sur A, f se réécrit

2cz + 1
f2) = bz+1
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z =

Figure 3.1: Exemple d’application birationnelle.

Posons V = /4b + (2¢ — 1)2 en choisissant la solution de partie réelle pos-
itive. Si V # 0, les deux points z4+ = (2¢ — 1 £ V)/2b sont les deux points
fixes de f. Le changement de coordonnées 7 = z — z_/z — z; conjugue f a

(2 —1)2+4b+V(2c+ 1)
f(T)__(2c—1)2+4b—V(26—|—1)

T:=01.

Dans ces coordonnées, le point [1 : 0 : 0] est le point 79 = 1, et le point
[1:1:1] correspond & 71 = z— — 1/z — 1. Soient ¢ et ¢ € [0, 1] deux réels
fixés, avec 1 non entier. Il est alors possible de choisir b et ¢, tels que

o 1i(bc) =™ £1,

e O(b,c) = 79,
Pour prouver cela, il suffit de prouver que le systeme algébrique suivant
admet des solutions dans C3:

(2c—1)? +4b+V(2c+1) = —e*™((2c—1)*+4b—V(2c+1))

2-20—-1-V = ¥ (2c—-2b—-1+V)
V: = (2c—-1)244b
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Le systéme a l'infini se réécrit

42 +2Ve = —4e¥™0e? 4 20270V ¢
2—20—-V = ¥ (2c—2b+V)
V2 = 4

qui ne possede pas de solutions non-nulles. On en déduit que le nombre de
solutions dans P? du systéme initial est fini, égal & 4, et toutes les racines
sont localisées dans C3.

Le point (3) du Théoréme 3.2.4 implique que G(1,1,1) = —oco est équi-
valent a la divergence de la série

S = Z Zinlogdist(f"u (1:1),I(f))

n>0

qui dans notre cas se majore par

1 1 -
S<) o log|f"(m) = 1] = > o log |eZim(Wind) _ 1|
n>0 n>0
1 . log 2
= Z o log |sin(7 (v + ng))| + Z o
n>0 n>0
1 1
< ZQ—nlog|{w+n¢}| +22—nlog27r :
n>0 n>0
ou {z} dénote la partie fractionnaire de z. On choisit maintenant ¢ = —1/2,
et ¢ = ano 1/2%  avec a,, défini par récurrence, ag=1, et ap4+1 = 22" 4
an. On a alors 'estimée
1 an—1 1 An—0nit1
W log{w -+ 2 ¢} S W log 2
an — Gp41

s

< —log2.
Donc § = —o0 et G(1,1,1) = —oo. On conclut la démonstration en remar-
quant que pour tout n € N, {¢) + n¢} # 0, car ¢ est transcendant, donc 5.
est vérifié. O

Nous exhibons dans le second exemple une famille d’applications poly-
nomiales pour lesquelles le support du courant de Green est strictement
inclus dans I’ensemble de Julia, ces applications ne sont donc pas normales
(cf Théoreme 3.2.4). Plus précisément, il y a un disque holomorphe isolé
dans l’ensemble de Julia que le courant de Green ne peut pas charger (cf
Théoreme 3.2.5). Ce phénomene est plutot surprenant pour des applications
qui ne sont pas des produits croisés.
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Proposition 3.5.2. Considérons
fi(z,0) € C? s (2(w® — N),w?(zu” + Q(w))) € C?,

ou @ est un polynome de degré m < p et |\| > 1. On note encore f
Pextension méromorphe a P! x P! qui est algbriquement stable. Notons
go = ([0:1],[1:0]) € I(f). On note Qg l’'ensemble des points attirés par qo
sous litération de f.

Alors il existe ro > 0 tel que

{(z,w) € C2/0< |zl <ryt et |wl <r§} C Qa.

Le disque {0} x A(r2) est isolé dans lensemble de Julia J(f). En particulier
SuppT est strictement contenu dans J(f).

La proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 3.5.3. Considérons pour &, r > 0,
We(r) :={(z,w) € C¥le< |zl <rtet|uw < 7“2}.

Fizons t,t' € R tels que 1 <t < |\? < t'. Alors il existe ro > 0 tel que pour
tout € >0, 0 < r <o,

F(We(r)) € Wi(r/t') .

Démonstration.

On fixe 7y > 0 assez petit pour que |A? —r3 > ¢, (A2 + 73 <t et
(1+M)ro(t')? <1, ot M = sup|y|<1 |Q(w)|. On a alors, pour 0 < r < 1,
(z,w) € Wc(r) et (z1,w1) = f(2,w), les inégalités

2] 2 (2] = )] > g
)\2+ 2 t/
gl < (A2 + )l < 2T L L
1+M 72
— <)

wi] < Jwl(|2|lwf” + Q(w)[) < r*
ce qui conclut la preuve. ]
L’application f a pour la matrice des degrés
A= [ ; 2 —T— P } )
Son premier degré dynamique et son degré topologique sont

M) =1/2B+p++/(p+1)2+8),

deg(f) =max(p+2,4+m)si@Q #0 .
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On a donc deg(f) > Ai(f) ssim =poum=p—12> 0 et cette condition
assure 'existence d’une mesure limite p¢ (cf Théoreme 3.3.1).
Lorsque m < p — 1, on obtient

L(f) =A([1: 0}, [0 ]); ([0 2], [1 = £AD}
L(f) = {([1: 0L, [0:1]); ([0 1, [1 = O)}
Lorsque m = p, on obtient I;(f)NI2(f) = 0 et deg(f) = p+4 est donné par

la Proposition 3.3.4. Notons que le point A = ([0 : 1],[1 : 0]) est un point
d’indétermination, I'application f n’est donc pas normale.
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Introduction

Au Chapitre 2, nous avons associé a une application méromorphe dominante
f+ X — X un courant T(f) positif fermé de bidegré (1,1) défini comme
limite T(f) := lim;j_c0 p 7 (f*)w olt w est une forme (1,1) positive fermé
sur X t.q. f{w} = p{w}. Ce courant satisfait a I’équation d’invariance
f*T(f) = pT'(f). Nous avons décrit quelques propriétés de ce courant et
prouvé qu’il contenait des informations de nature dynamique sur f (voir par
exemple Théoreme 2.4.5). Dans ce chapitre, nous étudions les problemes de
convergence vers T'(f). Nous posons les deux questions suivantes.

Probléme A: Caractériser tous les courants S € C; (X) pour lesquels
on a convergence

lim ()8 = T(f). (4.1)

au sens des courants. '

Pour un courant S # T'(f) vérifiant ’équation d’invariance f*S = pS,
on ne peut avoir convergence (4.1).

Probleme B: Caractériser le convexe G, des courants S € Ci (X) sa-
tisfaisant a I’équation d’invariance f*S = pS. [

Notre but est de donner une réponse précise a ces deux problémes pour
une classe particuliere d’applications méromorphes. Nous ferons dans tout
ce chapitre les hypotheses suivantes.

(R1) X est une surface lisse, kdhlérienne, compacte, connexe.

(R2) f:X — X est une application birationnelle dominante algébriquement
stable t.q. p:= A1 (f) > 1.

(R3) Le sous-espace ker(f* — pld) C H}r’l(X ) est de dimension 1, engendré
par la classe d’une forme lisse positive fermée {w}. De maniére équi-
valente, pour toute classe £ € H}r’l(X), on a p I (f*)E — c(&){w}
pour un réel c(§).

Définition 4.0.4. On dira que f : X — X appartient a la classe (B) lorsque
les conditions (R1), (R2) et (R3) décrites ci-dessus sont satisfaites.

Notons que toute application birationnelle algébriquement stable de X =
P2 ou P! x P! avec \{(f) > 1 appartient a la classe (B). En effet dans
P! x P! si (R3) est violée, f est soit holomorphe, soit un produit croisé
(voir Lemme 3.2.1). Comme f est birationnelle, ceci implique A1(f) =1 et
contredit ’hypothese (R2).

Pour les applications de la classe (B) le probleme A possede la solution
suivante.
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Théoréeme A. Soit f : X — X wune application birationnelle de la classe
(B) et T(f) :=1limj_00 p~7(f?)*w le courant de Green de f.

Alors il existe un ensemble fini € C X (I’ensemble des points excep-
tionnels de f) tel que pour tout S € C{(X), les conditions suivantes sont
équivalentes.

1. Pour tout p € £, on a v(p,S) = 0.

2. Il existe une constante ¢ := c¢({S}) > 0 t.q.

|
SP)S — e 1), (4.2)
De plus si V' est un voisinage fizé de €, la convergence dans (4.2) est uni-
forme dans le compact des courants de masse 1 et dont le support évite V.

Remarque: Le Théoreme A implique un résultat d’équidistribution des
préimages d’'une hypersurface générique. C’est donc un analogue de ’asser-
tion suivante. Pour toute fraction rationnelle & une variable R € C(z), on a
équidistribution des préimages d’un point z € P! vers la mesure d’équilibre
de R ssi z n’est pas exceptionnel (voir [Ly83]). ¢

Notons le corollaire suivant. On notera V; = Pd+3)/2 Pensemble des
hypersurfaces de P2 de degré d.

Corollaire 4.0.5. Soit f : P2 — P2 une application birationnelle algébri-
quement stable et t.q. p:= A (f) > 1. Pour tout entier d > 1, l’ensemble
des hypersurfaces H € Vg t.q. p 7/ (f))*[H] — d-T(f) est un ouvert de
Zariski dense dans Vg = PHd+3)/2,

On peut répondre au probleme B.

Théoreme B. On se place sous les hypotheses du Théoréme A.

1. Pour tout point p € &, il existe un cycle analytique de codimension 1
a coefficients réels positifs T}, dont le support contient p et t.q.

FT,=p-T, (4.3)

Ce cycle est unique sous la normalisation ||T,| = 1 et si il vérifie
la condition suivante. Pour tout cycle analytique S contenant p sati-
faisant a (4.3), il existe une constante ¢ >0 t.q. S > c-T).

2. On a
Go=Ry-T(f)+> Ry T,
peE

En d’autres termes, tout courant S € C’f (X)) vérifiant I’équation fonc-
tionnelle f*S = pS est combinaison linéaire des courants T(f) et

{Tp}peg-
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On vérifiera aussi que les deux théorémes ci-dessus sont valables pour les
applications monomiales de C? définies par f(z,w) = (2®w?, 27w’) et dont
la matrice des degrés est primitive.

La démonstration des Théorémes A et B s’appuie sur des estimations
volumiques i.e. sur une minoration fine de la suite Vol(f/(E)) pour un
borélien E fixé. Elle se situe dans l'esprit de celle initiée par Bedford-
Smillie ([BS91]), Fornaess-Sibony ([F'S92]) dans le cas des applications de
Hénon, et de Diller ([Di96]) dans celui des applications birationnelles de P2.
Notre méthode permet de donner des théoremes optimaux de convergence
qui étendent méme dans le cas des applications de Hénon les résultats déja
obtenus.

Nous donnons tout d’abord une caractérisation de ’ensemble exception-
nel £ et définissons les courants T}, associés aux points p € £. Celui-ci est
un sous-ensemble de ’ensemble des points périodiques superattractifs. A
tout point p superattractif, nous associons un réel p(p) > 1 qui controle la
décroissance des volumes pres de p. Le point p sera exceptionnel lorsque
p(p) est maximal égal a p.

Nous prouvons ensuite les différentes estimées volumiques qui seront
nécessaires pour la démonstration du Théoréme A. Celles-ci sont essentielle-
ment basées sur les estimées volumiques d’ensemble de sous-niveau de fonc-
tions psh dies a Kiselman. Ces derniéres simplifient les arguments basées
sur les estimations d’aire classiques de théorie du potentiel utilisées dans
[BS91] et [FS92].

On se ramene alors a des estimations de certaines multiplicités asymp-
totiques du type considéré au Chapitre 2. Il est important de noter que ces
multiplicités doivent étre calculées en tout point et en particulier aux points
x € I(f). L’hypothese f birationnelle permet de controler simplement le
comportement de ces multiplicités sur I(f) pour conclure.

Nous prouvons alors les deux Théoremes A et B. Nous concluons en-
fin en décrivant précisément le cas des applications monomiales de C? et
des applications birationnelles de P2. Nous étudions dans ces deux cas la
structure de £.
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4.1 Généralités sur les applications birationnelles
de surfaces

Soit X une surface complexe lisse compacte connexe et f : X — X une

application rationnelle dominante. Rappelons que f est dite birationnelle si

il existe des fermés analytiques stricts V,W C X t.q. f: X\V — X\ W soit

un biholomorphisme. Si f = f est birationnelle, on notera f_ son inverse.
On vérifie les propositions générales suivantes.

Proposition 4.1.1. Soit f1 : X — X une application birationnelle.
e fy ralise un biholomorphisme de X \ C(fy) sur X \ C(f-);
o f+(C(f4)) =1I(f-).
o Le graphe I'(f+) C X x X de f est lisse hors de I(fy) x I(f-).

Démonstration. Pour le dernier point, il suffit de remarquer que si (p, q) €
I(fy) et que p & I(f+) la premiére projection induit un biholomorphisme
local de I'(f) sur X qui est lisse. De méme lorsque ¢ ¢ I(f_), la projection
de T'(f4) sur le second facteur est un biholomorphisme. O

Proposition 4.1.2. Soit f1 : X — X wune application birationnelle. No-
tons f1, f* les actions respectives de f, f— sur HY1(X). Alors pour toutes
formes wy,wsy lisses fermées de bidegré (1,1) on a

< flwi,wy >=<wi, frwy > .

En particulier, on a p1(fy) = pr(f-) et M(f+) = M(f-)-

Démonstration. Les courants fiw; Aws et wi A f*ws ne chargent pas les
hypersurfaces, on a donc

/ fiwlszzf frwr Awg =
X X\C(f+)

:/ wl/\fiwng wl/\ffwg,
X\C(f-) X

ce qui conclut la preuve. O

Proposition 4.1.3. Soit f, : X — X une application birationnelle. Les
conditions suivantes sont quivalentes

i) f4 est algbriquement stable ;

i) I(f)NI(f>*) =0 ;
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i11) f_ est algbriquement stable.

Démonstration. La condition ii) étant symétrique par rapport a f et f_,
il suffit de prouver I’équivalence entre i) et ii).

i) = ii) : Soit p € I(f)NI(f°). On peut trouver deux entiers j, k € N
et ¢ € I(f-) t.q. fi(q) = g et f¥(p) € I(f1). 1l sensuit que la courbe
V.= f;l(q) est envoyée par ffrkﬂ dans I(fy). Ainsi ffrkﬂ n’est pas
algébriquement stable et donc f non plus (voir Proposition 2.2.20).

ii) = i) : Si fy n’est pas algébriquement stable, il existe une courbe V'
et j > t.q. f1(V)=pe I(f). Quitte changer fi en f] on peut supposer
que j = 1. La courbe V est ncessairement une composante de C(fy), donc
p € I(fy)NI(f-) (voir Proposition 4.1.1). O

Deux propriétés importantes des applications birationnelles seront utilisées
de maniere systématique dans ce chapitre. La premiere propriété est une
conséquence simple de la définition. La seconde est plus profonde et résulte
de la Proposition 4.1.4.

(R4) Ona€(f°) =C(f*°) c’est a dire que pour toute composante irréductible
V C C(f*), il existe un entier k > 0 t.q. f*(V) est réduit & un point.

(R5) Pour tout point périodique p de période k, le germe (f*,p) est rigide
au sens suivant. L’ensemble C(f*) := U;>oC(f’) définit une hyper-
surface a croisements normaux au point p. De maniére équivalente,
I’ensemble critique C(f2¥) est totalement invariant par f¥ et & croise-
ments normaux.

Proposition 4.1.4. Toute application birationnelle f1 : X — X d’une
surface complexe compacte dans elle-méme satisfait a la condition (R5).

Plus précisément, l’ensemble critique C(f4.) est une union de courbes ra-
tionnelles. Les singularités de C(f1) non incluses dans I(f4) sont a croise-
ments normaux.

Remarque: Nous avons donné au Chapitre 1 une classification des germes
attractifs satisfaisant a (R5) localement. Nous n’utiliserons pas cette classi-
fication et nous nous contenterons de formes normales “grossieres”. ¢

Démonstration. Soit I' C X x X le graphe de fy. L’ensemble I' est
un espace analytique complexe dont les singularités sont parmi les points
p € I(fy) x I(f-). Soit m; (resp. ) les deux projections de I' sur le
premier (resp. second) facteur. Comme f est birationelle, le morphisme
71 (resp. 7o) est propre et induit un biholomorphisme de I'\ 7y *I(f_) sur
son image (resp. T\ 7 'I(f)). Soit 7 : T — T une résolution minimale des
singularités de I' (voir [La71] Theorem 5.9) et définissons 7; := m; o w. Par
[La71] Theorem 5.7, les morphismes 71 et T2 sont des compositions finies
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d’éclatement de point au-dessus de leurs valeurs critiques respectives. En
particulier 7, 'I(f_) est une union de courbes rationnelles lisses ne possédant
que des singularités & croisements normaux. Comme C(f) = 71 (75 " 1(f-)),
et que 71 est injective hors de 7, ' I(f4), on en déduit que C(f, ) est une union
de courbes rationnelles. Les singularités de C(fy) sont soit & croisements
normaux soit inclus dans 7;(C(71)) = I(f4+). Ceci conclut la preuve de la
seconde assertion.

Sip & I(fY) est un point fixe pour fi, par ce qui précede C(fi)
est & croisements normaux en p ainsi que C( fik) pour tout entier 5 > 0.
L’application f vérifie donc bien la condition (R5). O
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4.2 Points exceptionnels

Dans cette section, nous supposons que f : X — X est une application
rationnelle dominante (non nécessairement birationnelle) satisfaisant aux
conditions (R1), (R3), (R4) et (R5). On supposera que f est algébriquement
stable.

Nous noterons Per(f) 'ensemble des points périodiques de f et A(f) C
Per(f) (resp. SA(f) C Per(f)) 'ensemble des points périodiques attractifs
(resp. superattractifs) i.e. dont toutes les valeurs propres sont de module
strictement inférieur & 1 (resp. nulles). Lorsque p € A(f) est de période
k, on définit le bassin d’attraction de son orbite Q(p) = {q € X,Ji <
k. f5(q) —j—o0 f'(p)}-

Soit p € Per(f) un point périodique de f de période k. On se place
localement sur un voisinage U > p. Comme f satisfait a (R5), I’ensemble
C(f*)NU = C(f?*)NU est totalement invariant et & croisements normaux.
On a donc dans un systeme de coordonnées locales (z,w) et de maniere
ensembliste

soit {z = 0},

) _ 2k —
CUmnU=Ccim)nt = {soit {zw = 0}.

On peut donc écrire localement

FE(z,w) = (c2" (1 + %), %) si C(f2*) N U est irréductible,
FF(z,w) = (1228 (1 + %), ca2Ywd (1 + %)) si C(f2*) N U est réductible,

pour des constantes c,c1,c2 € C*, rp,a,08,7,0 € N, et ou x désigne un
germe holomorphe s’annulant a l'origine. Dans le second cas, on notera

A,,;:[gg],

et p(Ap) son rayon spectral.

Définition 4.2.1. Soit p € A(f) un point périodique de période k. Dans
les notations précédentes, on pose

()t = p si C(f?*) N U est irréductible,
Py = p(Ay)  siC(f*F)NU est réductible,

Nous verrons que le réel p(p) controle précisément la décroissance des
volumes des itérés dans 2(p) (voir Théoreme 4.3.2).

Lemme 4.2.2. Soit p € Per(f). On a alors l’équivalence

p(p) > 1 ssipe SA(f).
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Démonstration. Soit p € Per(f) un point périodique de période k. Si
p € SA(f), on vérifie localement que p(p)* > 1 donc p(p) > 1.

Réciproquement, si p(p) > 1, on a p(p)*¥ > 1. Comme f satisfait la
propriété (R4), on a f2*(C(f2*)NU) = p. Si C(f*) N U est irréductible,
cela implique que I'on peut écrire f* sous la forme f*(z,w) = (cz"(1 +
%), zf2(z, w)) avec r, > 2 donc p est bien super-attractif.

Sinon l’ensemble critique possede deux tangentes transverses donc le
noyau de D f(]f est de dimension 2 et p est bien super-attractif. O

Proposition 4.2.3. Soit p € SA(f) de période k. Il eviste un Ry -cycle
analytique T, défini sur X, inclus dans C(f*) et dont le support contient p
t.q. localement au point p on a

((fk)*T;m p) = " (p) <Tp7 p).
Celui-ci est de plus unique a une constante multiplicative pres.

Démonstration. On peut supposer que p est fixe (k = 1). On se place
localement. N

Lorsque C(f2) NU = {z = 0} est irréductible, on définit T, comme la
composante irréductible de C(f?) contenant p. On vérifie dans une carte
locale (f*fp,p) = p(p)(fp,p). Lorsque C(f2)NU = {zw = 0} est réductible,
on choisit un vecteur propre (ay, b,) & coeflicients positifs associé a la valeur
propre p(Ap). On pose alors fp = ap[Vi] + by[V2] ot Vi (resp. V3) est la
composante irréductible de C(f?) contenant {z = 0} (resp. {w = 0}). Si
Vi # Vi, on a immédiatement 1'équation d’invariance ( f *fp, p) = p(p)(fp, D).
Sinon V; = V5 et on a globalement f*[Vi] = ¢[V4] pour une constante ¢ > 0,
ce qui implique a, = b, et '’équation d’invariance est encore satisfaite.

On remarque de plus que A, est nécessairement primitive (voir Définition
3.2.2) car f vérifie (R4). Il s’ensuit que le vecteur (a,,b,) est unique et fp
est unique. O

Proposition 4.2.4. Pour tout p € SA(f), on a

p(p) < p= Ai(f). (4.4)

De plus, on a égalité ssi il existe un R-cycle T}, dont le support contient p
et vérifie globalement l’équation fonctionnelle f*1T, = pT},.

Démonstration. Soit Tp le cycle construit précédemment. L’application f
satisfait (R3): il existe C' > 0 t.q. pour tout entier j >0, on a

1) Tl < CPNT |-
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Or ( fk)*Tp > p(p)kTp localement au point p donc I'inégalité reste valable
globalement, par suite [|(f*)*T,[| > p(p)"||T, || et p(p) < p.
En cas d’égalité p(p) = p, le cycle

1= Pk_j(fj)*fp
vérifie f*T,, > pT,. Comme le rayon spectral de f* est égal a p, on en déduit
que f*T), = pT,. O

Nous concluons cette section par la définition des points exceptionnels.

Définition 4.2.5. Points exceptionnels
Un point p € SA(f) est dit exceptionnel ssi p(p) = p. On notera £
l’ensemble des points exceptionnels de f.

Proposition 4.2.6.
e On a les inclusions € C {p(p) > 1} C SA(f).
e L’ensemble £ est fini.

o Lorsque p € &, le cycle T, construit ci-dessus est unique sous la nor-

malisation ||T,|| = 1 et vérifiant la condition suivante. Pour tout cy-
cle S contenant p t.q. f*S = pS, il existe une constante ¢ > 0 t.q.
S > cT,.

Démonstration. La premiere assertion résulte du Lemme 4.2.2. La se-
conde découle de (R4), en effet Card (S.A(f)) est borné par le nombre de
composantes irréductibles de C(f). La derniere assertion résulte de 'unicité
locale de T, - O
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4.3 Estimées volumiques

Cette section constitue le point clé dans la preuve du Théoreme A. L’hypo-
these f birationnelle est alors cruciale pour la démonstration du Théoreme
4.3.3 (voir Lemme 4.3.8).

Le résultat fondamental que nous utiliserons pour obtenir les estimées
volumiques est di & Kiselman [Ki99].

Théoréme 4.3.1. Théoréme 3.1. [Ki99]

Soit U un ouvert de C™, K un compact de U, et u une fonction psh sur
U. Pour tout réel a < 2(supy v(z,u)) ™!, il existe une constante Cp, > 0 t.q.
pour tout t > 0, ’estimation

Vol (K N{u < —t}) < Cyexp(—at) (4.5)
est satisfaite.

On appliquera ce résultat a la fonction u = log|Jf|. Le nombre de
Lelong de u au point p est donné par 'ordre d’annulation du déterminant
jacobien. Il nous faudra ensuite controler la vitesse de croissance de ces
multiplicités par itération de f.

La fonction z — —zlog(x/e) définit un homéomorphisme du segment
[0, 1] sur lui-méme. On notera Y sa fonction réciproque. Celle-ci est convexe
et vérifie T(x) < x. Pour C,a > 0 fixés, une primitive de T ~1(Cx®) sur Ry
est donnée par

aC a+1
(a+1)2 o

1
/T_l(C’xa)da: = 1:13T_1(C’:r0‘) +

<zY Y Cz%). (4.6)

Nos deux résultats sont les suivants. Le premier est un résultat local au
voisinage des point superattractifs.

Théoreme 4.3.2. Estimations volumiques: dans les bassins d’attraction.

Soit f : X — X une application rationnelle satisfaisant auxr conditions
(R4) et (R5).

Soit p € A(f) un point périodique de période k et U C Q(p) un petit
voisinage de l'orbite {p,--- , f*1(p)}.

Alors il existe des constantes C1,Cy > 0 t.q. pour tout borélien E C U
et pour tout j > 0, l’estimation

Vol(f1(E)) > Y(Cy Vol(E))C2r®) (4.7)

est satisfaite.
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Le second permet de controler la décroissance des volumes des itérés en
dehors des bassins de points superattractifs.

Théoreme 4.3.3. Estimations volumiques: hors des bassins.

Soit f+ : X — X une application birationnelle de la classe (B). Fizons
U C Q&) un ouvert contenant £ et notons po := supx\y p(p) < p.

Pour tout X > po, il existe des constantes C1,Cy > 0 t.q. pour tout j > 0
et pour tout borélien E avec E, f1(E),--- , f1(E) C X \ U, Uestimation

Vol f(E)) = (C1 Vol( )Y (4.8)
est satisfaite.

Remarque: Si U est un voisinage contenant SA(fy), alors pg = 1 et on
peut prendre pour A n’importe quelle constante A > 1. ¢

Le reste de cette section est consacré a la preuve de ces deux théoremes.
Dans le cours de la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant. Celui-
ci est un simple calcul dont nous laissons le soin au lecteur.

Lemme 4.3.4. Pour tout r > 0, l’estimation
Vol{|z| < 1, |w| < 1,|zw| < r} = 72X (r?) (4.9)
est satisfaite.

Commencons par démontrer le Théoreme 4.3.2.
Démonstration.Théoreme 4.3.2.

On peut supposer que le point p € SA(f) est fixe et que U est le poly-
disque de rayon 1 centré en 0 = p. Comme f satisfait les hypotheses (R4) et
(R5), on peut trouver un systéme de coordonnées (z,w) t.q. C(f?) = {z =0}
ou {zw = 0}, vérifiant f~1(C(f?)) C C(f?) et f(C(f?)) = 0. On peut donc
écrire f localement de maniére compacte sous la forme

f(z,w) == AZA1 4+ ) = M 2%WP (1 + 1), Aoz w® (1 4 1)),

avec a?ﬁa7a5 € N7 )\1)\2 # 0 et wl(o) = ¢2(0) =0.
Comme C(f?) = {# = 0} ou {zw = 0}, on a de plus

det(Df, ) = Jf(z,w) = A3z w” (1 + ),

pour des constantes A3 # 0, u, v € N et un germe holomorphe ¢ t.q. ¢(0) =
0. On a donc 'estimation

[T f(z,w)] > Cy|zw|™, (4.10)

pour des constantes Cy, D1 > 0.
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Pour j € N fixé, on veut estimer |Jf7| dans U. On a
F@) = [Nz 1+ )|,
avec

>\] — )\(Aj—l)(A—l)71

j—1

(1+w) = [[a+worHr "

=0

On peut majorer les coefficients de A7 par Dop(p)?. On en déduit alors les
estimations ;
min{ A1, (1+ [455])} = €527,
puis ' _
7] = (Cy|zw]) @)

On en déduit la suite d’inégalités

Jj—1 Jj—1
T = T 17fe £ =] Calzw|”t o £
=0 =0

7j—1
> O] TT(Cslzw) @) = (Cyzu]) Pl
1=0
de sorte que ' _
T f7] > (Cylzw|)Pre@). (4.11)

Soit maintenant £ C U un borélien quelconque. On note dA la mesure
de Lebesgue dans U. Dans la suite d’inégalités ci-dessous, on fixe un “temps

d’arrét” Ty > 0 de telle sorte que Vol(E) = 2T_1(C4_2T01/2D4p(p)j). On a
alors

vol(p2(E)) = [ =) AR
= deg(f ]/o Vol (BN {|Jf71? > t}) dt
To )
> deg(f J/ Vol(E) — Vol (EN{|Jf7|* < t}) dt
0

To
> deg(f J/ Vol(E) — Vol {|J f7|* < t} dt
0

. To
> deg(f)™’ |:TOV01(E) —/ Vol{\zw| <Cy 141/2Dap(p)! }dt] par 4.11
0

. To
> deg(f)~ [TOVOI(E) g / 1! (c 241/Dap(p) )dt] par 4.9
0
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> deg(f)™ [Tovol(E) — 2Ty YO 2PN par 4.6

> deg(f) 7Ty Vol(E) > YT(C5Vol(E))2P+®)Y par convexité de T,
ce qui conclut la preuve. ]

La démonstration du Théoreme 4.3.3 est plus technique et repose sur
I'estimation de certaines multiplicités.

Définition 4.3.5. Pour tout germe holomorphe h défini au point p a valeurs
dans C, on note u(p, h) la multiplicité d’annulation de h en p.

L’entier u(p, h) est le mazimum des entiers N t.q. il existe une constante
C > 0 pour laquelle on a dist(h(q), h(p)) < Cdist(q,p)" dans un voisinage
de p.

La proposition suivante rameéne la preuve d’estimées volumiques au con-
trole de u(p,J I ) pour un point p € X et ou Jf désigne le déterminant
jacobien de f.

Proposition 4.3.6. Soit f : X — Y une application méromorphe domi-
nante entre deux variétés lisses kdhleriennes compactes. Notons ' C X XY
une désingularisation du graphe de f et my,mo les projections naturelles sur
le premier et second facteur.

Soit F C X un fermé et notons

v (F) = max{,u(z, Jra),z € mp V(F \ I(f))} .

Alors pour tout € > 0, il existe C. > 0 t.q. pour tout borélien E C F,

l’estimation
Vol(f(E)) > C. Vol(E) s +e

est satisfaite.

Notons que si FNI(f) =0, on a vf(F) = maxp u(p, Jf).
Démonstration.

Soit wy (resp. wy, wr) une forme de Kéhler sur X (resp. sur Y et I').
On peut trouver une constante C' > 0 t.q. mjwx < Cwr. Notons le compact
K =7 "(F\ I(f)), fixons & > 0 et posons v, := v;(F) +e.

Soit £ C FF C X un borélien de X. Comme 7 est une modification
propre, on a

Vol(E) = / W = /~ (mwx)" < C" /~ wr < C"Vol(E),
E\I(f) E B

avec E = 7 Y(E\I(f)) C K. On est donc ramené & minorer Vol(mo(E)) =
Vol(f(E)) en fonction de Vol(E).
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Appliquons le Théoreme 4.3.1 a la fonction log |J7a| dans chaque carte
d’un atlas de T' fini donné, en notant que v(z,log|Jma|) = wu(z, Jme). 1l
existe une constante C; > 0 t.q. pour tout £ > 0 on a

Vol (K N {|Jma|* <t}) < Cot/*e. (4.12)

Cette estimation va nous permettre de reprendre la suite d’inégalités de la
preuve précédente pour estimer Vol(m2(E)) en fonction de Vol(E).

On choisit ici comme temps d’arrét TOI/VE = (2C.) (1 4+ v Vol(E), et
en remarquant que deg(ma) = deg(f) on a alors

Vol(ma(B)) = des(f)~! x [Eum\?

To ~
> deg(f)! /0 Vol(E) — Vol{|Jms|?* < t}dt

> deg(f)” <T0Vol / Ctl/”sdt>
> CLVOl(E)"= > CIVol(E) =,

ce qui conclut la preuve. ]

Notons le corollaire suivant important de la proposition précédente:

Corollaire 4.3.7. Soit f : X — Y wune application méromorphe dominante
entre deuz variétés lisses kdhleriennes compactes.

Alors il existe des constantes C, D1 > 0 t.q. pour tout borélien E C X,
lestimation

Vol(f(E)) > C1 Vol(E)Pt (4.13)
est satisfaite.

On a donc ramené la preuve du Théoreme 4.3.3 a de simples estimations
de multiplicité.

Démonstration.Théoreme 4.3.3.

Soit fi une application de la classe B, et U C £ un ouvert quelconque.
Posons pg := sup{p(p),p ¢ U} et fixons A > po. Notons Fy, := X \ f"(U)
et pour tout k > 0, vy (F) := v (Fy) le réel défini & la Proposition 4.3.6.
Admettons pour l'instant la proposition suivante.

Proposition 4.3.8. Il existe un rang N € N* t.q. vy(Fyn) < AN —

On applique alors la Proposition 4.3.6 & fV : X — X: il existe une
constante C' > 0 t.q. pour tout borélien E C F t.q. f+(E), -, f¥E)CF
on a

Vol(f¥(E)) > CVol(E)" . (4.14)
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Soit maintenant j € N et £ C F' un borélien t.q E, f4(E),--- ,fi(E) C F.
Faisons la division euclidienne de j par N et notons j = qN + r avec 0 <
r < N. En itérant 'estimation (4.14), et en utilisant le Corollaire 4.3.7, on
obtient

VolfL(E) = Volft(fN(E))
> Vol ()P
> ¢ (Vo) ex A“V)DlN
> (C'Vol(E))P™,
ce qui conclut la preuve. ]

Il ne nous reste donc plus qu’a démontrer la Proposition 4.3.8.
Démonstration.Proposition 4.3.8.

Fixons tout d’abord quelques notations. Pour £ > 0 donné, on notera
I'y € X x X le graphe de fk et m la projection canonique de I'j sur le
second facteur. Notons que I'y = I est le graphe de f. On désigne par
'k ¢ X**1 le sous-espace

% = {z = (20, , ) t.q. pour tout 0 <i < k—1, (x;,z;41) € T'}.
On notera wf :T* — X la projection sur le i-eme facteur, et 7% : T* — I’
la modification propre 7% (zq, -+, 2) := (z0, 21).

On va prouver I'existence d’une constante C' > 0 t.q. pour tout M > 0,
et tout point & = (xq,--- ,za7) € FM*1 on a

/L((l‘o,l‘M),J’?TQ,M) < pr (415)

Comme pg > A, il s’ensuit vy (F) < AM — 1 pour tout M € N assez grand
et la proposition est bien démontrée.
On notera dans toute la suite pour tout j > 0

pj = sup p(z, Jma;).
z€l

Le point crucial est le lemme suivant.

Lemme 4.3.9. Soit g : Y — X une fonction holomorphe. Alors il existe
un réel a(g) > 0 t.q. pour tout entier k > 0 et tout point y & g~ I(f¥),
l'inégalité

uly, Jf5 o g) < alg) x plg(y), J ) (4.16)

est satisfaite.
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Démonstration. Celui-ci résulte immédiatement du Corollaire B.1.4. Pla-
¢ons nous localement. On a

wly, Jffog) = vl(y,dd°log|Jf} o gl)
< Cyl(g) x v(g(y),ddlog [T fL]) = Cy(g) x u(g(y), J£5),
ce qui conclut la preuve. ]

On veut démontrer (4.15). Fixons maintenant un entier Ny > 1 assez
grand pour que la condition suivante soit vérifiée:

soit fivo (x) est périodique,
soit pour tout 7 > Ny on a fi(x) ZC(f+).
(4.17)
Soit donc M > Ny un entier et & = (xg,--- ,23) € FM*+ un point
quelconque. Pour estimer p((zg,xar), Jmapr) on procede cas par cas en
décomposant Jmy s en composée d’applications holomorphes dont on controle
facilement les multiplicités.

Pour tout x € I(f-), {

Premier cas: pour tout 0 <i < M, on a x; € I(f+).

On a alors u((xo,zar), Jmons) = p(wo, JfM). Soit i < M le premier
indice pour lequel z; € C(fy). Par (4.17), soit x;yn, est périodique, soit
ZTitNo+k € C(f+) pour tout k£ > 0.

Plagons nous dans le premier cas. On a par hypothese p(zitn,) < po.
Notons ! la période de x4 n,. De (4.16), on déduit

(@i, JETNT 0 ) < alfY) x @i, TN
< alr
On a alors la suite d’inégalités
pxo, JFY) = i, JFO) + plaipn,, A0 0 £10)
< g + (SR
< C1(No) + Co(No)py"- (4.18)

Dans le second cas, l'orbite de z;4 n, n'intersecte pas C(f) et on a alors
de méme

wlwo, JFM) = plai, T
M —i—Ng No

= M(xi,e]ffo)‘i’ﬂ(xi-i-]\foa*]f-i- °Jy )
= (i, JfY0) < pivy-
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Second cas: il existe un indice 0 <7 < M pour lequel z; € I(fy).
On distingue alors deux sous-cas.

ecas o : pour tout 0 < j < M, x; € I(f-).
Alors (zg,za) € I(fM)\I(fM) et la Proposition 4.1.1 montre que 3 a7 :
'y — X est un biholomorphisme au voisinage de (xg,zpr). Il s’ensuit

w((zo, zar), Jmanr) = 1.

ecas (:ilexiste 0 <j <M, x; €I(f-).
Notons J le premier indice pour lequel z; € I(f-). Comme f; est
algébriquement stable, pour tout j > J on a alors z; ¢ I(f}). De méme

notons I le plus grand entier t.q. x;y € I(fy). On a I < J et pour tout

M
™ 5 (:1;07... ,$M)T—>FM =) (l‘o,l’M)
lw/

Xozxy
On remarque tout d’abord que w% = T2, M © ™ donc

w(z, Jod) = ple, JrM) + p(x, Jropr o 7))
> u((zo,xpr), Jmo. ). (4.19)

On décompose maintenant w% = W%:f o ‘I’ﬁw ou <I>§4 :TM - TV est
définie par @}V"(yo, cym) =Y yM)-

(131\1
M5 (:Iio,”‘ ,$M)—I>PM_I > («Tla"' 7$M)
M
WM _
l 44

Xozxy

Comme x ¢ I(f), Papplication ®} est un biholomorphisme local en z.
En effet, son inverse est donné par

(@) yr, - um) = (FLyn), - F-n)ur -+ um).
On a donc

px, Jwip) = pla, JOF) + p(x, Joy_| o 7'
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ML — pM—I=1 6 M= ot on remarque que I'on a le dia-

Enfin on écrit wy,"; =
gramme commutatif suivant:

_ v
M=1 5 (g, Jopy) —=T 3 (27, 2141)
M-I
lW2 2

XDz

Le morphisme ¥ : T™=1 — T défini par U(yr,--- ,ynm) = (y1,yr41) est
encore un biholomorphisme local en (x7,---,xar) car xry1 € I(f$°). Fi-
nalement on a

p((zr, - an), Joy 1)

w((@r, ), Joy )+ p(r, -+ ), TP o))
w((@r,xra), Jro) + p((@r, 2r), J M o)

i + alm)p((wr, wpa), J MY

p1 + o) (C1(No) + Ca(No)pd!) (par (4.18)). (4.21)

IN A

En mettant (4.19), (4.20) et (4.21) bout a bout on conclut

p11 + a(m2) (C1 (No) + Co(No)pd?)
1 (No) + C5(No)p"-

:u(($07 ZEM), JW?,M) <
<

Dans tous les cas considérés, on toujours p((xo,znr), Jmenm) < D1(No) +
Dg(No)péV[ pour des constantes D1, Dy > 0 ce qui conclut la preuve de la
Proposition 4.3.8. O
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4.4 Preuve des Théoréemes A et B.

4.4.1 Preuve du Théoréme A.

Théoreme A. Soit f : X — X wune application birationnelle de la classe
(B) et T(f) :=limj_o0 p?(f7)*w le courant de Green de f.

Alors il existe un ensemble fini € C X (I’ensemble des points excep-
tionnels de f), tel que pour tout S € C{ (X), les conditions suivantes sont
équivalentes.

1. Pour toutp € €, v(p,S) = 0.

2. Il existe une constante ¢ := c¢({S}) > 0 t.q.

1 .
ﬁ(fj)*S —c-T(f). (4.22)
De plus si V' est un voisinage fizé de &, la convergence dans (4.22) est

uniforme dans le compact des courants de masse 1 et dont le support évite
V.

(2) = (1)

Soit S € Cfr (X)) et supposons qu’il existe un point p € £ de période k t.q.
v(p,S) > 0. Quitte & changer f en f*, on peut supposer que f(p) = p et
f(Vp) = p, 0V}, est le support du R -cycle analytique défini & la Proposition
4.2.3. Pour tout ¢ € V,, \ I(f), on a

v(g, f*S) > v(f(q),S) = v(p,S) > 0.

Ainsi f*S > c- T}, pour une constante ¢ > 0. Mais alors pour tout j € N,

on a
C

1 i\ * 1 j—1\*

E(fj) S = Cﬁ(fj )Ty = ;Tp,
donc p~I(f7)*S ne peut pas converger vers un multiple de T'(f) car celui-ci
ne charge pas les hypersurfaces.

1) = @)

Nous allons tout d’abord examiner le cas non-uniforme i.e. lorsque 1’on
considere la convergence de p~*(f*)kS pour un courant S fixé, puis nous
traiterons le cas uniforme a la fin de cette section.

Cas non-uniforme:

Supposons que S € C;f (X) vérifie v(p, S) = 0 pour tout p € £. Fixons
o1, , s des formes réelles lisses de bidegré (1,1) t.q. la famille des classes
{{w}, {1}, -, {ps}} forme une base du sous-espace H}r’l(X) c HY(X)
engendré par les courants positifs fermés, et vérifiant pour tout 1 <1 < s,

limsup [|(f*V il /7 < p. (4.23)

J—00
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Ceci est toujours possible car f* préserve la classe des courants positifs
fermés, que ceux-ci sont réels et que f vérifie (R3).
On décompose alors la classe de {S} dans cette base et on écrit

S=cw+ Z ulp; + dd°W, (4.24)
i=1

avec ¢ > 0, u) € R et W € QPSH(X). On notera aussi
ffw = pw+ddU,

froi = cijpj+ dd°H,,
j=1
avec ¢;; € R et H; € LY(X) NC>®(X \ I(f)).
On vérifie alors pour tout £ > 0 que
1 S
E(f*)kS = cw+Zufg0i + dd“Wy, (4.25)
i=1

k-1
i Cji et avec

k 3 . 7 k. —1
pour des constantes u; définies par récurrence u; = p~" 3 u

k—1
1 1 :
Wi=—=Wofftc|>d =Uofi|+
p e

s k
i1 _
D DI JﬁHiofﬂ '] e QPSH(X).

i=1 \j=1
Les quatre faits suivants impliquent le résultat de convergence souhaité.

1.
k-1

1 .
w + dd° ZEUofJ — T(f).
j=0

2. 1l existe des constantes 6§ < 1 et C'1 > 0 t.q. pour tout 1 < < s et
tout k >0 on a
luf| < C16".

On supposera de plus que § > p~ L.

3. On a convergence dans L'(X),

1
lim —Wo f*=0.
k—oo P
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4. Pour tout A > 1, il existe une constante D; > 0 t.q. pour tout
1<i:<sona

/ |Hio f7] < D1X.
X

En effet, par (1), on a ¢ w + dd° <CZ§;3 p~IU o fj> — c-T(f). Par

(3), dd°(p~*W o f¥) — 0. Par (2), 35_, uFp; — 0. Enfin par (2) et (4), on
peut fixer A > 1 avec A/0p < 1 et il vient

s k

HﬁkHLl(X) = Z Z —H o fl

= LX)

< sClﬁkZOJ I(DyN) < D'oF

pour une constante D’ > 0. Il s’ensuit Hy, — 0 dans L*(X) donc dd®Hj, — 0,
et on a bien p~*(f*)¥S — ¢ T(f).

Prouvons maintenant les assertions 1, 2 , 3 et 4.

L’assertion (1) est le contenu du Théoréme 2.4.3. C’est la définition
méme du courant de Green.

L’assertion (2) résulte du choix particulier de la famille {¢;} (voir Equa-
tion (4.23)).

L’assertion (3) résulte des estimées volumiques de la section précédente.
Admettons pour l'instant le lemme suivant.

Lemme 4.4.1. Soit U C X un voisinage de & relativement compact dans
Q) etue LY X)NL>®(U). Supposons qu’il existe des constantes C, B > 0
t.q. pour toutt >0 on a

Vol{|u| >t} < Bexp(—Ct). (4.26)

Pour tout p > X > sup{p(p), p € SA(f)\E}, il existe une constante C' > 0
t.q. pour tout k>0 on a

/ |uofk\ <O+ Vol(X)HuHLoo(U)
X
De plus, siu est bornée sur un voisinage V de SA(f), on a
/ lwo 5| < C'N + Vol(X)||ul| oo vy
X

pour toute constante A > 1.
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Fixons U C Q(&) un petit voisinage de € et A < p. Comme W est
quasi-psh, W est majorée supérieurement et le Théoreme 4.3.1 implique que
W satisfait a I’hypotheése (4.26) avec C = supx v(z, W). Le Lemme 4.4.1
appliqué a u := 1 x\pyW implique alors lp~FW o fk|X\U < C(\/p)*.

On va maintenant prouver que p~*W o f¥|;; — 0 dans L'(U). Fixons
une constante n > 0 arbitrairement petite. Comme v(p,S) = 0 pour tout
p € &, on peut trouver un voisinage U, de & t.q. supy, v(.,S) < ncarla
fonction v(.,S) est s.c.s par rapport a la topologie de Zariski. Comme W
est quasi-psh, quitte a rajouter une fonction lisse, on peut supposer que W
est psh et que supy; W < 0. Notons pour € >0 et 5 € N,

El:={zecU, p?Wo fi(z) < —¢}.

Le Théoréme 4.3.1 donne 'existence d’une constante C's > 0 t.q. pour tout
t>0ona
Vol(E} NU,) < Czexp(—t/n). (4.27)

Remarquons que pour j assez grand on a

Fi(ED) = F(ELNU) C B, U,

epl

Les estimations du Théoréme 4.3.2 donnent alors

Y(C1VOl(EL) < Vol (f1(ELNU))
< Vol(EZ,; NU,)
<

Csexp <—%> .
n

En passant a la limite, on obtient mj_,ooT(C&Vol(Eg)) < exp(—¢/Can),
puis en faisant tendre 1 vers 0 (les constantes C'1,Cy ne dépendent que de
f) on obtient:

Ve >0, lim Vol(E?) = 0.

j—00
De maniere équivalente
1 k
—W o f¥|ly — 0 presque partout. (4.28)
P k—o0

La suite p~*W o f¥|¢; est une suite de fonctions psh uniformément majorées.
De toute sous-suite, on peut extraire une sous-suite convergeante dans L}OC
(voir [Ho83]) vers une fonction psh qui est nécessairement identiquement
nulle par (4.28). Donc p~*W o f¥|;; — 0 dans L}(U).
On conclut donc p~*W o f¥ — 0 dans L' (X) ce qui prouve I'assertion 3.
L’assertion (4) est une conséquence du lemme suivant.
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Lemme 4.4.2. Soit ¢1,po des formes (1,1) réelles lisses fermées sur X, et
ue LY(X) tq.
[ o1 = ¢2 + dd°u.

Alors il existe des constantes C, B > 0 t.q.
Vol{|u| > t} < Bexp(—Ct)

pour tout t > 0.

On fixe un voisinage U C Q(SA(f)) de SA(f), et on choisit A > 1
arbitraire. Pour tout 1 < i < s, la fonction H; est lisse dans U donc bornée.
En combinant les Lemmes 4.4.1 et 4.4.2, on obtient

[t = [imo s+ [ o
X U X\U
< |Hilpooy + C'AF < C"NF,

pour une constante C” > 0, ce qui prouve 4.

Pour conclure la preuve, il nous suffit de démontrer les deux Lemmes
4.4.1 et 4.4.2.
Démonstration.Lemme 4.4.1

Soit donc U un voisinage de £. On a

/ o £¥] < Vol () ull e (1) + / wo f¥].
X\U X\f=*()

On peut alors appliquer les estimées volumiques du Théoreme 4.3.3 a la suite
de boréliens {|uo f¥| >t} N X \ f~*(U), et on obtient la suite d’inégalités

/ o f¥ = / Vol<{|uofk\zt}ﬁX\f_k(U)>dt
X\f~H(U) 120

= / Ot (Vol ({lul = t} N X\ 1))/
t>0

IN
02
@
i
o)
7N
|
&
~
~
Q
~

ce qui conclut la preuve.

Lorsque u est bornée dans un voisinage de SA(f) le méme raisonnement
et les estimées volumiques du Théoréme 4.3.3 permettent de remplacer pg
par une constante A > 1 arbitraire. ]

Démonstration.Lemme 4.4.2.
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Soit wx une forme de Kéhler sur X et fixons ¢ > 0 t.q. les deux formes
lisses ¢ - wx £ ¢ soient positives. Ceci est toujours possible car ¢q est
réelle. On écrit f*wx = ¢3 + dd“v pour une forme ¢3 lisse et une fonction v
quasi-psh. On peut supposer que v < 0. On a donc

ffe-wx £¢1) = (c-d3 £ ¢p2) +dd°(c-vEtu) >0,

donc les deux fonctions cv £ u sont aussi quasi-psh. Par le Théoreme 4.3.1,
il existe des constantes D, Dy > 0 t.q. pour tout ¢ > 0, on a

Vol{cv + u < —t} < Dy exp(—Dat).
On a alors la suite d’inégalité

Vol{|u| >t} = Vol{u >t} + Vol{u < —t}
< Vol{ecv —u < =t} + Vol{cv + u < —t} < 2D exp(—Dat),

ce qui conclut la preuve. ]

Cas uniforme:

On reprend la preuve précédente avec les mémes notations.

Lorsque S; € Cfr (X) est une famille de courant dont le support évite
un voisinage fixe U de & et t.q. sup,; [{Si}| < 400, lassertion (2) est
encore vraie uniformément en i. Notons W' le potentiel quasi-psh associé
a S; (voir Equation (4.24)). Une conséquence des inégalités de Harnack
donne 'existence d’une constante C' > 0 t.q supy; |[W? < C. En reprenant
pas & pas les arguments précédents, on voit que p *W?o f¥ — 0 dans
L'(X) uniformément en i. Ceci prouve que I'on a convergence uniforme
p~ (f*)ESi — e{Si} - T(f).

Q.E.D.

4.4.2 Preuve du Théoreme B.
Théoreme B. On se place sous les hypotheses précédentes.

1. Pour tout point p € &, il existe un cycle algébrique de codimension 1
a coefficients réels positifs T), t.q.

FT,=p-T, (4.29)

Ce cycle est unique sous la normalisation ||Tp|| = 1, et si il vérifie
la condition de minimalité: pour tout cycle S satifaisant a (4.29), il
existe une constante ¢ > 0 t.q. S > cT,.

2. Tout courant S € Cfr(X) vérifiant ’équation fonctionnelle f*S = pS
est combinaison linéaire des courants T(f) et {Tp}pce. En d’autres
termes,

Go=Ry -T(f)+> Ry T,
pel
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La premiere assertion résulte de la Proposition 4.2.6 et de la définition
de €.

Soit S € Cf (X) t.q. f*S = pS. On ne perd rien & supposer S extrémal
dans G,. Si v(p,S) = 0 pour tout p € &, le Théoreme A implique que
S =c{S} -T(f) € Ry -T(f). Sinon, on a vu que S > ¢T), pour un point
p € € et une constante ¢ > 0. Comme S est extrémal, on a S = ¢'T), ce qui

conclut la preuve.
Q.E.D.
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4.5 Quelques exemples.

Dans cette section, nous nous intéressons plus particulierement au cas des
applications monomiales et des applications birationnelles de P2.

4.5.1 Applications monomiales de CZ2.

Soit f : C? — C2? défini par f(z,w) = (2%w?, 27w?). Une application de ce
type est dominante ssi det A # 0 ce que 'on supposera dans toute la suite.
L’application f se compactifie & P! x P! en une application rationnelle
algébriquement stable dont on vérifie qu’elle satisfait a (R5) (on a A(f) =
SA(f) = {(0,0),(c0,)}). On note (z,w) € C? = ([l : 2],[1 : w]) €
P! x P'. On supposera dans toute la suite que la matrice A des degrés de
f est primitive (voir Définition 3.2.2), et on note (a,b) le vecteur propre a
coefficients positifs normalisé par 2ab = 1. Sous cette hypothese, les deux
conditions (R3) et (R4) sont aussi vérifiées. On peut donc appliquer a ces
applications le Théoreme 4.3.2. Comme 'union des bassins d’attraction des
points superattractifs est dense dans P! x P!, nous en déduirons un analogue
des Théoremes A et B dans ce cas aussi.
L’application f posséde deux points exceptionnels & = {pg, p1} avec:

b1 = (070) = ([1 : 0]7 [1 : 0])7
po = (oo0,00)=([0:1],]0:1]).

Les courants associés sont

Ty, = alz =0]+blw; =0,
Tp, = alzo = 0]+ blwy =0].

Enfin le courant de Green s’écrit dans C2
T(f) = dd*log* (J2|fwl’) .
On a alors le théoréme suivant:

Théoréme 4.5.1. Soit f(z,w) = (2%w?, 27w®) une application monomiale
de C? dominante et dont la matrice des degrés est primitive.
(I) Pour tout S € C{ (P xP1), les conditions suivantes sont équivalentes.

1. v(po,S) = v(p1,5) = 0.

2. Il existe une constante ¢ := c¢({S}) > 0 t.q.

%(fj)*g e T(f). (4.30)
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1I) Les courants T(f), T,,, T,, sont les points extrmauzr du conveze
por Ltp
compact

Gp={SeC(P' xP)/f*S=p-Set|S|=1}.
Autrement dit
Gp=Ry T(f) + Ry Ty + Ry - T,

Démonstration.

L’assertion (II) découle de (I). Répétons les arguments de la preuve du
Théoreme A dans ce cas simple. Montrons U'implication (2)=-(1) de la
premiere assertion par contraposition. Si v(pg,S) > 0, on a f*S > cT),
pour une constante ¢ > 0 et il s’ensuit pour tout j > 0, p~7(f*)/S > cTy,
donc la suite de courants p~/(f*)7S ne peut converger vers un multiple de
T(f).

Réciproquement soit S € C; (P! x P!). On supposera pour simplifier
que {S} = {T(f)} = a{w1} +b{ws}. Notons ¢ := L71(S) € PSH(C? x C?)
le potentiel de S normalisé par sup|,—j,=1 ¥ = 0. La fonction U(z,w) =
©(1,2,1,w) est alors un potentiel de S dans C? négatif sur le polydisque
A2, La fonction psh U; := p~7U o f7 est un potentiel de p=7(f*)7S dans C2.
On va prouver que U; — 0 dans L*(,).

On se place dans le polydisque A%(1/2) := {|z|, |w| < 1/2} qui est inclus
dans le bassin d’attraction 2(p;). Notons pour € > 0 et j € N

E? = {(z,w) € A*(1/2),U; < —¢}.

Ona f/(EL) C E2 ;N fI(A%(1/2)).

Soit i > 0 fixé. Par hypothese, v(p1,S) = 0, donc pour tout réel R < 1
fixé, le Théoréme 4.3.1 donne 'existence de deux réels eg > 0,C > 0 t.q.
pour tout ¢ > 0 on a

Vol(EP N A%(gg)) < Cexp(—Rt).

On applique alors les estimées volumiques du Théoreme 4.3.2 et on obtient
pour j assez grand et € assez petit,

Y(CLVOl(ES)) < Vol(f7(E1))Y/Cr

IA

Vol (Egp]- N fJ(A2(1/2))) /e

< Cexp(—Re/Co).
On conclut Vol(Eg ) —j—oo 0 en faisant tendre R vers I'infini. De maniere

équivalente, on a prouvé U; — 0 presque partout. Comme U; < 0 sur
A?(1/2), la suite de fonctions psh {U;};>¢ est localement majorée et par
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suite U; converge en norme L' vers 0 dans A?(1/2). 1l s’ensuit que U;
converge vers 0 en norme L dans Q(p).

De maniére analogue, on a p~7V o f7 — 0 dans L'(Q(pg)) pour V :=
©(z,1,w,1). Par homogénéité de o, on en déduit que p~7Uo f7 — alog |z|+
blog |w| dans L*(Q(po)).

Comme P! x P1\ (Q(py) UQ(p1)) est de mesure nulle, on a donc

1 .
lim —U o f/ =log"(|2|%w|’) dans L*(P! x P!).
j—00 p]
Ceci prouve la convergence p~(f*)7S — T(f). O

4.5.2 Applications birationnelles de P2.

Nous voulons ici détailler la structure de £ dans le cas des applications
birationnelles de P2.

Remarquons tout d’abord que toute application birationnelle f algébri-
quement stable de P? (ou P! x P!) avec A;(f}) > 1 appartient & la classe
(B).

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant.

Théoréme 4.5.2. Soit f, : P2 — P? une application birationnelle algébriquement
stable t.q. \i(f+) > 1.

L’ensemble exceptionnel £ est constitué d’au plus un point p, et le cycle
T, est une courbe rationnelle lisse (en particulier l’ensemble critique est
localement irréductible en p).

On peut préciser le théoreme précédent sous la forme suivante.
Proposition 4.5.3. Sous les hypothéses et avec les notations précédentes.

o Si deg(Ty,) = 1, Uapplication fy est la compactification a P2 d’une
application holomorphe birationnelle de C? dans lui-méme.

o Lorsque le degré algébrique A\ (f+) = p < 4, on a toujours deg(T)) = 1.

Remarque: Nous donnerons au chapitre suivant (voir la Section 5.2.2)
une description conjecturale de la structure du semi-groupe des applications
holomorphes birationnelles de C2. Le probleme de la classsification des ap-
plications admettant une conique totalement invariante est pour l'instant
totalement ouvert. ¢

Enfin donnons un exemple explicite d’une application birationnelle possédant
une conique totalement invariante.
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Exemple 4.5.4. Fizons o # 1 € C. Soit g : P? — P2 défini en coordonnées
homogenes par

glr :y:t] = [2(z%y? + (3 — 2a)t* + (3 — a?)yt?) :
y(zy +t2)? : t(axy + %) (zy + 7). (4.31)

Notons A € Aut(P?) 'automorhisme linéaire
Alz,y,t) =2t +xz—y,2t —x+y,x+Yy)

et posons f = Aog. Soit C la conique définie par xy +t> = 0. On vérifie
aisément les propriétés suivantes

e L’application g est une application birationnelle de P? (en effet on a
g l0:0:1]=[0:0:1] €C(g).

e La conique C est totalement invariante: g*[C] = 5[C] .
e I(f)=1I(9)={[0:1:0[,[1:0:0]} et g(C)=[1:0:0].
e AC)=Cet A[1:0:0]=[1:—-1:1].

On en déduit que f est une application birationnelle algébriquement sta-
ble de P? t.q. f*[C] = 5[C].

Démonstration.Proposition 4.5.3

La premiere assertion est immédiate.

Pour la seconde, supposons qu’il existe une conique V totalement invari-
ante f1V = pV. Notons fi (V) =p et soit L la droite complexe tangente a
V en p. Posons fi[L] = c[V]+[L'] ou L’ est une courbe ne contenant pas V.
Pour calculer ¢ on se place localement en p. Dans la classification donnée au
Chapitre 1, le germe (f4,p) appartient a la classe 4, on peut donc 'écrire
localement fi(z,w) = (2°, \wz?+ 2"(1 + Q(z))) avec A # 0, ¢ > 1 > 1 et
Q@ € C[z]. La courbe L est lisse et tangente & l'ordre 2 en 0 & {z = 0}, on
a donc L = {z = w?(1 + ¢ (w))} pour une fonction ¢ s’annulant & l'origine.
Un calcul local donne alors fX[L] = [z — w?(1 + ¢ (w))] o f+ > 2r[z = 0],
donc ¢ > 2r. On conclut p > 2r deg(V') + deg(L') > 4. O

Le reste de cette section est consacrée a la preuve du Théoreme 4.5.2.
Démonstration. Théoreme 4.5.2

Soit donc p € £ un point exceptionnel que I’on suppose fixe. Nous allons
tout d’abord prouver que C( f_%) est localement irréductible.

Supposons donc que C( f?r) N U soit réductible dans un voisinage U de p.
Localement on peut écrire f; sous la forme

fr(z,w) = (e12°W? (1 4 ¢1), 227w’ (1 + 1h2)),
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avec p(Ap) = p, cica # 0 et 11(0) = ¢2(0) = 0, ou A, désigne la matrice
primitive
N
)

Premier cas: A, est inversible.

Comme fy est birationnelle, fi est injective dans U \ C(f?) et on a
donc ad — By = £1 (voir classe 6 au Chapitre 1). Or p(A4,) = p € N donc
tr(4,) = pEp~t €N, ce qui implique p = 1. Ceci contredit notre hypothese
M(f+)=p>1

Second cas: le rang de A, est 1.

Notons Vi (resp. Va) la composante irréductible de C(f?) contenant
{z =0} (resp. {w = 0}), et v; := deg(V;) pour i = 1,2. On a les équations

il = o[Vl + B[Val,
filVe] = ~[i] +0[Va],
d’ou on tire
pv1 = aui + Pug, (4.32)
pvy = ~v1 + Ovs. (4.33)

Comme p € &, on a de plus
p(Ap) =trd, =a+6 =p. (4.34)

Par ailleurs, un calcul donne

det(Df+(z, w)) = Zoz+'y—1wﬁ+5—l <zw(wlz¢2w - w2z'¢}1w)+
+ (1 + wl)(aw¢2w - ﬁz¢2z) + (1 + ¢2)(5Z¢1z - ’walw)> .

On en déduit localement [C(f41)] > (a+v — D)[Vi] + (B8 + 3 — 1)[Va] d’ou
3p—3>(a+y—1v+(B+—1)vs. (4.35)

En additionant (4.32) et (4.33) et en reportant dans (4.34), on obtient
I'inégalité
3p—3> (p—1)(v1 +v2).
Comme v1,v2 # 0, on a donc v] = vy = 1, et (4.32), (4.33), (4.35) impliquent
alorsa =7, =det a+ 3 =p.
Les hypersurfaces V;, V, sont des droites complexes plongées dans P2
qui se coupent transversalement en p, on peut trouver donc un systeme
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[20 : 21 : 2] de coordonnées homogenes de P2 dans lequel on a V; = {21 = 0}
et V5 = {2z = 0}. Dans ces coordonnées, on peut écrire f, sous la forme

Fileo:z1:20) = [Po: PL: Po) = [kt cr2§2h (14 %) : co2f2h (14 )).

Mais fi est de degré algébrique p, on a donc deg(P;) = deg(P,) = p et
il s’ensuit P = clzf‘zg , Po = czzf‘zg , ce qui contredit le fait que f est
dominante.

On a donc prouvé que pour tout point exceptionnel p € £, I'ensemble
critique C( f_%) est localement irréductible au voisinage de p. Examinons plus
précisément ce cas.

Soit V' une composante irréductible de C(f4) vérifiant fi[V] = p[V] et
f+(V\I(fy)) =p € & Fixons un relevé de f a C3\ {0} F(zg,21,2) =
(Po, P1, Py), et soit Q un polynéome homogene de degré deg(V') t.q. m(Q =
0) =V (ot 7 : C3\ {0} — P? est la projection naturelle). L’équation
d’invariance de V se réécrit Q o F' = QP. On a donc I(f;) C V. De plus,
Supp f*[V] € f7'(V) donc f_(V) C V. Comme fy est birationnelle et que
f+(V)) = p, Papplication f_|y ne peut étre un automorphisme donc f_ (V)
est réduit a un point ¢ € I(f_)NV et V. .C C(f-).

Par la Proposition 4.1.1, les courbes C(f1) \ I(f+) sont lisses. L’applica-
tion f est algébriquement stable donc I(f1)NI(f-) = 0 (Proposition 4.1.3),
et il s’ensuit que

V=VNI(f)UVNI(f-) CCf)\I(f)UC)N\NI(f-),

est lisse. Comme V' est une courbe rationnelle, on a nécessairement deg(V') =
1 ou 2.

Lorsque V' est une droite complexe, on peut alors trouver des coor-
données homogenes de P2 t.q. V = {29 = 0}, et f s’écrit alors

f([z0:21:29]) = [Po: Pr: 28],

ce qui prouve que f induit une application holomorphe dans C? := P2\ V.

On va maintenant conclure en prouvant I'unicité du point exceptionnel
(lorsqu’il existe). Supposons que € = {p1,--- ,pr}. Quitte & remplacer f
par un itéré on peut supposer que tous les points de £ sont fixes. Notons
T, leur courbe rationnelle invariante associée satisfaisant f*T},, = pT},,. Au
voisinage de chaque point p;, on peut écrire f sous la forme f(z,w) = (2°,%)
et on vérifie que 'on a [C(f)] > (p — 1)Tp,. Comme deg(C(f)) = 3p —3
(Proposition 3.1.3), on obtient

k

> (p—1)deg(T,,) < 3p—3,

i=1
ce qui implique soit & = 1 et deg(T},) = 1 ou 2, soit k = 2 et deg(T},) =
deg(Tp,) = 1. Dans le second cas, on peut écrire f en coordonnées ho-

mogenes flzg : 21 ¢ 22] = [Py : 2} : 25] ce qui implique deg(f) > p > 1 et
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contredit le fait que f est birationnelle. O
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Introduction

Dans ce chapitre, on supposera que X est une surface rationnelle X = P?
ou P! x P!, et que f : X — X est une application rationnelle dominante
de X dans elle-méme. Nous avons construit au chapitre 2 un courant 7'(f)
positif fermé de bidegré (1, 1) invariant et montré qu’il possédait des informa-
tions sur la dynamique de f, en particulier sur la distribution des préimages
des hyperplans (voir Chapitre 4). Nous voulons maintenant décrire la dy-
namique de f, c’est-a~-dire comprendre la structure des orbites des points de
X. Pour cela on adopte un point de vue stochastique. On cherche donc a
construire des mesures positives invariantes “intéressantes”, possédant des
propriétés de mélange, décrivant la distribution des points périodiques ou
étant d’entropie maximale.

Deux cas ont été étudié abondamment: les applications holomorphes de
P2 et les automorphismes polynomiaux de C2. Résumons les principaux
résultats qui ont été obtenu.

Si f : P2 — P2 est une application holomorphe de P? de degré d =
Ai(f) > 2, on définit sa mesure de Green p := T(f) AT(f) (voir [Si99]).
Cette définition a un sens car T'(f) admet un potentiel continu. On démontre
alors les propriétés suivantes:

HOL1 La mesure p satisfait a ’équation d’invariance
fou=d* p=deg(f),

et elle est d’entropie maximale
hu(f) = 2logd.

HOL2 La mesure p est mélangeante: pour tout couple de fonctions tests
), x € C*(P?), on a

dim [ o 7 (/Pdeu> (/P2Xdu>

En particulier, u est ergodique.

HOL3 Pour tout point z € P? hors d’un ensemble pluripolaire, on a équidistristribution
des préimages de z:

HOL4 Les exposants de Lyapunov de p sont positifs. Plus précisément, si A
est le plus petit d’entre eux, on a

1
A> §logd.
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HOL5 On a équidistribution des points périodiques répulsifs:

1
Jj—00 d2j ‘ Ho
fI(p)=p
p répulsif
au sens des mesures. &

Les assertions HOL1, HOL2, HOL3 sont dies a Fornaess-Sibony (voir par
exemple [S199]), tandis que HOL4 et HOL5 ont été prouvé par Briend-Duval
(voir [Br97] ou [BD99)).

Pour les automorphismes polynomiaux de C2, les résultats analogues
ont été obtenu par Bedford-Lyubich-Smillie (voir [BLS93]). On se ramene a
I'étude des composées des applications de Hénon f : C? — C? donnée par

f(z,w) = (w,az +P(w))7

ou a € C* et P est un polynome de degré d > 2. La compactification de f
a P2 est algébriquement stable. On note 7T le courant de Green associée
a f, et T~ le courant de Green associé & son inverse f~!. On définit alors
la mesure p := T+ AT~ (comme précédemment les potentiels des courants
sont continues dans C2). Celle-ci est une mesure de probabilité & support
compact dans C? et vérifie:

HEN1 f*u = fiu = p. La mesure p est mélangeante.

HEN2 Les exposants de Lyapunov Ay > A_ de p sont non nuls. On a les
inégalités Ay > logd >0 et A\_ < —logd < 0.

HEN3 On a équidistribution des périodiques de type selle:

1
fin, g D dn =
I (p)=p

p selle

HEN4 La mesure p est 'unique mesure d’entropie maximale. &

Dans le cas général des applications rationnelles, ’existence méme d’une
mesure invariante f®u = deg(f) - u reste un probléme ouvert. Si le degré
topologique de f est important, nous avons cependant le Théoréeme de
Russakovski-Shiffman (voir Section 3.3).

Théoréme 5.0.5. Theorem 1.1 [RS97]
Soit f une application rationnelle dominante de X = P2 ou P! x P1.
Si la condition M\i(f) < deg(f) est satisfaite, il existe une mesure de
probabilité pp sur X et un ensemble pluripolaire £y C X tels que

1 ey
m(f )*(v) ILf (5.1)

pour toute mesure de probabilité v sur X telle que v(E¢) = 0.
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Sous cette hypothese, lorsque I’on peut assurer de plus que py ne charge
pas les ensembles pluripolaires (en particulier p¢(I(f)) = 0), la mesure de
Russakovski-Shiffman vérifie I’équation d’invariance et on prouve qu’elle est
alors mélangeante (Lemme 3.3.2). On s’attend de plus & ce que ps soit
d’entropie maximale et vérifie les assertions HOL4 et HOLS.

Pour montrer que sy ne charge pas les pluripolaires, on va s’efforcer de
la construire de maniere différente. L’idée est d’écrire py comme courant
pluripositif py := dd°(vT'(f)) (voir Appendice A) ol u est une fonction
s.c.s. définie sur le support de T'(f). Des inégalités du type Chern-Levine-
Nirenberg (CLN en abrégé) montreront que y s ne charge pas les pluripolaires
(voir Proposition A.0.11).

De méme, lorsque f est birationnelle, on aimerait définir p := T'(f) A
T(f~1) et prouver HEN1, HEN2, HEN3, HEN4. Dans ce cas, il apparait
aussi crucial de s’assurer que p ne charge pas les ensembles pluripolaires.

Dans tous les cas, la présence des points d’indétermination force les
potentiels des courants considérés a ne pas étre localement bornés. En par-
ticulier, il est important de noter que la définition méme de py nécessite
I'utilisation d’une théorie fine de 'intersection des courants positifs fermés
(voir e.g. [De93]) et ne peut étre assuré en général.

Nous construirons une mesure invariante mélangeante pour deux classes
particuliéres d’applications. Nous étudierons a la Section 1 les produits croi-
sés polynomiaux f(z,w) = (P(z),Q(z,w)) de C? et prouverons les analogues
des assertions HOL1, HOL2, HOL3, HOL4 et HOL5. Ces applications ont
été étudiées par différents auteurs ([He96], [J1-99], [Se97]) lorsque le degré
des applications des fibres ne variait pas. Ceci revient a supposer que f
s’étend holomorphiquement & une compactification de C2. Nous autorisons
ici des comportements arbitraires des applications dans les fibres ce qui nous
force & controler précisément le role des points d’indétermination.

Nous considérons a la Section 2 les applications birationnelles polyno-
miales de C? et prouvons HEN1. Les autres assertions HEN2, HEN3,
HEN4 demandent une compréhension plus fine de la structure de la mesure
invariante construite. Notons que J. Diller prouve HEN1 et HEN2 pour
une classe d’applications birationnelles de P? peu singulieres t.q. I(f>) N
I((f~1)>) = 0. La dynamique “intéressante” se déroule alors & distance
hors des ensembles d’indétermination. La classe d’applications que nous
étudions ici est d’un type différent et fait apparaitre des problemes liés de
maniere essentielle aux points d’indétermination. Le controle des courants
T(f) et T(f~!) au voisinage de I(f)UI(f~') joue un réle crucial dans notre
étude. Ce controle s’appuie sur le Théoréme 2.4.6 démontré au Chapitre 2.
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5.1 Produits croiss polynomiaux de C2.

Soit f une application méromorphe dominante de P! x P! de bidegrs (a, 3)
et (7,0). Nous noterons A sa matrice des degrs. Nous avons principalement
considr la Section 3.2 le cas o A tait primitive (Dfinition 3.2.2) et laiss de
ct certains cas particuliers.

Lorsque 8 = v = 0 et a,d > 2, 'application f est holomorphe et sa
dynamique s’tudie sparment sur chacun des facteurs. Lorsque a = 9§ =0 et
By > 2, f est galement holomorphe et f? est du type prcdent.

Lorsque fy =0et a =1 (ou d = 1), f est semi-linaire et sa dynamique
se ramne essentiellement de la dynamique unidimensionnelle.

Il reste donc considrer le cas =0, v > 1 et a,§ > 2 (le cas v = 0,
B >1et a,d > 2 se traite symtriquement). Ce type d’applications a t
tudi par plusieurs auteurs (voir [He96], [J1-99], [Se97]). Notre point de
vue est rapprocher de celui de Jonsson [J1-99] dont nous nous sommes trs
largement inspirs. Il considre des produits croiss polynomiaux de C? qui
admettent une extension holomorphe dans P? et dispose dans ce cas d’une
mesure mlangeante support compact dans C? (voir I'introduction). Nous
construisons ici une mesure mlangeante associe n’importe quel produit crois
polynomial de f = (P(z),Q(z,w)) qui n’est pas semi-linaire. En particulier
le degr en w peut chuter et le support de la mesure peut tre non born dans
C2. On ne peut donc pas raliser f comme une application continument fibre
au dessus de Jp, contrairement la situation tudie dans [J2-99].

Comme précédemment, on notera ||(z,w)|| := |z| + |w| si (z,w) € C2.
De mme, pour ¢ € C, [|¢]| == [|(1,O)] = 1+ [¢].

5.1.1 Mesure mlangeante

Nous dcomposons les rsultats de cette section en deux thormes. Dans le
premier, nous introduisons les fonctions et les courants fondamentaux qui
nous serviront dfinir la mesure p invariante. Dans le second thorme, nous
dcrivons la structure de la mesure u et prouvons les points HOL1, HOL2,
HOL3, et HOL4. Nous dicuterons le point HOL5 a la section suivante.

Théoréme 5.1.1. Soit f : (z,w) € C? — (P(2),Q(z,w)) € C%, o P et
Q@ sont des polynmes tels que degP = a > 2, deg,, Q@ = 0 > 2. Soit A(z)
le coefficient dominant de w® i.e. Q(z,w) = A(2)w? 4+ O, (w?1). On note
encore f extension mromorphe de (P,Q) P! x P1.

(i) La suite de courants a=I(f7)*(w1) converge vers un courant Tp €
Ci (P! x P1) cohomologue w1 qui vrifie

f*Tp=a-Tp et Supp Tp = Jp x PL,

o Jp, lensemble de Julia de P, est un compact de C. Le courant Tp
admet un potentiel partout continu.
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(ii) La suite de fonctions g;(z,w) = 67 log ||Q’(z,w)|| converge ponctuel-
lement sur Kp x C vers une fonction g s.c.s. et localement borne sur
Kp x C telle que

gof=1d-g,

o Kp dsigne ’ensemble de Julia rempli de P.

(iit) La suite de fonctions ¢;(z) = Z{z_& log |Ao PY(2)| converge ponctuelle-
ment sur Kp vers une fonction o s.c.s. telle que ¢ € L*(up), o pp
dsigne la mesure de Green du polynme P.

(iv) Lorsque z est fir dans Kp \ {¢ = —oo}, la fonction w — g(z,w) est
continue, sous-harmonique dans C. C’est la fonction de Green avec
ple Uinfini du compact K, := {w € C/g(z,w) = 0}. Elle admet le
dveloppement asymptotique

9(z,w) =log|w| +¢(z) + 0-(1).

Remarque: Notons que (z,w) € Kp x C — g(z,w) n’est, en gnral, pas
continue (voir Proposition 5.1.13). ¢

Démonstration.

i) Le premier facteur est indpendant de w et induit une application
holomorphe P : P! — P! pour laquelle on sait construire une mesure de
probabilit up telle que P*up = o - up et qui admet un potentiel continu.
Le courant Tp = miup a toutes les proprits annonces, o m; : P! x P1 — P!
dsigne la projection sur le premier facteur.

i) Il existe C' > 0 telle que ||Q(z, w)|| < C||z]|”||lw||®, 0y = deg, Q. Onen
dduit g4 1(2, w) < gj(z,0)+6~0+D (log C +~log || P?(2)||). Comme Kp est
un compact compltement invariant par P, on obtient sur K p x C une majo-
ration g;j11 < gj—i—é_j C'’. Lasuite (g;) est donc une suite “quasi-dcroissante”
de fonctions psh non-ngatives, elle converge ainsi ponctuellement vers une
fonction ¢ s.c.s. localement borne sur Kp x C. La relation fonctionnelle
rsulte de ce que gjo f =0 - gj41.

iii) On a fI(z,w) = (P’(2),Q’(z,w)), o @’ est de terme dominant
Aj(2)w” avec

j—1
j—1—1
A;(z) = [[(Ao P ™"
1=0
La suite
1 |
0i(2) = 5 log | A; ()] = > =7 log | Ao P(2)
1=0

est “quasi-dcroissante” sur le compact Kp i.e. pjr1 < ¢, + log C/&7 pour
une constante C' > 0, car A est borne sur Kp qui est totalement invariant.
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Elle converge donc vers une fonction ¢ s.c.s. Cette fonction ¢ n’est pas
identiquement —oo puisque P admet une infinit de points priodiques dont
le cycle ne rencontre pas A71(0). Enfin le thorme de convergence monotone
donne

/cpdup = jligolo/soj dup

1 *
= ZW < (P")*log |A|, pp >
1>0

1
= —— [logl|A -
5 1/Og||dﬂp> o,

donc ¢ € L (up).
iv) Il existe une constante C' > 0 t.q. pour tout (z,w) € Kp x C,

1R )l = JAE)] - )| < Cllwl™" .

On en dduit pour tout j € N,

1 C
= 5 °g< " HQJHonPu)

En minorant ||@7]] > 1 et en sommant l'ingalit prcdente, on obtient pour
tout j € N, et pour tout (z,w) € Kp x C,

1 .
gj+1—gj—mlog|AoP]|

9000 = 30) = (90~ 930D < 3 o (1 e )
12

Fixons z € Kp \ {¢ = —oo}. Comme la srie du membre de droite converge,
la suite (g;)jen converge uniformment vers g sur {z} x C et w — g(z,w)
est continue sur C. On obtient galement V(z,w) € Kp x C,

9(z,w) —log w]| —(2)| < ¥(z,w) , (5.2)
avec 1 c

Il s’ensuit, par convergence domine,

. 1 .. C
Jim, 90 w) = e Jim log <1 * W) -0
d’o g(z,w) = log ||w|| + ¢(2) + 0,(1). Ainsi K, = {w € C/g(z,w) = 0} est
un compact de C, w — g(z,w) est sa fonction de Green avec ple linfini et
K, est de capacit logarithmique e~ ¢(2), O
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Théoréeme 5.1.2. Soit f = (P(z),Q(z,w)) vrifiant les hypothses du thorme
predent. On note pup = dd®gp la mesure de Green de P sur P! et on définit
la mesure de probabilit ji, == Ayg(z,w) support dans {z} x C.

(i) Le courant p := dd°(g - Tp) est une mesure de probabilit invariante
dans C? qui ne charge pas les ensembles pluripolaires (en particulier

w(C(f)) = p(I(f)) = 0). Elle est invariante, vérifie fou = ad - p, et
agit sur une forme test x par

<we= [ ([ e de. 63

(i) La mesure p est d’entropie mazimale:
hiop(f) = hyu(f) = log(ad).

(iii) La mesure p est mlangeante et pour tout point z en dehors d’un en-
semble pluripolaire, on a

1 .
lm —— ()%, = p.
frsl (ad)? (F7)°0: =
(iv) Le support de p vrifie
Supp g = U {z} x 0K, .

z€Jp\{p=—00}
Il est compact dans C? si et seulement si A~1(0) N Jp = 0.

(v) Les fonctions logT||(Df)*Y| sont dans L'(u). Ainsi p admet deux
exposants de Lyapunov )\’,)\”. Ils sont donns par

N =X\p=loga+ Z gp(zi) >loga >0
P/(2;)=0

et

N = log5+/ Z g(z,w;(z)) dup(z) >1logd >0 .
92 (2w (2))=0
Démonstration.

i) Le courant y = dd°(g- Tp) est bien dfini dans C? car g est localement
borne sur le support de Tp. C’est une mesure positive puisque g; est psh
dans C? et p = limj_,oo dd®(g; - Tp). L'quation (5.3) rsulte de la dfinition
de p. La masse de p dans C? est

lullos = [ ( Awg<z7w>> dup(z) = 1,
2eC weC



CHAPITRE 5. QUELQUES CLASSES D’EXEMPLES 160

car ¢ € L'(up) et [ Apg(z,w) =1 pour z € Jp \ {p = —oo} (cf point
(iv) du Thorme 5.1.1). En particulier, la mesure p ne charge pas U'infini. La
Proposition A.0.11 assure que p ne charge pas les ensembles pluripolaires
de C? donc de P! x P!. L’quation fonctionnelle f®u = o - u résulte alors
de celles satisfaites par g et Tp.

ii) Ceci rsulte du Corollaire 2.3.11 et de l’assertion 1i).

iii) Comme le degr topologique de f est deg(f) = ad > A\1(f) = max(«, 9),
le rsultat d’quidistribution de Russakovskii-Shiffman (Thorme 3.3.1) s’applique
et le Lemme 3.3.2 montre que f est mlangeante.

iv) La formule annonce pour le support est une consquence de (5.3).
Lorsque A~1(0) N Jp = (), la fonction ¢ est uniformment minore sur Jp et
on dduit de (5.2) que g(z,w) — log ||w|| > Cy pour une constante C; > 0.
Cela prouve la compacit de Supp (u).

Si A710) N Jp # 0 alors {¢ = —oo} N Jp # 0. Soit (z;) une suite de
points de Jp \ {¢ = —oo} qui converge vers z tel que p(x) = —oo. On a
¢(xj) — —oo donc la suite de compacts 9K, C Supp (1) est non borne -ils
sont de capacit logarithmique exp(—(z;))- et Supp (u) n’est pas born.

v) Le fait que les fonctions log™ ||(Df)*!|| sont dans L'(u) découle du
lemme suivant (voir aussi Lemme 5.1.9). Ce lemme sera de plus utile dans
la section suivante.

Lemme 5.1.3. La fonction p — log distpiyp1(p,C(f)) € L' ().

Démonstration.
Fixons V' O Jp un voisinage ouvert borné de Jp. La fonction

2Q

2

H(zw) = [P/(2)P - [52] x (14 [w]?)!~?

définit une fonction réelle analytique sur V x P! qui s’annule précisément
sur C(f). Les inégalités de Lojasiewicz donnent l'existence de réels C, N > 0
t.q.

C_IH(Z7 w)l/N < distp1,p1 ((Z, ’LU), C(f)) < CH(Za w)N'

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que la fonction log |P’(z) -
0Q/ow| € L'(n), et que logt |w| € L'(u). Nous donnerons une formule
exacte de l'intégrale de la premiere fonction. Pour la seconde nous procédons
de la manieére suivante.

La formule de reprsentation de Riesz donne pour tout w € C

| tog ¢l = 1o .
Sl

La formule de reprsentation (5.3) et le thorme de Fubini combins au fait que
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g est majore sur Jp x S', donnent les ingalits

o lwlan = [ dup(/ 1og|w—<|d<®awg<z,w>)
C2 Jp S1xC

- /Jp dpp (/31 (9(2,€) —w(z))dg“)

< 27 </ —gpd,up> + 271 sup g < +oo.
JpXSl

Ainsi log™ |w| € L(p). O

L’application f admet donc deux exposants de Lyapunov relatifs la
mesure ergodique p. Ce sont deux rels Ay > Ao caractriss par l'existence,
pour p-presque tout p € C2 d'un sous-espace Es(p) de C? tel que

lim ~log [ D (p) - o]l = A, Yo € Ea(p) \ {0},

=400 ]

1 .
lim =log|[Df%(p)-v| = A1, Vv € C2\ Ey(m).

=400 ]

Le thorme ergodique de Birkhoff donne de plus (cf [Y95])
A= i+ = /log | det D f|dp. (5.4)

Puisque f envoie une droite verticale {z} x C sur la droite verticale { P(z)} x
C, l'un des exposants de Lyapunov, notons le )\, est gal l’exposant de
Lyapunov Ap de P relatif la mesure pup qui est ergodique pour P. La
formule annonce pour X est alors une consquence simple de la formule de
Riesz pour gp, la fonction de Green de P (cf [P85]).

Il reste calculer A" = A — Ap. On dduit de (5.3) et (5.4)

)\":A—)\p:/</log 0

%@,w)' dﬂz(w)> dpip(2).

Or pour tout z € Jp \ {¢ = —o0}, g(z,w) = ¢(z) + [log|{ — w|p-(¢), et le
terme dominant de Q. (w) = Q(z,w) est A(2)w’. Siwy(2),...,ws_1(z) sont
les racines de 0Q),/0w(w) = 0 (comptes avec multiplicit), on obtient donc

a0 0—1
[ 08| 520 diatw) o5+ 108 A + 3 (0121 - 9121

=1

Enfin I'galit (6 — 1) [ ¢ dup = [log|A| dup (voir la preuve du point iii du
Thoreéme 5.1.1) fournit la formule dsire pour \”. O
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5.1.2 Equidistribution des points priodiques.

Dans cette section, nous dmontrons que pour les produits croiss polynomi-
aux de C?, les points priodiques rpulsifs s’quidistribuent selon p (propriété
HOL5). La preuve est de Briend-Duval [BD99] dans le cas holomorphe.
Leurs arguments s’adaptent au cas rationnel modulo le fait crucial que la
mesure p ne charge pas C(f) - donc I(f) - (voir 'hypotheése 3 du Théoréeme
5.1.4 ci-dessous). Cette hypothse permet d’obtenir la construction de voisi-
nages rguliers ” la Pesin” puis de construire de nombreuses branches inverses
de f. Nous avons choisi de donner une dmonstration dtaille du rsultat gnral
suivant. Nous pensons que I’quidistribution des points priodiques rpulsifs
par rapport a une mesure d’entropie maximale est en effet valable pour une
large classe d’applications méromorphes.

Théoreme 5.1.4. Soit f : X — X une application méromorphe d’une varit
complexe compacte lisse de dimension n, et u une mesure de probabilit sur
X. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites:

1. La mesure p est invariante, et on a f*u = deg(f)p.
2. La mesure p est mlangeante.

3. La fonction p +— logdist(p,C(f)) € L'(n) (en particulier u(C(f)) =
u(I(f)) =0).

4. Les exposants de Lyapunov de f relativement p sont strictement posi-
tifs.

5. Le nombre P,j de points priodiques rpulsifs de priode k satisfait lim supk_m(P,j)l/k <

deg(f).
Alors on a

1
lim ———— 6p =
jooo deg ()% 2 o=
fI(p)=p
p rpulsif

i.e. les points priodiques rpulsifs s’quidistribuent selon .

Corollaire 5.1.5. Soit f = (P(z),Q(z,w)) un produit crois polynomial de
C? 0 P et Q sont des polynmes tels que deg P = o > 2, deg,, Q@ = 6 > 2, et
1 la mesure construite predemment. Alors les points priodiques rpulsifs de
[ s’quidistribuent selon p.

Démonstration. Les assertions 1, 2 et 4 sont des consquences directes du
Thorme 5.1.2. Pour 5, on vrifie facilement que pour tout & > 0, le nom-
bre de points fixes isols est born par (ad)* = deg(f)*. Enfin 'hypothse
d’intgrabilit 3 dcoule du Lemme 5.1.3. On peut donc appliquer le Thorme
5.1.4 predent pour conclure. O
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Remarque: La condition 3 implique que la fonction p — logdist(p, I(f)) €
L'(u). Cette hypothése permet de controler le role joué par les points
d’indétermination. Notons aussi que cette hypothese implique I'intgrabilit
des fonctions log™ ||[Df*!|| € L'(u) ncessaire la dfinition des exposants de
Lyapunov (voir Lemme 5.1.9). Enfin des conditions similaires interviennent
naturellement en thorie de Pesin des applications possdant des singularits
(cf [KS86]). ¢

Le reste de cette section est consacre la preuve du Thorme 5.1.4. Celle-
ci suit exactement la preuve donnée par [BD99] mais nous avons choisi de
la détailler pour clarifier le role joué par la présence de points d’indétermi-
nation. La démonstration s’appuie essentiellement sur la thorie de Pesin.
Nous donnons un bref expos des rsultats qui nous seront ncessaires, nous
renvoyons le lecteur [KH95] pour un expos dtaill.

Soit donc f : X — X une application mromorphe vrifiant les hypothses
du Thorme 5.1.4. Reprenons les notations de la Section 2.1. Soit I' € X x X
le graphe de f et T := {2* = (2;)iez € X% t.q. (v, 7i41) € T} On note
m; : ['°° — X la projection m;(z®) := z; et m := mo. Le shift gauche f(z;) :=
(zi41) dfinit un homomorphisme de I'*® sur lui-mme tel que o f = fom. Le
systme dynamique (I'*°, f) est ’extension naturelle de f T'*°. La mesure p
se relve I'*® en une mesure mlangeante i t.q. 7.t = p (voir Lemme 2.3.4).

Rappelons tout d’abord quelques notions importantes.

Définition 5.1.6. Une fonction mesurable K : I'° — R’ est dite tempre
si limp_oo |k| 7' log K (f*(Z)) = 0 pour 1i presque tout 2.

Le lemme suivant est classique:

Lemme 5.1.7. ([KH95] p.666)
Soit K : I'* — R’ une fonction tempre. Pour tout 1 > > 0, il existe
une fonction mesurable K. > K t.q. K. est e-lente i.e.

< L;g(g)) <e !

pour T [1-p.p.
L’invariance de i permet de construire de nombreuses fonctions tempres.

Lemme 5.1.8. Soit K : I'*° — R une fonction mesurable t.q. log K €
LY(1i). Alors K est tempre.

Démonstration. Comme [ est ergodique (invariante suffit), le thorme de
Birkhoff appliqu log K o f — log K prouve la convergence pour [i presque
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tout point

1 Fitl A Fifm

Z (logKof () —logKo f (a:))
— /(logKof— log K)dp = 0.
Le mme raisonnement appliqu f_l permet de conclure la preuve. ]

Nous utiliserons le lemme général suivant.

Lemme 5.1.9. Soit X une variété compleze lisse compacte et f : X — X
une application méromorphe quelconque. Alors il existe des constantes C' >
0 et N € N* t.q. pour tout © € X les inégalités

IDf(@)|l, [|ID*f(z)| < Cdist(x, I(f))N,
IDf M (f()ll < Cdist(z,C(f)Y

sont satisfaites.

Notons que I(f) C C(f) donc I’hypotheése 3 implique 'intégrabilité des
fonctions log™ || Df*Y|,log™ || D2f|. En particulier, les fonctions 1 + || Df]|
et 14 ||D?f|| sont tempérées.

Démonstration.Lemme 5.1.9

La preuve résulte des inégalités de Lojasiewicz. Elle est analogue pour
les trois fonctions considérées, nous ne considérerons donc que le cas de
log || D f].

Soit I' le graphe de f muni des projections 71,7 : I' — X. On fixe une
métrique hermitienne arbitaire sur I'. On a pour tout point x € X \ I(f),
f(x) = mamy *(x). On veut estimer || D7y !(x)||. Dans une carte locale U, on
peut écrire -

D7T1 -1
— T @),
ou 5;1 désigne la transposée de la comatrice de Dmy. la fonction det Dy est
réelle analytique sur U C I' et s’annule précisément sur ’ensemble C(7w1) =
7 Y(I(f)). Par Lojasiewicz, on peut trouver des constantes C, N > 0 t.q.
pour tout y € I" on a

| det Dy (y)| > Cdist(y, 7 "(I(f)))V.

Dy (x)

On en déduit alors pour des constantes C’,C” > 0

IDm
< ep (@)
C'dist(ﬂl_l(:r),ﬂl_ll(f))_]v
C"dist(z, I(f))~N.

1Dy (=)
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Et il vient pour une constante D > 0,
IDf ()] < [[Dma(my t(@))]] - 1Dyt ()| < Ddist(, (),

ce qui conclut la preuve. ]

Démonstration.Théoreme 5.1.4

Premiere étape: Elle consiste construire des cartes locales adaptes
dans lesquelles f est approche en norme C! par son application tangente qui
est elle-mme expansive (voir hypothse 4).

Soit {U;} une collection finie d’ouverts de carte disjoints: le fibr tangent
TX|y, est trivial. On suppose que p(U;U;) = u(X) = 1, et que C(f) U
I(f) c U;0U;. L’ensemble des points z t.q. =) € |J, U; pour tout k € Z
est un borlien invariant de mesure 1 que nous noterons encore I'*°. Par
dfinition, l’espace tangent au point T € ' est T3I° := T3, X. Muni de
cette trivialisation, application tangente D f(Z) := D f(x¢) sur TT° dfinit
une application valeurs dans GL(n,C).

Grace a I'’hypothese 3 et grce au Lemme 5.1.9, le thorme d’Osedelec
s’applique (voir [KH95] p.665). On peut dfinir en presque tout point les
exposants de Lyapunov de f. Ceux-ci ne dpendent pas du point considr
car 11 est ergodique, et par hypothse, ils sont tous minors par une constante
A > 0. On a donc pour presque tout T € I'*® et tout v € TZI'*°:

lim &k~ 'log |Df*()w| > A > 0.
k—+o0

Fixons € <1 une constante trs petite. En déformant la métrique her-
mitienne originelle de maniere tempérée, on peut rendre le cocycle D f uni-
formément expansif. C’est le contenu du thorme d’e-rduction de Pesin qui
se réduit dans notre cadre a ’assertion suivante:

Théoréme 5.1.10. (voir [KH95] p.666)
Il existe une application Cc : ' — GL(n,C) avec |CEL|| tempre et tel

~

que la matrice A(7) = C.(f(@))Df(@)C1(T) vrifie
[A=(Z) 71| 7" > exp(A —¢) (5.5)
pour [i-presque tout point T € T'°°.

On va alors montrer qu’en tordant des cartes locales par C. on peut
approcher I'application f par son application tangente en norme C'.

Par commodit, on fixe une mtrique lisse sur X et ry > 0 t.q. ’exponen-
tielle exp; := exp,, : B(rg) — X soit un plongement avec || D expz(w)| <1
pour tout w € B(rp). Soit C, N > 0 des constantes fournies par le Lemme
5.1.9, et fixons 7(Z) une fonction mesurable de I'ordre de Cdist(zo, I(f))™
vérifiant

r(@) x  sup 14 |[Df]| < ro.

B(zo,r(Z
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Notons que r est tempérée. L’ingalit des accroissements finis implique
J(exps B(r(@)) C exp g, (B(ro)).

On peut donc dfinir Papplication
fa = (C(F@) oexp7l ) o f o (expz oCT (@)
dans la boule C.(Z)B(r(z)) D> B(||C-Y(Z)|| "7 (Z)) contenant 'origine de
C". Notons 7(7) := ||C-1(@) |~ 1r(@).
L’application f; fixe l'origine et dans la boule B(7(Z)) on a I'estimation

1D fz(w) = Dfz(0)]| <

|
IC-(F@)II- o= @) -

sup 1+ [ D2f|| - [|w]| == (@) - [[w].
B(r(z))

Il s’ensuit
|Dfz(w) = Dfz(0)] <e,

dans la boule B(§(Z)) avec §(Z) := min{e/n(z),7(z)}. Par hypothese
la fonction dist(xg, I(f)) est p-intégrable, il s’ensuit que 7 est tempérée
(Lemme 5.1.8) puis que § I'est aussi. En posant ¢z := exp; oC-1(Z), on a
prouv (notons que D fz(0) = A.(0) dans les notations du Théoréme 5.1.10):

Proposition 5.1.11. Il existe une fonction tempre § sur I'° et une famille
de cartes Yz : B(6(Z)) — X t.q. si on pose

fai= 7L o fous
on a les estimations
1 [ Dfz(0)7H7! = exp(A — ),
2. |[Dfz(w) = Dfz(0)]| <e.
De plus, il existe une fonction tempre H et un rel K >0 t.q.
K™ dist (4 (u), 5 (v)) < dist(u,v) < H(@)dist(z(w), v3(v),  (5.6)
c’est-a-dire que les cartes ¥z sont a excentricité tempérée.

Deuxiéme étape: A ’aide de la proposition précédente, on va contruire
de nombreuses branches inverses de f*.

Quitte a appliquer le Lemme 5.1.8, on peut supposer § a variation e-
lente. Fixons N > ¢ t.q. ¢* = e’ — ¢. L’estimation (2) de la Proposition
5.1.11 implique pour tout u,v € B(d(Z)),

| fz(u) = f3(v) = D f3(0).(u —v) ||<
1
/0 1 (Dfz(v+ (u—=w)t) = Df3(0)) .(u—v) || dt <eflu— v,
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et par suite )
1 £2(w) = fa()l| = ¥ [lu—ol|. (5.7)

L’application f3 est donc injective sur B(d(7)) et pour tout r < §(Z) on a
f#(B(r)) 2 B(e¥r).

Comme § est e-lente, on a B(e)§(Z)) D B(5]?(§)) On peut donc définir
une branche inverse f- Lde f; sur B(6(Z)) et pour tout r < §(Z) on a

f2Y(B(r) € B(e™r).

Par récurrence, on vérifie que pour (presque) tout € I'*° et pour tout k > 0
la branche inverse f- Fde k.= fikl(af\) o f¥ 043 est bien définie sur B(5(2))
et pour tout r < 4(Z) on a

=¥(B(r) € Be™r).

On se rameéne maintenant dans la variété X via 1z. On peut donc définir
pour (presque) tout point z € I'* et pour tout k£ > 0 une branche inverse
de f¥ que I’on notera aussi fu;gk envoyant xg sur x_; et t.q.

a o) —n (o)

Comme H est tempérée, on obtient:

Proposition 5.1.12. [l existe une fonction e-lenten > 0 et N > 1 t.q. pour
n-presque tout point T € I'*° et pour tout k > 0, la branche inverse fa_k de
¥ envoyant xo sur x_;, est bien définie au voisinage de xq et Uinclusion

175 (B (@0,n(@))) € B (-, n(@))
est vérifiée.

Troisieme étape: A 'aide de la proposition précédente, on conclut la
preuve en reprenant les arguments de [BD99]. On utilise de maniére cruciale
le mélange de p et son équation d’invariance f®u = deg(f)u.

Donnons une idée de la preuve. Soit U une petite boule fixée. Comme
f est mélangeante, on a pour k assez grand

p(fHU)NU) ~ p(U)2.

On a vu que I’on pouvait construire de nombreuses branches inverses de f*
et que le diametre des composantes de f~%(U) décroissait exponentiellement
vite. On peut donc recouvrir f~*(U) & un ensemble de mesure négligeable
prés par une union de composantes B de diameétre diam(B) < diam(U) et
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t.q. f¥: B — U est bijective. L’équation d’invariance de p implique u(B) =
deg(f)*u(U). Notons B l'ensemble des composantes connexes de f~%(U)
intersectant U et vérifiant les conditions précédentes. Comme le diametre
de B € B est petit par rapport a celui de U, on peut supposer que B C U.
Le théoreme du point fixe appliqué & f =% : U — B fournit I'existence d’un
point périodique de période k attractif pour f—* donc répulsif pour f*. On
a donc

w(f ) NU) ~ n (U B) = dgg((yj;))k CardB

Card{f*(z) = x, x € U répulsif}.

deg(f)*

Par suite, limy, .o deg(f) *Card{f*(z) = =, = € U répulsif} = u(U), ce
qui conclut la preuve.
Nous renvoyons & [BD99] pour une preuve précise de ce fait. ]

5.1.3 Exemples

Nous prcisons dans ce paragraphe la dynamique d’une classe particulire
de produits croiss polynomiaux. Cela fournit en particulier des exemples
d’applications polynomiales de C? pour lesquelles ’ensemble K ¢ des points
d’orbite positive borne n’est pas ferm.

On considre f : (z,w) € C? — (P(2),A(z)w’) € C?, avec § > 2,
deg P = o > 2. Comme predemment ¢(2) = > 3506~ —=1log|Ao Pi(2)| . On
vrifie aisment les assertions suivantes.

e La fonction g : Kp x C — R est donne par g(z,w) = max(p(z) +
log [w],0).

e K. ={weC/lw <e*®}.
e Le second exposant de Lyapunov est N\ = log §.

Il est possible de dcrire prcisment certains aspects de la dynamique en
discutant selon que A~1(0) rencontre ou non Jp (resp. Int(Kp)). Nous ne
mentionnerons que la

Proposition 5.1.13. Supposons que A=1(0) N Jp # 0.
e L’ensemble {o = —oo} N Jp est dense dans Jp.

e La fonction gj,xc est partout discontinue.
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o L'ensemble Ky = {(z,w) € C?/|fi(z,w)|;50 := O(1)} des points
d’orbite positive borne n’est pas ferm. Son adhrence contient Jp x C.

Démonstration. Soit x un point de Jp tel que A(x) = 0. Les primages
de x par PJ sont denses dans Jp et appartiennent Uj>1{p; = —oo} C
{¢ = —o0}. La fonction |7, De peut donc pas tre continue aux points de
Jp \ {¢ = —oo}. Par suite, g est nulle sur une famille de droites {z} x C
dense dans Jp x C et g|j,xc est partout discontinue.

L’ensemble K est un sous-ensemble de Kp x C. Si log|w| > —¢(2),
I'quation fonctionnelle go f = § - g assure que |w;| — oo, 'orbite de (z,w)
est attire par {wy = 0}, donc (z,w) ¢ K.

Size Kpeto(z)+log|lw <0,

i—1

1 — 1

55 log [wj| = log [w] + > o log Ao Pl(2)|
=0

est strictement ngatif pour j assez grand. Donc |w;| — 0 et (z,w) € K.
Ainsi Ky N (Jp x C) est strictement inclus dans Jp x C et contient une
famille dense de droites {z} x C, il n’est donc pas ferm. O
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5.2 Applications birationnelles polynomiales dans
C2.

Nous allons étudier dans cette section une autre classe d’applications poly-
nomiales de C2: celle-ci sera contenue dans I’ensemble des applications bi-
rationnelles de P2 (deg(f) = 1) et contiendra la classe des applications de
Hénon (voir l'introduction de ce chapitre).

Considérons tout d’abord f une application birationnelle de P! x P!
de matrice des degré A € M(2,N). Il est naturel (cf Proposition 3.1.6)
de se restreindre aux applications telles que I1(f) N Io(f) = 0. Dans ce
cas, la Proposition 3.3.4 permet d’exprimer le degré topologique deg(f) =
ad+ By = 1. On a donc fy = 0 ou @ = 0. Lorsque § = 0 (le cas
~v = 0 se traite par symétrie), on obtient & = § = 1 ; le premier facteur est
donc linéaire et la dynamique de ce produit croisé est assez simple étudier.
Dans la suite nous nous intéressons au cas @ = 0 (le cas § = 0 se traite
similairement). On a alors 3 = v = 1 et on peut conjuguer f linéairement
pour se ramener [’étude de

fo (2 [w]) = ([w], [C(w)z1 + D(w)zo = A(w)z1 + B(w)z]),

o A,B,C, D sont des polynmes homognes de degré 6 en w = (wp, wy).
Une application de la forme précédente est donc polynomiale dans C?2,
ssi C'= D =0, c’est-a-dire qu’on peut 1’écrire sous la forme

f:(z,w) € C*— (w, A(w)z + B(w)) € C?,

avec A, B € Clw] et A # 0. Lorsque A est un polynme constant, on dira
que f est une application de Hénon.

5.2.1 Quelques rappels.

Soit X une surface complexe lisse compacte connexe et f : X — X une
application rationnelle dominante. Rappelons que f est dite birationnelle si
il existe des fermés analytiques stricts V,\IW C X t.q. f: X \V — X\ W
soit un biholomorphisme.

Si f = fy est birationnelle, on notera f_ son inverse. On vérifie les
propositions suivantes (voir Section 4.2).

Proposition 5.2.1. Soit fi : X — X une application birationnelle.
o f ralise un biholomorphisme de X \ C(f4) sur X \ C(f-);

o f1(C(f+)) =1I(f-).

Proposition 5.2.2. Soit f, : X — X wune application birationnelle. No-
tons f%, f* les actions respectives de f+, f— sur HY1(X). Alors pour toutes
formes wy,wsy lisses fermées de bidegré (1,1) on a

< f_T_UJl,UJQ >=< CL)1,fiW2 > .
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En particulier, on a p1(fy) = p1(f-), et

A(f+) = Au(f-)-
Dans toute la suite, on notera p := A (fy) = A\ (f-).

Proposition 5.2.3. Soit f, : X — X wune application birationnelle. Les
conditions suivantes sont quivalentes:

i) f4 est algbriquement stable ;
i) I(/2) N I(f<) =10 ;
i11) f— est algbriquement stable.

Le rsultat suivant est une consquence simple du thorme de convergence
du Chapitre 4. Celui-ci sera utilisé de maniere cruciale dans la preuve du
mélange de la mesure naturelle associée a f (voir Théoreme 5.2.7).

Proposition 5.2.4. Soit f1 : X — X une application birationnelle de la
classe (B) du Chapitre 4. Soit T un courant de Green associé a une forme
positive fermée lisse vérifiant f1T+ = pT+.

Alors le courant de Green T+ est extrémal dans Cy (X).

Démonstration. Soit S € C; (X) tel que S < T. On veut montrer que S
est proportionnel & T+. Considérons S; := o ( fi)’S I’extension triviale de

o (fel - )*(S) & travers C(f2). Le courant T vérifie p/(f1)*T+ = T+
X\C(f1)

dans X \C( £ ), on en déduit I'inégalité S; < T'F valable dans tout X puisque
T+ et S; ne chargent pas C(f7).

Soit & présent S’ = p_j(fi)*Sj. L’invariance de T+ donne S < T donc
S’ ne charge pas C(fi)UC(fZ) (Théoreme 2.4.6). Mais on a clairement S’ =

S hors de C( fi) ucC( fz ), comme S ne charge pas non plus les hypersurfaces,
on en déduit que S; = S dans X.

De S; < T on déduit que SuppS; N V = 0, on V désigne un voisi-
nage assez petit de I’ensemble des points périodiques superattractifs de f.
Comme la famille {S;} est de masse bornée, on peut en extraire une sous-
suite convergeante Sj, vers un courant S’. Le Théoreme A assure alors que
(f9)*(S;,)/p’ converge vers c- T ot ¢ ne dépend que de la classe de coho-
mologie de S’. On conclut alors S =c¢-T. O

Remarque: En particulier, lorsque X = P2 ou P! x P! et que fi est
algébriquement stable (et n’est pas un produit croisé) la proposition précédente
s’applique. Le courant de Green (qui est alors uniquement déterminé) est
un courant positif fermé extrémal. ¢
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5.2.2 La classe H.
On introduit le semi-groupe H suivant qui sera notre objet d’étude.

Définition 5.2.5. Soit ‘H le semi-groupe des applications birationnelles
polynomiales f : C* — C? s’écrivant sous la forme f = hyo--- o hg avec

hi : (z,w) — (w, A;(w)z + B;(w)),
ou A;, B; € Clw], A; 20, et §; :== max{l + deg(A4;),deg(B;)} > 2.

Le théoreme de Jung (voir théoreme 2.6 de [FM89]) permet de montrer
que tout automorphisme polynomial de C? est conjugué par un automor-
phisme polynomial soit & une composée d’applications de Hénon, soit & une
application élémentaire (z,w) — (az + b, cw + B(z)) avec a,c € C*, b € C,
et B € C[z], soit & un automorphisme affine.

Question. Toute application birationnelle polynomiale de C? est-elle con-
juguée par un automorphisme polynomial de C? l'une des applications
suivantes ?
1. un élément de H;
2. une application élémentaire de la forme (z, w) — (az+b, A(z)w+B(z))
avec a € C*, be C, A,B € C[z], et A #0.
3. un automorphisme affine.

La proposition suivante indique que tout élément de H se compactifie de
maniére algébriquement stable soit dans P2, soit dans P! x P1.

Proposition 5.2.6. Soit f =hjo---0hs € H avec
hi: (z,w) — (w, A;(w)z + B(w)),

ou A;, B; € Clw] et A; #0, et §; := max{l + deg A;,deg B;} > 2. Notons o
le degré total de f; p le rayon spectral de la matrice des degrés en (z,w) de
f et (a,b) le vecteur propre associé, a coefficients réels positifs normalisés
par 2ab = 1.

1. Sideg Ay < deg Bs—1, f se compactifie en une application algébriqguement
stable de P2. L’hyperplan infini {t = 0} est contracté par f sur le
point ¢ = [0 : 1 : 0] qui est superattractif. Soit Q, C C? son bassin
d’attraction.

Le courant positif invariant TV := limj_ S I(fN)*wps admet pour
potentiel dans C? la fonction gt = limj_oc 67 log™ ||f7]|. Celle-ci
est psh, continue, et {g* > 0} = Q.

2. Sideg As > deg Bs, f se compactifie en une application algébriguement
stable de P! x P'. Les deuz droites a l'infini {zowo = 0} sont con-
tractées par f2 sur le point ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) qui est superattractif.
Soit Qg C C? son bassin d’attraction.
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Le courant positif invariant TT := lim; 0o p~7 (f7)*(awy + bwa) admet
pour potentiel dans C? la fonction g+ = lim; o p~7 log™ || f7]|. Celle-
ci est psh, continue, et {g* > 0} = Q,.

Démonstration. Notons fs = (Ps, Qs) = hjo---ohg, nous allons démontrer
par récurrence sur s > 1 que
1) si deg A < deg B, alors deg,, Qs = deg Qs > deg Ps = deg,, Ps ;
2) si deg As > deg Bs, alors deg, Qs + deg,, Qs = degQs > degP;, =
deg, Ps + deg,, Ps.

L’assertion est claire pour s = 1. Supposons la vérifiée au rang s — 1 et
écrivons les relations de récurrence

Ps(z,w) = Ps_1(w,As(w)z + Bs(w))
Qs(z,w) = Qs—1(w, As(w)z + Bs(w)).

Il suffit alors d’examiner les quatres cas qui se présentent, selon que fs_1 et
hs sont de “type P?” ou de “type P! x P17,

Les assertions concernant le comportement de fs linfini en résultent,
celles concernant le courant de Green découlent du Théoréme 3.4.3 . O

5.2.3 Mesure mélangeante

Comme f = f, € H est birationnelle, on peut également considérer T~ le
courant invariant associé & son inverse. Le courant 7" admet un potentiel
continu hors des points de I(f$°) = I( f?r) qui sont en nombre fini, on peut
donc définir le produit Tt AT~ (voir [De93]).

Notre théoreme principal est le suivant.

Théoreme 5.2.7. Soit f € 'H.

La mesure .= Tt AT~ /||TT ANT~|| est une mesure de probabilité dans
C? qui ne charge pas Uinfini et vérifie fxu= (f1)p = p.

La mesure p est mélangeante.

Démonstration. Supposons que f se compactifie de maniere algébriquement
stable dans P! x P! (le cas P? est analogue).

Le courant 7T admet un potentiel continu dans C2, comme de plus 7~ ne
charge pas les hypersurfaces, la mesure p|c2 ne charge pas les hypersurfaces
(voir [De93]). En particulier elle ne charge ni C(fy) ni C(f_), ce qui assure
fivlez = (f)splc2 = plce

Montrons présent que p ne charge pas les points d’indétermination de
f_%, ce qui assurera que pi| g2 est une mesure de probabilité puisque le support
de T" ne rencontre I'infini qu'aux points de I(f$°) = I(f2). Soit p € I(f$°),
on se place dans une carte locale avec p = 0 et on note G un potentiel
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continu de T dans By \ {0}, o By est une boule centrée en p = 0. Par la
Proposition 3.4.4, on peut trouver une constante ¢ > 0 t.q.

GH(Z) = clog | Z]| + O(1).

En particulier, la fonction G est une fonction psh semi-exhaustive dans By
(voir definition 4.1 p.137 [De93]), et exp(GT) est continue dans By. On a

p{p} = lim T- ANdd“G™.
r——00 {G+ ST}
Le second membre est par définition le nombre de Lelong v(T~,GT) de T~
par rapport au poids G* (definition 4.2 p.137 [De93]). Notons que

limsup Gt (Z)/log || Z|| < c.

Le théorme de comparaison des nombres de Lelong généralisés de Demailly
(First comparison theorem p.148 [De93]) donne alors v(T~,G") < c-v(T~,0).
Comme [ est algébriquement stable, on a I(f$°) NI(f>°) =0 (Proposition
5.2.3), d’o v(T—,0) = 0 (Théoreme 2.4.6). Il s’ensuit que p ne charge pas le
point p = 0.

Nous en déduisons présent le mélange de i en reprenant la démonstration
proposée par Sibony dans le cas des automorphismes polynomiaux réguliers
de C* (Théorme 7.1 p.52 [Si99]). Si 1/ et x sont des fonctions test, il s’agit

de montrer que
/w(ff)xdu—> (/Wu) (/Xdu>-

Puisque  ne charge pas les points de I(f2°), ni les droites a I'infini, on peut
supposer que les supports de v et y sont inclus dans C2. Enfin on ne perd
rien supposer que 0 < t,x < 1. Considérons R; := (f)*(¢T~)/p’. La
Proposition 5.2.8 qui suit montre que R; converge vers cy - T~ avec ¢y =
[ dp et dR;,dd°R; convergent vers 0 en masse. Il s’ensuit que 1/J(J“Z)TJr A
T~ converge vers ¢y - T ANT~. Soit en effet § une fonction test support
dans une boule de C?, on note G un potentiel continu de TF dans cette
boule. Alors

< BV~ AT, 0 >=< %(fi)*(w—)mte S—< dd° (R0),G >

=< Rj ANdd°0,G" > + < 0dd°R;,G" > +2 < dR; Nd°0,GT > .

Le premier terme converge vers < ¢y - T~ Add°0, Gt >=< ¢y - TTANT~,0 >
puisque GT est continue au voisinage du support de 6 et les deux derniers
convergent vers 0 puisque ||dR;|| et ||dd°R;|| convergent vers 0. Ainsi

X

/¢(f1)xdu =< p(f)TH AT
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ce qui conclut la preuve. O

Proposition 5.2.8. Soit f € H et ¢ une fonction test.
La suite de courants

Ryi= (£ WT7) = (o )T

converge vers ¢y, - T~, 0 ¢y =< p, ¥ >= [YTT AT~ /||ITT ANT~||. De plus
dR; et dd°R; convergent vers 0 en masse. Plus précisément, il existe une
constante C > 0 t.q. pour toute 1-forme test 6 et toute fonction lisse x les
estimations

‘/de/\H‘ < Cp 20| g,

‘/ dech

Remarque: La proposition précédente prouve que les coefficients de corrélations
cj(¢, ) == [Wo flodu — [dp [ ¢dp décroissent exponentiellement. Ce
phénomene est général pour tous les systémes holomorphes étudiés jusqu’a
présent. ¢

< Cp|x| L=,

sont satisfaites.

Démonstration. On ne perd rien supposer que 0 < ¢ < 1. La suite de
courants positifs R; est de masse uniformment borne et vrifie donc R; <T.

Comme R; (resp. ) ne charge pas ’hypersurface C(f7) (resp. C(fi)), on a
1 .
<R, T+ >:/ L yeryaTt
PLxPI\C(f7) P
1 .
- [ O A ()T = [Tt AT
PIxPI\C,; I
Nous allons montrer que dR; converge vers 0 en masse, il s’ensuit que toute
valeur d’adhrence S de la suite R; est un courant positif ferm de bidegr (1,1)

sur P1x P!, Mais S < T, donc S est proportionnel T~ (Proposition 5.2.4).
La constante de proportionnalit ¢ vrifie

c<TH, T~ >zlil£n< R; , T >:/1/1T+/\T_,

Jk>

donc ¢ = ¢y, est indpendante de S, d’o R; converge vers cy1 .



CHAPITRE 5. QUELQUES CLASSES D’EXEMPLES 176

Soit 6 une (0,1) forme test. L’ingalit de Cauchy-Schwarz implique

‘/8RjA0‘:%‘/8w/\T_A(fi)*9

1 =1/2 ] i 12
gﬁ\T‘/\aw/\am -/T‘/\(fi)*e/\(fi)*e
o 12
:W/T—Aa@maw -/T—AeAa
1 12
| [ T 0w ABE| T 10l

les galits tant justifies par le fait qu’aucun des courants impliqus ne charge les
hypersurfaces. Par suite |[OR;|| converge vers 0 et |dR;|| galement puisque
R; est positif. Soit prsent x une fonction test, on a

) 1 | c
< dd Rj,x>|=;'/xoffddwm ‘SEHXHLW'H?#HC%

donc ||dd°R;|| tend vers 0. O

5.2.4 Exemples

Nous nous intéressons ici au cas particulier f(z,w) = (w,A(w)z) avec
degA > 1). Considérons son extension méromorphe f dans P! x P!
L’ensemble d’indétermination de f est

I(f+) = {([1: 0, [0: 1]); ([0 : 1], [1,¢]) 0 A(¢) = 0}
et on a
I(f) = Iz = I(f+) U{([0: 1], [1: 0])} -

L’ensemble d’indétermination de l'inverse f_ est

I(f-) ={([0:1],0: 1]); ([1: ¢J,[1:0]) 0 A(C) = O} .

L’ensemble I(f°) est constitué du point l'infini ¢ = ([0: 1],[0 : 1]) et de la
réunion des orbites -sous I'action de f,- des points (¢,0), o ¢ € A71(0). On
obtient donc

1(£2°) = {q;(N¢,0), (0, 11¢) avec ¢ € A71(0) et j >0},

o on a posé A = A(0).

Lorsque |A| < 1, les points de I(f) sont envoyés par f_ sur le 2—cycle
{([1:0],[0:1]); ([0 : 1],[1 : 0])} qui est attractif pour f_. L’application fi
est donc normale et le support de la mesure p est compact dans C2.
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Lorsque [A| =1, on a E(fy) N E(f-) = (. Notons que tout potentiel de
T~ est discontinue sur les cercles {|z| = |C|} x {0} et {0} x {Jw| = |C|} si A
est d’argument irrationnel.

Lorsque [A| > 1, E(f+) N E(f_) est non vide, constitué du 2-cycle {([0 :
1,[1:0]); ([ :0],]0 : 1])} qui est semi-répulsif pour f_ (de valeurs propres
0 et A). Nous pensons que le support de la mesure mélangeante p n’est pas
compact dans C? lorsque |A| > 1.
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Complément de théorie du pluripotentiel

Nous avons construit au Chapitre 5 une mesure mélangeante p pour les
produits croisés polynomiaux de C2 sous la forme p := dd®(vT) ou T est
un courant positif fermé de bidegré (1,1) et v est une fonction s.c.s. et
localement bornée définie sur le support de T'. Par construction, la fonction v
est limite décroissante de fonctions psh globales ce qui garantit dd“(vT’) > 0.
La mesure p définit un courant dit pluripositif (voir [Si85]).

Nous allons établir pour une classe de courants de cette forme quelques
rsultats analogues aux proprits classiques de la théorie du pluripotentiel
initie par Bedford et Taylor [BT82]. Bien qu’il s’agisse d’une adaptation
immdiate de la thorie telle qu’elle est prsente e.g. dans [De93] (voir aussi
[FS95]), nous en donnons des dmonstrations pour la commodit du lecteur;
nous nous restreignons toutefois au contexte qui nous intresse.

Dans cet appendice © désignera un ouvert pseudoconvexe C? & bord lisse
et T € C; () un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur 2. On munit Q
d’une fonction 1 lisse strictement psh d’exhaustion t.q. @ = {¢) < 0}, et on
notera |T'| := T' A dd“y la mesure trace du courant 7.

Définition A.0.9. Une fonction v s.c.s définie sur le support de T est dite
T-psh si la condition suivante est satisfaite. Il existe une suite {v;};>o de
fonctions psh dans S t.q. la suite vj|suppT €st décroissante et vj|suppT — ¥
stmplement.

Lemme A.0.10. Soit v une fonction T-psh localement bornée. Alors v €
LY(|T|) et on peut donc construire le courant dd°(vT). Celui-ci définit une
mesure positive dans 2.

Démonstration. Quitte a régulariser les fonctions psh v; on peut sup-
poser que v; € C*(Q). Pour tout j > 0, on a v; € L'(|T]). Par con-
vergence monotone on en déduit v € L1(|T]). De méme v; \, v donc on
a dd°(v;T) — dd°(vT) au sens des mesures. Comme v; € PSH({2) on a
dd“(v;T) > 0. 1l s’ensuit dd®(vT") > 0. O

On va démontrer un analogue des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg
pour les fonctions T-psh.

Proposition A.0.11. Soit ¢ € PSH(2) et v une fonction T-psh localement
bornée. Pour tout compact F' CC §Q, il existe C' > 0 indpendante de T et v
telle que

|pddv AT F < C/ﬂ@lTl vl oo @nsupp T) -

En particulier ddv AT ne charge pas les ensembles pluripolaires si T ne les
charge pas (e.g. lorsque T' = dd“u et u est localement borne).
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Démonstration.Proposition A.0.11

Pour des raisons techniques on est amen travailler dans C? ; on note
T , U, les courants et fonctions obtenus partir de T, v, ¢ en ajoutant une
coordonne indpendante, et on pose F := F x A(1) et Q = Q x A(2). On
notera abusivement ¢ une fonction lisse psh d’exhaustion de Q. On ne perd
rien a supposer que ¢ < 0 et —1 < ¢ < 0 sur Q. Pour @ > 0 on notera
Qy ={Y < —a} CcC Q.

Fixons € > 0 assez petit. Quitte a retrancher |[v]| 700 (ongupp7) +€ & U 0on
peut toujours supposer que v < —¢ sur SuppT.

Fixons § > 0 petit t.q. F' CC s et posons A := (5—1Hv|]Loo(QmSuppT).

Définissons la fonction psh dans Q
V := max{v, Ay}.
Notons que

e sur (§~2\§~25/A) NSuppT, on a V = Ay;

o sur ﬂSuppT, onaV =7.

On fixe de plus une fonction lisse x & support compact dans Q t.q. x =
Y +12>0dans Q4.
On a alors la suite d’inégalités.

og/ —goddcv/\TS/~ —Gdd°TAT A dd
F Qs

= [ ~dd°V AT A ddy < / _3ddV AT A ddy
Qs

QE/A

= /~ —gdeCV/\TV/\ddCX:/~+/~~
Qe/A Q Q\QE/A

= /~—decg5/\ddCV/\T+A/~
Q Q\QE/A

/ oT A (dd°)’?
Q

ddy AT A ddex

HUHL‘X’(SuppTﬂQ)

< 0+ 5 X HXHC?(ﬁ)

ce qui conclut la preuve.

Lorsque T = dd‘u avec u localement borne, les ingalits standard de
Chern-Levine-Nirenberg assurent que dd“u ne charge pas les ensembles pluripo-
laires (cf [De93]). O

Proposition A.0.12. Soit (u;) une suite de fonctions psh dans Q qui con

verge vers u dans L}, (). Soit (v;) une suite de fonctions continues dans

Q qui dcrot vers une fonction v, continue dans ). Alors
vjddu; — vdd“u au sens des courants,

et donc ddu; N dd“v; — dd“u A ddv.
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Démonstration.

Quitte retrancher une constante, on peut supposer que v;,v < 0. Soit
6 une forme test positive de bidegr (1,1) dans €, il suffit de montrer que
fQ vidduj N0 — fQ vdd“u A 0. La suite de courants v;ddu; est de masse
localement uniformment borne dans (2, soit R = lim v, ddu;, une valeur
d’adhrence. On a

0> / vj, ddu;, N0 > / vdduj, N 6.
Q Q
Or dduj, N 0 tend vers dd°u A 6 au sens des mesures de Radon et v est

continue, donc le membre de droite de I'ingalit tend vers fQ vdd“u N 6. Ainsi
R > vdd“u. Rciproquement, on a

/ v, dduj, N0 < / vpdduj, N6,
Q Q

pour tout p < ji fix. Comme v, est continue, le membre de droite tend vers
fQ vpdd®u A 05 le thorme de la convergence monotone assure que ce dernier
tend vers fQ vdd®u A 0 lorsque p — 400. On en dduit R < vddu. O
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Introduction

In this appendix, we study the behaviour of Lelong number of positive closed
(1,1) current under pull-back of a (non-finite) holomorphic map f. We
obtain an estimate which is used in the proof of Theorem 2.4.6 in a crucial
way. We also need for this proof a precise control of the Lelong number
when f is a finite morphsim in terms of its ramification degree. We give a
short proof of this well-known fact.

B.1 Statement of the main result

Fix f : (C™,0) — (C™,0) a holomorphic germ, and T a positive closed
current of bidegree (1,1) defined in a neighborhood of the origin in (C™,0).
Let u € PSH(C",0) be a plurisubharmonic (psh) potential for 7" such that
T = ddu. One can set f*T := dd°(uo f), as soon as the psh function u o f
is not identically —oo.

Definition B.1.1. Lelong number (see [LG86])

Let uw € PSH(C",0). The function r — sup, -, u(z) is an increasing
convex function of logr. We can hence define the Lelong number of u at 0
by setting

v(u,0) := max{c > 0, such that u(z) < clog|z| + O(1)}
which is a finite non-negative real number. For a positive closed (1,1) cur-
rent T in (C™,0), the Lelong number of T at 0 is v(T,0) := v(u,0) for any
psh potential T = dd‘u.
For a given positive closed current 7" of bidegree (1,1) so that f*T exists,

we are interested in estimating the Lelong number of the pull-back v(f*T,0)
in terms of v(7,0). Our theorem can be stated as follows.

Theorem B.1.2.
Let f : (C™,0) — (C™,0) be a holomorphic map. Then the following
conditions are equivalent.

(1) The map f has generic (maximal) rank equal to n;

(2) For any positive closed current T of bidegree (1,1), f*T is well defined
and the operator f* is continuous for the weak topology of currents;

(3) The range of f is not pluripolar;

(4) For any positive closed current T of bidegree (1,1), f*T is well defined,
and there exists a constant C' > 0 (depending only on f) such that one
has the inequality

v(T,0) <v(f*T,0) <C xv(T,0)

between Lelong numbers of T and f*T at the origin.



APPENDIX B. PULL-BACK AND LELONG NUMBER 184

An immediate corollary is the following result which is used throughout
the proof of Theorem 2.4.6 (see Section 2.1 for precise definitions) .

Corollary B.1.3. Let X be a connected complex algebraic compact manifold
and f : X — X a rational dominant map. Let T be a closed positive (1,1)
current. Then for all point p € X we have

v(p, f*T) > 0= v(f(p),T) >0 orpe I(f).

Remark : The proof gives an estimate for the constant C above. Assume
n = m, and (1) is satisfied. Then (4) holds with C = 1+2(u(Jf,0)+n—1),
where p(J f,0) is the order of vanishing of the Jacobian determinant of f at
0. ¢

Using this remark, we also have a semi local version of Theorem B.1.2.

Corollary B.1.4.
Let X and Y be two connected complex manifolds, and f : X — Y be
a holomorphic map whose generic rank is mazimal equal to dim(Y"). Then
for any compact set K C X, there exists a constant C'g > 0 such that for
all positive closed current T of bidegree (1,1), and all p € K, one has the
inequality
v(T,p) < v(f'T,p) < Ck x v(T, f(p))

between Lelong numbers.

Before giving a proof of this theorem and of its corollary, we will make
some remarks about the stated results.

The main result of Theorem B.1.2 is contained in the implication (1) =
(4). All the others are either obvious, or were known before.

The second assertion is contained in [M96]. We also refer the reader to
this article for more general problems concerning pull-back of positive closed
currents by holomorphic mappings.

The upper estimate given in (4) was already known in several different
cases (the other inequality is easy to prove) especially in the case of a finite
morphism. As we use it in the proof of Theorem 2.4.6, we give a short proof
of this fact.

Proposition B.1.5. (see [De93])
Let f be a finite holomorphic germ (C™,0) — (C™,0) of local degree
e(0, f) and T a positive closed current (of any bidegree). Then

v(f*T,0) <e(0, f) x v(T,0) .

Proof. Let us assume that f is a finite morphism of degree [ = €(0, f).
In particular, f is open. Define Z to be the primary ideal of the ring Of
of holomorphic germs at 0 generated by the n components of f. We have
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| = dimc OF /T (see [S65]). For i = 1,-,n, it implies that the sequence of
vectors zi,zZ-Q, “ee ,zﬁ can not be independent. Hence there exists a linear
combination of such vectors that lies in Z: ay, zfi 4 ‘—i-alzé e, with k; <1
and ag, # 0. It implies for ¢ = 1, -, n the existence of a constant C' > 0 such

that |2;”| < C|f| . In particular we get, for Z small enough
1f(Z)] > Clz|".
We then have the following inequalities:

u(f(2)) v(f*T,0)log|Z| + O(1)

<
< 17 xu(£°T,0) log|£(Z)] + O(1).

And this implies
I xv(T,0) >v(f*T,0) .

C. Kiselman also proved (1) = (4) for monomial morphisms.

Proposition B.1.6. (see [Ki87])
Let M = [a;5] € M(n,N) be an n x n matriz with non-negative integer
coefficients. We assume that det M # 0. If

CRT) | EXR | £

then
v(f*T,0) < max{z aij} x v(T,0)
J

for any positive closed (1,1) current T

Diller in [Di98] also proved the main estimate (4) for birational mappings
of P2.

A warning concerning the implication (1) = (3). When f does not
have generic maximal rank, it is not true in general that the image of f
is contained in a countable union of hypersurfaces. It is contained in a
countable union of polydisks of dimension strictly less than n.

Example B.1.7. (see [H73] 4.2)

Define f : (C3,0) — (C3,0) by f(z,w,t) = (z,2e",ze*"). Note that f
is independent of the last variable t. Then the set f(C3,0) is pluripolar, but
it 1is not included in a countable union of hypersurfaces.
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Proof. We give a short proof of these facts.

We begin proving that f(C?3,0) is pluripolar. Decompose the mapping
[ =mogop with p(z,w,t) = (z,w), g(z,y) = (y,e*,e), and 7(z,w,t) =
(2, zw, zt). The range of g is included in the hypersurface g(C2,0) C {e¥ =
t}, hence is pluripolar. The morphism 7 is an isomorphism outside {z = 0}.
As countable union of pluripolar sets remains pluripolar, we see that the
image

£(C3,0) = mogop(C?,0) = m(g(C?,0)) = {0} | m(g(C?0)n{|z] > 1/k})
k>0

is also pluripolar.

For the second fact, we proceed as follows. Assume first that f(C3,0) is
included in an hypersurface defined by a non identically zero holomorphic
map h. We thus have the identity h(z,ze®,ze®") = 0 for every z,w in a
neighborhood of 0 € C. Expand h in power series h = ) ;- hi where hy,
is a homogeneous polynomial of degree k in three variables. Take an index
ko € N such that hy, #Z 0. Then hy,(z,ze", ze¢") = 2Fohy (1,e%,e") =
0. This would contradict the fact that the three functions (1,e®,e®") are
algebraically independent.

Now assume f(C3,0) C |J,,cn Hn is included in a countable union of hy-
persurfaces. For each n € N, the complex space f~'H,, is also an hypersur-
face by what preceeds. But we have (C?,0) C f~'f(C3,0) C Upen /™ Hns
which can not contain any open subset of (C3,0). O

Note: the main theorem has been proved independently by C.Kiselman
(see [Ki99]) with a different method. His proof relies on volume estimates
of sublevel sets of psh functions.

B.2 Proof of the main theorem

We shall first prove the equivalence between the first three assertions. We
conclude by proving (4) = (3), and (1) = (4).

(1) = (2): we assume that f has generic maximal rank equal to n.
If w € PSH(C™,0) is non degenerate, the psh function w o f can not be
identically —oo, as the range of f contains some open ball. Hence f*T
is well-defined for any closed positive current 7' of bidegree (1,1). For a
sequence of positive closed (1, 1) current 7; — T converging weakly towards
T, one can find a sequence u; of psh potential of T converging in Llloc to u
a psh potential for 7T". It remains to check that ujo f — uo f in Llloc.

As f has maximal generic rank, u; o f — wo f almost everywhere. Now
one can extract a subsequence uj, o f converging in L}OC to a psh function
(see [Ho83] p.94). As any such limit should be equal to u o f, we infer
ujo f —wo fin L} ., thus f*T; — f*T in the weak topology.

loc?
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(2) = (3): if the range f(C",0) is pluripolar, one can find a non-
degenerate function u € PSH(C™,0) such that uo f = —oo. In that case, if
T := ddu, f*T is not defined.

We also give an example of a sequence of positive closed currents of
bidegree (1,1) so that T;, — T, f*T, and f*T are all well-defined, but
for which the sequence f*T,, fails to converge to f*I'. For this, work in
the unit ball, and take f(z,w) = (0,w), T, = ddu,, with u,(z,w) =
max{n~'log|z|, -2 + |w|*}. Then T}, — 0, but f*T,, = dd|w|?.

(3) = (1): we only sketch the proof. We proceed by induction on m.
Assume f : (C™,0) — (C™,0) is a holomorphic germ such that rkDf,
the rank of Df, is smaller than n — 1 for any z € (C™,0). Set N :=
max{rkDf,} <n — 1, and define for each k < N,

Vi i={z € (C™,0), tkDf, < k} .

By assumption, V contains an open neighborhood of the origin. Define
W .= VN — VN—I-

The set Vj, is the set where all minors of Df, of size k + 1 have zero
determinant, and hence defines a closed analytic subspace of (C™,0). Hence
W is a Zariski open set of V,,. Now, on W the rank of the differential of f is
constant equal to p. We can thus apply locally the constant rank theorem.
Take any countable covering {U;}ier of W by open subsets such that for
each i € I, the set f(U;) is a (non-closed) analytic subset of (C™,0) of
dimension N < n. For any ¢ € I, f(U;) is pluripolar. A countable union of
pluripolar sets remains pluripolar, hence f(W) = (J,;c; f(U;) is pluripolar.
As dim(Vy_1) < m, we can apply the induction hypothesis to conclude that

f(C™,0) = FW)U f(VN-1)

is pluripolar too.

The implication (4) = (3) follows from (2) = (3). In fact, we even have
that when the range of f is pluripolar, the supremum of (v(T,0)) ~v(f*T,0)
over all positive closed current T of bidegree (1,1) for which f*T is well-
defined, is not finite.

Take u € PSH(C™,0) non-degenerate such that v o f = —oo. For any
a > 0, define v, (z) := max{«alog|z|,u(z) + log |z|}. Then

V(f*va70) = a x v(log|f|,0) ,

and
V(Vqa,0) = min{«, v(u,0)+1} .

Hence for a > v(u,0) 4+ 1,
(v(dd vy, 0)) " v(f*ddv,, 0) = Ca

with C' = (v(u,0) + 1)~ v (log|f],0).
(1) = (4): let us first prove the following general result.
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Lemma B.2.1.

If f: (C™,0) — (C™,0) is an arbitrary holomorphic germ, and T is a
positive closed current of bidegree (1,1) so that f*T is well-defined, one has
the inequality

v(f*T,0) > v(T,0)

between Lelong numbers.

Proof. We fix u € PSH(C",0) a local potential for 7. We always have
|f(Z)| < A|Z| for some constant, so that the estimate

w(Z) < v(T,0)log|Z] + O(1)

implies

u(f(2)) < v(T,0)log |Z] +O(1)
which gives us the stated inequality. ]

We now proceed with the proof of the upper bound for v(f*T,0) given
in (4). As before, u will denote a local potential for T'.

Let us show how to reduce the proof of this estimate to the equidimen-
sional case i.e. when n =m.

We assume the estimate has already been proved for n = m. By as-
sumption, the rank of the Jacobian derivative of f is generically equal to n.
We can therefore find a closed embedding i : L = (C",0) — (C™,0) of a
piece of n-plane into (C™,0) such that the rank of the Jacobian derivative
of the restriction f := foi to (C™,0) is also generically equal to n. We can
now apply the estimate to f and use Lemma B.2.1. We get

v(f*T,0) < v(i® o fT,0)
< v(f'T,0)
< Cf X I/(T, 0) .

Let us deal now with the equidimensional case. The assumption on f
can be rewritten as its Jacobian derivative does not vanish identically on a
neighborhood of the origin.

Take a line L passing through 0 intersecting C(f) the critical set of f only
at 0, and not tangent to any irreducible component of C(f). We can assume
it is given in coordinates z = (21, -+ ,2,) by L := {20 = --- = 2z, = 0}. We
can find an open cone around this line L

C:={zeU, dist(z, L) < ¢|z|}

such that CNC(f) = 0.
Instead of working in this cone, it is more convenient to work on an open
set (see the figure below). We thus consider the blow-up 7 of the origin 0,
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and replace the germ f by the composition g := f o m. In coordinates,
m(z) = (21,2122, "+ ,212n)-

We look at g in the open set 7=1{C}. Define E = 7=1{0} = {2; = 0}.
Let us point out some special properties of the map g.

1. C(g) = E.
2. g 1{0} = E.

Crit(f)

Figure B.1: Blowing up the map f.

We can thus write the Jacobian determinant of g under the form
Jg(z) = 21 9(2)

for some integer N € N, and some holomorphic function ¥ which does not
vanish at any point of F. In a sufficiently small neighborhood V of the
origin, we can find a constant C' > 0 such that Vz € V

[ 79(2)] = Cla|™ . (B.1)

For the proof of Remark B.1 and Corollary B.1.4, we will need the follow-
ing estimation on the integer N. It gives precisely a control on the constant
C of assertion (4) of the theorem.

Lemma B.2.2. The integer N introduced above can be chosen as
N = p(Jf,0)+n—1,

where p(Jf,0) is the order of vanishing of the holomorphic function Jf at
the point 0.
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Proof.
Set No := u(Jf,0). We first check that for a (generic) suitable choice of
line L, one has in a small cone C around L as above

[ 7F(2)] = Clz|™. (B-2)

Expand the holomorphic jacobian determinant Jf in power series J f =
Zkz No I where Ry, is a homogeneous polynomial of degree k and hy, is
not identically zero. Let P"~! be the set of complex lines in C™ passing
through the origin, and for a point z € C™ set L, = Cz. By homogeneity of
hn,, one can define the continuous function H : P"~t — R, by H(L,) =
|z|~No|hy, (2)]. Take a generic line L such that H(L) > 0. Then for all lines
L’ close to L, one has H(L') > H(L)/2. Hence in a small cone C around L,
one has H(L,) > H(L)/2.

We infer Vz € C,

@ 2 Ihwa(z) = Y (2]
k>No+1

> () =1 Y (2|
k>No+1

> 27 H(L)|o™ — Ozt > O,

for some constants C,C" > 0.
Now a direct computation yields det(Dm,) = z{b_l. Therefore, if we have
chosen a line L so that equation B.2 applies, we get Vz € C,

|det(Dg.)| = |det(Dm) x det(D fr())l

> \zl|”_1 « C!zl|“(‘]f’0),

which concludes the proof of Lemma B.2.2. O

In the sequel, we will assume that V' is a small ball in C™ endowed with
the usual euclidean metric. If » > 0 and K is a compact set, we set

B(K,r) :={z, dist(z,K) <r} .
The key lemma is:

Lemma B.2.3.
There exists two integers Ng, N1 € N*, and two constants Cy,C7 > 0
such thatVz €'V,

9(B(z,Colz1|) B (9(2), Cil ™)

Moreover, we can choose No = N + 1, and N1 = 2N + 1 (with the above
notations).
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Proof.

The idea is to approximate the range of g(B(z,7)) by Dg.(B(z,7)) and
estimate the size of the latter.

We have Vz € V, |Jg(z)| > C|z1|N. In V, all eigenvalues of Dg, are
uniformly bounded by some constant D > 0. Therefore Vz € V — E,

|Dgz |t > inf{|A], A € Spec(Dg:)} > B

C
Dn—l
And Vz eV, Vr > 0,

Dg.(B(z,7)) > B(g(2),C"|z1]"r)

for some constant C’ > 0. Now by Taylor’s formula, there exists another
constant C” > 0 such that Vz,w € V,

|9(w) = g(2) = Dgz.(w — 2)| < C"lw — 2> .
If we choose M > N and take r = |z1|M, we infer for z sufficiently small
9(B(z,|21|™)) > B(g(2), C'aa| Y = C" [ [PM) |
which gives the desired result with Ny = N + M. O
To conclude, we follow Diller ([Di98]). Define A, := LN {|z| < r}. We
first apply Lemma B.2.3 to each point of the set 0A,. We obtain
g (B(9A,,Cor™°)) > B (9g(A,), C1r™) (B.3)

We consider now translated of g(A,) by vectors z of norm |z| < Cy;7Nt. The
estimate B.3 tells us that 9(z+ g(A,)) is still included in the range of g. We
have more precisely V|z| < Cr™™,

1. z€ez+g(Ay),

2. 9(z+g(Ay)) C g (B(OA,, CorM0)).

We are now in position to prove the desired inequality. We start with
u(g(2)) < v(g"u,0)log|z| + D

for some constant D € R. We want to prove an analog estimate for u. Fix
z € V and r > 0 such that |z| < Cy;7M. Then the maximum principle
applied to u on the analytic disk z + g(A,) yields

u(z) < max u< max wu

z+g(Ar) 0(2+g(Ar))

< max U
g(B(0A,,CorNo))

< max ulglw

T weB(8A,,CorNo)) (g(w))

< max v(g*u,0)log |w| + D
wEB(OA,CorNo))

< v(g*u,0)logr + D’



APPENDIX B. PULL-BACK AND LELONG NUMBER 192

for D' := D + v(g*u,0)log(3/2) (by possibly reducing Cp we can assume
that Cor¥o—1 < 1/2). As this is true for any r satisfying |z| < C1rVt, we
obtain !
u(z) < —v(g*u,0)log |z| + D" .
Ny

Thus v(u,0) > Nl_ll/(g*u, 0). To conclude the proof we use the general
inequality in Lemma B.2.1

(0.0) 2 -v(g"w0) = Jrl(F o) u,0) 2 ov(fu0)

The proof combined with Lemmas B.2.2 and B.2.3 gives more precisely
(see Remark B.1):

Lemma B.2.4. If f: (C",z) — (C", f(2)) is a germ of holomorphic map
of mazimal generic rank, then for any positive closed current T of bidegree
(1,1), one has the inequality

v(f'T,z) < (2(n — 1+ pu(Jf,0) + 1) x v(T, f(2))
between Lelong numbers.

Proof of Corollary B.1.4.

First, we localize the problem and assume that X = B™(0,1), ¥ =
B™(0,1) are unit balls respectively in C™ and C™. As before, it is moreover
sufficient to prove it in the equidimensional case i.e. X =Y = B"(0,1).

As f has maximal generic rank, we can apply Lemma B.2.4 at each point
z € K. Now on the compact set K, the function z — u(Jf, z) is upper semi
continuous, hence bounded above by a constant C'r. This yields Corollary
B.1.4. O
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Introduction

We present the proof of the classification stated in Chapter 1 as follows.
First, we prove that we can conjugate analytically every rigid germ to one of
the normal form. Then we look for every possible formal conjugacy between
two analytic normal forms: this leads to the proof of the uniqueness of these,
as well as the computation of their respective automorphism groups. Except
in the case of germs of class 2, this will also prove the equivalence between
formal and analytic classification. We conclude by computing the degree of
all normal forms.

The proof in itself is not particularly difficult, but it can be sometimes a
little tricky. We use standard fixed point methods to construct our conjugacy
maps. As the maps under consideration are strictly contracting, everything
works nicely.

C.1 Existence of normal forms

e f is invertible.

The case when f is invertible is well-known, and we will not give any
proof of this fact (see [RR88]).

e f is singular, C(f*°) is irreducible.

First step: construction of an invariant foliation.

Let us suppose now that C(f*°) is irreducible. We can assume that
C(f*°) = {z = 0}. As it is totally invariant, f can be written under the
form f(z,w) = (azP(1 + g(Z)), f2(Z)), with p > 1, g € M, and o # 0. We
show that there exists a holomorphic function h(z,w) = z(1 + ¥(z,w)) s.t.

ho f = ahP. (C.1)

This is equivalent to the equation (1 4+ ¢)? = (1 +¢ o f)(1+g). As fis
strictly contracting, this can be solved by

1
14+ :=exp Z — log(1+go &
=1 P

We hence infer that the foliation given by the holomorphic 1-form dh is f-
invariant and in the coordinates (z,w) — (z,w) = (h(z,w),w), the map f
is given by f(z,w) = (azP, f2). For sake of simplicity, we drop the tilde in
the sequel and set (z,w) = (z,w). The foliation is then given by dz = 0.

We have det Df, = pazP~! fa,,. As C(f*) = {z = 0} is totally invariant,
we infer the following expansion for fs, namely fo(Z) = Az%w(1 +n(Z)) +
h(z), with p4+q¢—1> 0, and h, n € 9. Note that h depends only on the
variable z and not on w.

Second step.
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Our next step is to cancel the the term 7. We look for a diffeomorphism
of the form ¢(z,w) = (z,w(1 +(Z))), with ¢ € 9, which conjugates f to
a map of the form f(z,w) = (azP, \z9w + h(z)), with h € 9. We compute

fod(zw) = (az”, \wz?(1+¢(2)) + h(2)) ,
and

¢o fz,w) = (a2, Awz!(1+n(2)) + h(2))(1 + ¢ o f(Z))) -

This latter equation can be rewritten thanks to the following identity

1
| S Gt = u(1(w) - (5 (.00
0

Yo f(z,w) = Y(az’,0)+
Awz? /01(1 + n(z,wt) + wtnw(z,wt))g—z o f(z,wt)dt ,
under the form
$o fz,w) = (2P, Mwz?(1+n(Z) + TY(Z)) + h(2)) |

where

1
0
TUZ) = (102 f(2)+h(:) [ (mzut)Gho e unar (€2
and 71 = n+wn,. We are thus reduced to find ¢» € 9 such that ¢ = T+,
which can be formally solved by ¢ := > k>0 T*n. The following lemma shows
that this sum converges to a holomorphic function in a small neighborhood
of 0.
Let 9B, be the space of holomorphic functions  defined on the ball
B(0,7) so that sup{|¢(Z)|, Z € B(0,r)} < oco.

Lemma C.1.1.
There exist some constants r > 0, C' > 0, and 1 > € > 0 such that
Yy € B,, V/n € N,
T"y), < C(1—&)" [l .

Proof.Lemma C.1.1. Let us fix some constants 1 > A > A > p(Dfy) > 0,
and € > 0 small enough such that 1 — 3¢ > A. Let r > 0 be small enough
such that we have for any |Z| < r, The constant B > 0 can be chosen
arbitrarily small by eventually conjugating f by an automorphism of the
form (z,w) — (z,bw). We will assume we have

B <min{A,e(1—A)(A—A)}.
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This implies also that we have for any |Z| < r,
1f(Z)] < A|Z]. (C.3)
Let us recall the basic Cauchy estimates.

Lemma C.1.2. Cauchy’s lemma.
Vo< 0 <1,V eB,,

¥,

maX{|¢)Z|9p7 |ww|9p} < p(l — 0) . (04)
If moreover ¢(0) = 0, then V|Z| < 8p,
|¢]
W)l < ez (©5)

The second assertion follows by integrating the first one.

Now pick any ¢ € 9B,, and find A > 0 such that |[(Z)| < A|Z|. We
want to estimate 1, o f(Z) for |Z| < r. We apply lemma C.1.2 to v, with
0 := A/A, and p := rA. Then V|Z| < r, we have |f(Z)| < Ar, and

W’w‘]\r
Ar(1— AA-T)
A|w|7‘
r2(1 —A)(A — A)

[hwo F(Z)] < |buw(0)] + IF(2)]

A

< Yw(0) + 2]

We thus get

Ty(Z)] < (A(L+ |nl)A[Z] + Blz|(1 + |ml) 1w (0)]
Al

A N

r2(1— A)(A — A)

< (1 =20)A|Z| + Clw(0)[|Z] + Ae|Z],

+Bl2|(1+ |mlr)

with C' := Br(1+ |m|,). We have hence proved the lemma:

Lemma C.1.3.
There exists C > 0, such that if ¢ € B, satisfies |(Z)| < A|Z| for any
|Z| < r, then for all |Z| < r,

TY(2)] < (1 —e)A+ Clpw(0)])]2] -

Now a direct computation yields

T (0) = (0 220)
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And we obtain Vn > 0:
[T (0)] < A9 (0)] -
If we define by induction the sequence
Any1 = (1 —e)An + Clpu(0)[A™
with A7 = A, we get by iterating lemma C.1.3, Vn > 0, V|Z| < r,
T")(Z)| < AnlZ] .
Now (1—&) ™ 1A, 11 = (1—e) A, +C (A/(1 —€))" |1 (0)], hence Vn € N,

1w (0)] n
A, < Cm(l —¢)

C'llr (1 —e)"

IN

for some constant C’ > 0. This concludes the proof of lemma C.1.1. ]

_ We have thus showed that f can be analytically conjugated to (az?, Awz9+
h(z)) for some h € M. To simplify notations we drop the tilde, and we as-
sume f is now given by f(z,w) = (azP, \wz? + h(z)).

Third step.

We conjugate f by ¢(z,w) = (z,w + 1(z)), with ¢» € 9. We obtain
¢ Lo foo(z,w) = (azP, \wz? + TO)),’;,]@/) + h(z)), where

TX9p(z) = A2T(z) — (azP) .

Our problem of finding simple normal form for f is equivalent to characterize
coker T := 9N/ TadoN.

We have to distinguish three essentially different cases: ¢ = 0; or ¢ > 1
and p=1;or¢g>1andp> 2.

First case: ¢ =0

This is equivalent to say that f has non-zero trace and deg(f) > 2.
We necessarily have then p > 2 because f is not an automorphiam, and
we can assume that a = 1 by conjugating by a linear map of the form
(z,w) — (az,w) with a?~la = 1. We have f(z,w) = (2P, \w + h(z)), and
we are looking for the image of the operator Tf:;uozp(z) = \p(z) — P(2P).

Lemma C.1.4. The operator Tl): ;DO s injective, and:

T9m = o .
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Hence coker Tﬁ ;?zm = {0}. This shows that f is analytically conjugate
to (z,w) — (2P, A\w).

Proof.Lemma C.1.4.

Expand h € 90 in power series h(z) = 3 ;- ax2*, and set 1(z) =
> i>1 bkz®. The equation Tf:;?’(/} = h is equivalent to by = A~ (ay, + byp) for
each £ > 1 (we adopt the convention ay = 0 if k is not an integer). This
defines by induction a unique solution. We are only left with the convergence
of this series. As h is convergent, we have an estimate |ay| < Ar*, for some
constants A > 0 and r > 0 we can choose to be larger than 7 > [A\|71 > 1.
Choose then B > 0 such that AB~! + r~1¥1/P < |)\|. Then an immediate
induction yields Vk > 1,

1 /A k_
bkﬁm<§+'f'1’ k>B7"k§B’f’k,
which concludes the proof. ]

Second case: ¢ > 1 and p=1.

Equivalently f has non-zero trace and is strict. By conjugating by
(z,w) — (az,w) with a%\ = 1 we can assume that A = 1. We have to
find the cokernel of the operator Taljtf (2) = 29Y(z) — YP(az), either on M
or on M[[z]].

Lemma C.1.5.

M=) = T, im[]),
M = T, 0@ M[2].

This implies that first f is formally conjugated to (z,w) — (az,wz?), and
second analytically conjugated to (z,w) — (az,wz94P(2)) with P € 9, [2].
Proof.Lemma C.1.5.

As before, we simplify notations and replace T;‘f by T'. The first part
of the assertion is very simple. If we both expand h and v in power series
P(z) = Y bpz¥, and h(z) = Y apz¥, the equation Ty = h is equivalent
to Vk > 0, by_q = bpo® + aj, which can be solved formally without any
difficulty (by convention by = 0 if & ¢ N).

We consider now 1" acting on 9. The operator T is injective, because
of multiplicity considerations, as (1 (az),0) = u(1,0), and u(z%)(z),0) =
q+ p(®,0).

Let us compute now coker T'|g,) := IM[2]/TM|2], and set M;[2] := {R €
M[z], deg(R) < i}. We claim that the natural mapping

M, [z] — M[=]/TM[2] , (C.6)
is an isomorphism. The injectivity merely comes from the equation

deg(T(P)) = deg(P) +q .
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Now T9;[z] C M;44[2], and dim T (2] — dim M1 4[2] = ¢, hence Vi € N,
0 — My 2] — M 2]/ T[] — 0.

which gives us the isomorphism C.6.
Let us ook now at the operator T" on the Banach space

HY(A) = {(z) = Zanz", such that Z lan| < oo},

n>1 n>1

with the norm [¢] := }_ - |a,|. We have Vi) € HY(A),

(1= laDly] < [Ty] < 2[4 (C.7)

The proof of C.7 is elementary. Write T'¢(z) = >_, - (an—g—0a"ay)z". Then

TP <Y lan—ql +la"an] <2 lan| ,

n>1 n>1

and

TP =Y Jan—g| = [a"an] = (1= |al) Y lan| -

n>1 n>1

Equation C.7 implies that T defines a continuous operator on H!(A) whose
range is closed.
Now 9M[z] is dense in HY(A). As TH'(A) is closed and T is continuous,
this implies
TM[z] = TH'(A) .

The vector space My[z] is finite dimensional, thus TH!(A) &M, [z] is closed
too. But

M[z] = TM[2] @ M, [2] € TH'(A) @ M, [2] € M[z] = HY(A) ,
hence we have the decomposition
HY(A) =THYA) ® M, 2] . (C.8)

We can now conclude the second assertion of lemma C.1.5. Take @ € 9N,
and r > 0 small enough so that v,.(z) := 9(rz) belongs to H'(A). By C.8,
we can find P € 9,[z] and ¢ € H'(A) such that ¥ (rz) = T¢(z) + P(2).
We get then ¢(z) = T'¢(z/r) + P(z/r) which finishes the proof. O

Third case: ¢ > 1 and p > 2.

Equivalently, f has zero trace. We can assume that o = 1 by conjugating
by (z,w) — (az,w) with a?"'a = 1. We have as in the previous case to
determine the cokernel of the operator T' /\1”51/1(2) = A2%)(z) — P(2P) . We
definer = ¢q/(p — 1).
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Lemma C.1.6.
Analytic action.

-Ifk g N or X# 1 (f is not special): Ti’g is injective and
M =Ty 1M & My|2] .

-IfkeN and A\ =1 (f is special): ker Ti’g = Cz", and
M = T2 @ M,y [2] © C277

Formal action.

-If k€N or X # 1 (f is not special): Ti’g 1s injective and
M([=]] = Ty g M[=]] © My 2] -

-IfkeN and A\ =1 (f is special): ker Ti’g = Cz", and

Mm([z]] = Ti’gim[[z]] ® My[z] ® Cz7T7 .

The first statements imply that if f is non special f 2 (2P, Awz?+ P(z))
with P € M, [2], and if f is special f = (2P, \wz? + P(z) 4+ az""?) with
P e My[z] and a € C. The second series will be used for proving the
equivalence of formal and analytic classification.

Proof.Lemma C.1.6.
In the sequel, we set T := Ti”;f . We have:

Lemma C.1.7.
For any r € N*, we have both
onatisl+r  — T;,qm[n]—kr
7p ’
M) = T,

In particular, note that for = 1 we obtain 9T+ = Toplsl+1 - And
we also infer that it is sufficient to prove the first two statements on the
analytic action of T i’g to complete the proof of lemma C.1.6.
Proof.Lemma C.1.7.

Let us consider the germ h(2) = 37y~ 1441 apz® € MItEF[2]]. We
are looking for ¢(z) = >, biz* such that T¢ = h. By identifying term
by term, we get for all £ > 0:

by = (ak-i-q + bpfl(k+q)) ) (09)

> =
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with the convention b; = 0if i ¢ N. If k < K, we define by, = 0, and equation
(C.9) holds because k < p~ Yk +q) < k. If k > K, we have p~1(k +q) <
k. Equation (C.9) allows us to define by induction the sequence by which
solves Ty = h. This proves lemma C.1.7 in the formal case. Assume now
h € M4 We thus infer for any k € N, |az| < Ar®, for some constants
A >0, and » > 1. To conclude we have to prove that 1 defined as above
is analytic. This follows from the estimate Vk € N, |bi| < p* for p >
max{2Arat A~ (2N DY 11} and 0 < 0 := ([k] + 1) — p~([] + ¢+ 1).

For k < k, the estimate is obvious, as by = 0 For k > &, p~1(k + q) < k,
thus

lb| = |)‘|_1|ak+q+bp*1(k+fI)|

ﬁ(z)k A
N \p A
Ard [r P_9> k k
< (T l=)+T ) A<t
<|A| <p> i P

This concludes the proof of Lemma C.1.7. U

In the sequel we use the notation k for the largest integer kK < k. If
k ¢ N, k = [k], otherwise kK = kK — 1.

Take now h(z) = > o peqin arz® € Myixlz]. Let ko be the largest
integer such that ¢ + k > kg > ¢ and ag, # 0. Then

h(z) :=h(z) + T(—ako)\_lzko_q)

= E a2’ + ako)\_lzp(ko_q) + (a,yfozl”‘:O - )\ako)\_lzko)
a<k<kg

is a polynomial of degree deg(h) < deg(h). We can thus iterate the process,
which yields the following:

Lemma C.1.8.

1. If h is a polynomial of degree q + r with 1 < r < k, there exists a

monomial ¥ (z) = cz" with ¢ € C* such that deg(h—i—Ti’gz/J) <g+r-—1.
2. For any h € My4.|2], there exists 1) € My[z] such that h + T;’gz/f €

My 2]
Assume now that x ¢ N, then k = [«], and lemma C.1.7 and C.1.8 imply

M = MlJo > CromV
q<k<qtk
M, [2] © TM,[2] + T
= Mylz] @ TM.
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If Kk € N,

M = Mo Y ClrecrtveomV
q<k<q+r-—1
= My[2] ® TM—1[z] © T + C2rte,

But for any b € C,
T(bz") = Abz9TF — b2 = (X — 1)b27T" .
Hence if A # 1, we get
Cz1" = T(Cz") ,

and we still have
M =M, [z] ®TM .

Otherwise, Cz" C ker T and
M =M,[z] ® C2" T TM .

We finish the proof of lemme C.1.6 by computing ker . Take 1 € kerT.
It satisfies the equation A\z%)(z) = ¢(zP). Hence degty = k, and in par-
ticular x should be an integer. Now if 9(z) € az® + ML we have
Az0p(z) — P(2P) € a(X — 1)29F 4+ 9Na+++L - Therefore, T is injective if
f is not special, and ker I' = Cz" otherwise. O
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e f is singular, C(f*°) is reducible.

We suppose now that C(f°°) is reducible, that means thanks to our
definition of rigid germs that C(f°°) is a union of two transverse smooth
curves at 0 we assume to be {zw = 0}. We can thus write f under the form

flz,w) = (Alz“wb(l +e1(2)), )\gzcwd(l +e9(2))) = AZM(l +e(2)),

with M Aa(a +b)(c+d) #0, and € = (e1,e2) € M x M.

First case: trDfo # 0 (M (f) is invertible).

As a :=tr(Dfy) # 0, one of the two diagonal terms of D fj is non-zero,
hence we can asssume, by eventually permuting coordinates, that a = 1 and
b = 0. As in the first step in the irreducible case, we can cancel the term
1. Since C(f*°) = {zw = 0}, we have d > 2, and ¢ > 1. By conjugating f
by a linear automorphism (z,w) — (2, 0w) with ¢ 1ay = 1, we can assume
that as = 1 so that f is finally given by f(z,w) = (az, 2w?(1+¢(Z))). We
have for any n € N,

ff(zyw) = (a"z,a" " 2 "(1+en(2))),

with 7,41 = drp+nc, cnp1 = dep+c, and 14¢,1 = (14+¢,)%(1+e0f7). Put
bn(z,w) = (z,w(1 + e,(2))V/4"), so that ¢, 0 f = g 0 i1, with g(z,w) =
(az, z°w?). Note ¢, is well-defined in a fixed neighborhood of the origin,
if we specify that we always take the determination of the logarithm with
logl = 0, thanks to the fact that f is contracting, and to the induction

relation defining ,. Define g = 0. We have

1 1
A, = d”+1 log(1+ept1) — o log(1+¢p)

n

n A

for some constant A > 0 such that Ag(Z) < A|Z|, and 0 < A < 1 with
|f(Z)] < AlZ| in a neighborhood of the origin. This proves the normal
convergence of the sequence of functions (1 + £,)Y/%", and this implies that

I = (az, z°w?).

Second case: M(f) is invertible, and f has zero trace.

In the sequel, we denote by M(f) = M, and the coefficients of M"
respectively by an, bn, ¢n, and d,,. If Z = (z,w), we also define ZM" .=
(2% apbn | zCnapdn),

As trDfy = 0 and Dfj is singular, we have DfZ = 0. Hence min{as +
by, co + do} > 2. Tt implies by induction min{as, + bay, con + dan} > 27,
and as each of these sequences are increasing min{a,, + by, ¢, +d, } > 7 for
some positive number 79 > 1, and n > 1.
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Let us compute the iterates of f. We have f(Z) = AZM (1 +¢(2)), thus
for any n > 1, we infer

n n
f1(2) = A5 2 T (Lo Al (2)M
k=1
In a sufficiently small neighborhood of 0, we have |f2(Z)| < C|Z|? < |Z|™,
for some C' > 0, and some positive real 2 > 71 > 1. We infer for all n € N,
and for Z small enough, |f?*(Z)| < |Z|'T, hence |f>"+1(2)| < |f(2)|" <
|Z|™2', with 71 > 75 > 1. Finally, one gets, for any n € N*, and Z in a fixed
neighborhood of the origin,

f(2) < 2]

We define the sequence of biholomorphisms ¢,,(Z) by

n

on(Z2) = Z[[(1+eo )M

k=0
By definition the following equation holds:
>\¢7]¥-[|-1 =¢pof;

and we have

—-n

log(1 + &0 f"(2) [log(1+e0 f*(Z))- M™"|
Alf*(Z).M™"|

Ap(MY)|z[

IN N

We deduce from this that ¢,, converges uniformly to ¢ which is tangent to
the identity, and conjugates f to Z — AZM.

Assume now that 1 ¢ SpecM. One can then find p € (C*)? such that
MM = . If we set ¢(Z) = uZ, one checks that ¢~1 o (AZM) o ¢ = ZM,

Third case: M(f) is singular.

Under this condition, the matrix M (f)—Id can not be singular. In fact,
if it were the case, M(f) would be conjugated to diag(0,1), and M(f)"™
would be bounded. But as in the previous case, min{a,, + by, ¢, +dn} — 00
which gives a contradiction. We can thus find a couple 6 = (61, 603) € (C*)?
such that M = fa~!, and by conjugating f by (z,w) — (01z,0w), we
reduce ag, ag to 1. The mapping f is now given by

flz,w) = (z“wb(l +e1(2)), 2w (1 + EQ(Z))) .

We recall some integer invariants naturally associated to the matrix
M(f). As the rank of M(f) is 1, the range of M(f) is a line. The co-
efficients of M(f) are non-negative integers, hence we can find a vector
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v = (a,3) € N2N M(f)(C?) of minimal norm « + 3. The minimality im-
plies ged{a, 3} = 1. Pick any vector (g, 3p) € N2 N M(f)(C?). We have
afBy = agf hence ajag and (3|5y. The couple (v, 3) is thus uniquely defined.
As M (f) is singular, the vector v is also an eigenvector, and its eigenvalue
is given by p:=trM(f) > 2.

The first step is to construct an invariant foliation.

Lemma C.1.9. One can conjugate f to a map preserving the foliation F
given by the holomorphic 1-form d(z*w®) = 0.

Proof. We would like to conjugate f to a map
fzow) = (2w’ (1 +2(2)) 7, 2wl (1 + £(2))%)
for some £ € M. We use a change of coordinates of the form
¢(z,w) = (2(1 +9(2)), w(l +9(2))) ,
with ¢ € M. The equation ¢po f = fo ¢ is then equivalent to

(I+e)1+vof) = (I+eog) P(L+u)t,
(I+e)(l+vof) = (I+e0¢)*(1+¢)t,

or if we multiply the a-th power of the first line by the g-th power of the
second

(I+e)* (1 +e2)’(1+do ) = (14 Pt (C.10)
(L+e)(l+dof) = (L+eod)(1+y)F (C11)

Set 0 := (a+ B)"!(alog(1+¢e1) + Blog(1+e32)). This defines a holomorphic
function in a sufficiently small neighborhood of 0. Then ¢ € 991 solves C.10
if and only if 7 := log(1 + v) solves pn —no f = 6. A solution of this equa-
tion is given by the series of functions ), p %o f*. As f is contracting,
this series defines a convergent holomorphic function. Once 1 is found, ¢ is
uniquely defined by equation C.11. This concludes the first step. O

We assume f is now given by
Flzw) = (2wt + e(2)) 77, 20l (1 +(2))") .
A computation of the jacobian determinant of f gives
det Df(Z) = p 2" L (1 4 ¢(2))* P Dee(2) |

where D¢ = awd /0w — 20/0z is the operator of derivation associated to a
vector field £ defining the foliation F above. On the power series expansion
of e, Dy is given by

D¢ Zaklzkwl = Zakl(al — Bk)zFw (C.12)
k,l k.l
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Now f is rigid and C(f*°) C {zw = 0} hence (det Df)~1{0} = {zw = 0},
and det Dfy € zFowlo O* for some kg, lyp € N*. Hence

DSE(Z) = )\oz“w”(l + Uo(Z)) , (0.13)

with p :=kg+1—(a+c¢)and v :=1p+1—(b+d) € N, \g # 0, and
1o € M. In view of equation C.12, one sees that any monomial apz*w! with
a non-zero coefficient in the power series expansion of D¢e satisfies al # k.
In particular § := av — Bu cannot be zero. Moreover, by integrating C.12,
one obtains that e(z,w) = &6 'AozFw” (1 + n(z,w)) + h(z®w?) for some
n,h € M.

For sake of convenience, we replace (1 + ¢) by its d-th root. We assume
thus that

flz,w) = (zawb(l + E(Z))_6/5,zcwd(1 + E(Z))O‘/‘;) )

with & = Azfw” (1 4 n(z,w)) + h(z*w?), and ¥, h € M. We also let ng € M
be such that Dee = AdzHw” (1 + ng).
We will need the following lemma in the sequel.

Lemma C.1.10. We have a+b > 2, and c+d > 2 except if b = d = 0,
c=1,a>2, andv>2,ora=c=0,b=1,d>2, and p > 2.

Proof. Assume for instance that ¢ + d = 1. Then, because trD fy = 0, we
necessary have d = 0 and ¢ = 1. As M(f) is singular, we infer b = 0. Note
we have a > 2. Therefore « = 1, and § = 0, and as C(f°) is reducible, we
have v > 2. O

Second step. Our goal is to make a change of coordinates to simplify
€, that is to cancel the term n. For that purpose, we reduce the problem to
the existence of a fixed point of a certain operator T' in a suitable space of
holomorphic functions. We actually show that this operator is contracting.
The operator T is completely analoguous to the one introduced above in
the irreducible case (equation C.2). We replace the integration process by
an integration along the vector field £&. To prove that T is contracting, we
decompose its action into a composition of simpler operators, and look at
its action on the power series expansion of a holomorphic function.

We define the operators

D¢ 9 — M Dy Z a2t | = Z(al - ﬁk:)aklzkwl;
k.l k.l

)
Ig 9N — M Ig Zaklzkwl = Z ragi;kaklzkwl;
Tl Tl

S:Mm—M S (> apfu | (@) =D aja e
k,l J
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The second operator I¢ is an operator of integration along the vector field
&. By doing so, we get a rest which is constant on a leaf of F, and which is
given by S. We have more precisely, ker D¢ = {h(z%w?), for h € M}, and
for any ¢ € I,

U(z,w) = IeDep(Z) + Sp(z*w").

We will also need the following relation. For any ¢ = Zk,l ap ZFwt € M,

one has
Ie(ZFw”(2)) = M T (Z)

with

1 — dai45,8k
Ty Zaklzkwl :Zal_;;_f(saklzkwl.
k,l k,l

Recall ¢ is given by
(z,w) = AHw” (14 n(Z2)) + h(z*w?)

and that our aim is to find a conjugacy ¢ which cancels the term n. We
choose

$(Z) = (2(1+ )P0 w(1 4 4)*/?)
and define f = ¢ o f o ¢~L. We then have

flz,w) = (WP +8(2)7P1 w1 +8(2))%), (C.14)
1+co¢p = (1+e)(l+vof), (C.15)

and we want to impose £(z, w) = Azfw” + h(z*w?), for some h € M. It is
equivalent to the equation

1+ Az w” (14 (2)) + h(z%w?) =
(1 + AP (14 n(Z)) + h(zawﬁ)) (1+of). (C.16)

A direct though long computation yields

_ D£€ _ v 1+ Tlo
We have
De(po f)(Z) = (DYyzy0oDfz)E(Z)
DSE
Disin (5t @)
Hence

De(wo f) = Aetw =2 Dy o . (C.A7)
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We deduce from this

Vo f(z,w) = IeDe(¥o f)(z,w) + St o f)(z*w?)

= I <AZ“‘””11+T?<DW> o f> (2,) + S( 0 f)(z"w)

+e€

= MHw'Th <11+ o (Detp) o f> (z,w) + S( o f)(z%w?).

Using the preceeding computations, we see that solving equation C.16 is
equivalent to find a 1 € 991 such that

v = n+Tv, (C.18)

Ty = (L+n)of+(1+h(=*w’)T <114_r£0 Deipo f) - (C.19)

The series ¢ = > ;< T*n solves C.18, so it remains to prove that this
defines a holomorphic function near the origin.

We shall work on the complete space 9B, with » > 0 to be fixed later,
and conclude by proving the following lemma.

Lemma C.1.11.
For all r > 0 small enough, T defines an operator on B,., which is strictly
contracting.

Proof. Let us fix 0 < A < 6 < 1, such that A(1 — )~ < 1/4, and
A1 —AH < 1/4 x (1 —6)2

Assume first that a + b > 2, and ¢+ d > 2. We can then find a constant
A > 0 such that |f(Z)| < A|Z|? in a neighborhood of the origin, hence for
r > 0 small enough, |Z| < r implies |f(Z)| < A|Z].

Otherwise, by lemma C.1.10, one can assume that ¢+ d = 1, and f
is given by f(z,w) = (2% 2(1 + A\z*w”(1 + n(Z)) + h(z))), with v > 2.
By conjugating f by an automorphism (z,w) — (z,Cw), we transform
it under the form f(z,w) = (2%, Dz(1 + AzFw”(1 + n(Z)) + h(z))), with
D = 1/C as small as we wish to have again |f(Z)| < A|Z] for |Z]| < 7.
Note in this case a fixed point of the operator 7' conjugate f to (z,w) —
(2%, Dz(1 + AzMw” + h(z))), which is analytically conjugated to (z,w) —
(2%, 2(1 + ADYz*w” + h(2))).

To prove that T' is contracting, we first estimate ¢ o f, and (Dgv)) o f.
Lemma C.1.2 yields for any ¢ € 9B,,

A
W) o f|r § m|w|r § 1/4|¢’r7 (C'QO)
and also

|(D51/’) © f|€*1r

[(qwipy, — B21P2) o flo-1,

max{a, ﬂ} maX{|wZ|A6'*1rv ij |A0*1T}|f|€*1r

AG~1
mwr <1/4x (1=0)% x [¢],.

IA

IN
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Consider the power series expansion

Yi=(1+e) " (L+m)(De)o f= > anZ"

neN?2

If ¢ € B,., we get J € By-1,, and we have the integral representation, for
any n € N2,

62 .
" W /C1=|C2=0—1r V(O darde,

which gives the estimate

14 |10|g—1 gl
2 |T’ |6' r « _‘|¢|T

< 1/4x(1-40
|(1n| — / ( ) 1+|5|€*1r ’I"ln

glnl
< 1/2x (1= 0"l

for r small enough. But T} divides each term a, by an integer, so we can
make the estimates

~ glnl
n 2 n
Ty, < En:|an|r| < 1/2(1-0) x [y, En:—rnlr <1724,

We finally get

Tyl < 1/4 % (L4 [nl) [l +1/2 x (14 [hly) [l < 4/5]¢],

for r small enough. this concludes the proof of lemma C.1.11. U

We have finally proved that in any case we have: f = f;, for some h € 9,
and

fn= (z“wb(l + A2t 4+ h(z0w?)) T 2wl (1 + NFw” + h(z%wP))?)
(C.21)

Third step. Now we would like to simplify h. For that purpose, we use
the following type of change of coordinates

o) = (+(1+ DET) ) 5, 4y(1 4 LE ) )

ZHwY ZHwv

where 1 € IMM"[[z]] or in M", and r is the least positive integer such that
r(a, B) > (u,v) for the product order in N2,

If two maps fp,, and fp, of the previous forms C.21 are given, ¢ conjugates
them ¢ o fr, = fn, o ¢ if and only if hi(x) — ha(z) = Mp(x) — 27 WY(aP).
Hence, as before in the irreducible case, we reduce the problem of finding
normal forms, to the computation of the cokernel of the linear operator
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f;ip N — M" defined by ff\l’pzp(a;) = M\)(x) — 279 (2P). Notice that the
operator T)‘f,p is the same (with a shift given by taking the quotient by x?)
as the operator Ti’g studied previously in lemma C.1.6. For any ¢ € 9, we
have T;”g (x) = xqi‘f’pw(m). Recall we defined x :=¢q/(p — 1).

Lemma C.1.12.
Analytic action.

e If Kk € N, or N\ # 1, orr > k (f is not special), the operator Tfp 18
injective, and B
M= T¢ M © M, _1[z].

e [fke N, \=1, andr <k (f is special), ker ffp = Cz", and
M =T M &M, 1 [z] & Ca*.

Formal action.

e Ifk ¢ N, or X\ # 1, orr > Kk (f is not special), the operator T)‘f,p is
injective, and _
M[[z]] = T;ipfmr[[z]] @M, [x].

e [fke N, \=1, andr <k (f is special), ker ffp = Cz", and

M[2]] = T M [[2]] © M, [2] & Ca”.

Proof. Take ¢ € ker fg . Then, we automatically have Ti’gw = 0, and
lemma C.1.6 shows that v is identically zero when x ¢ N or A # 1, and
1 € Cx" otherwise. This gives the statements about the injectivity of T f >

We use the notation k for the greatest integer strictly less than x. We
also use the convention that £ = 0 when « is not an integer. We apply now
both lemmas C.1.7, and B.2.4. They give the following decomposition of
(the same is true for M][z]]):

m = MET G (M[z] M) &M,y [2] © Ca”
= T{ (MY @ T¢ (M NM") © M, [2] & Ca™.

Now if k ¢ N, we have k = [k] so that in that case,
M =T M @M, _1[z].
When k € N, and A\ # 1, Cf§7pm“ = Cz", hence we have again,

M =T M @M, [z].
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Finally, when x € N, and A =1,
M =T M &M, _4[z] & Ca",

O

This concludes the proof of the existence of normal forms for each class
of contracting rigid germ.
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C.2 Uniqueness of normal forms and automorphism
groups.

e Class 1.

The case when f is invertible is well-known, and we will not give any
proof of this fact (see [NA74]).

Before dealing with the non invertible cases, we state two lemmas which
will be used several times during the proof.

Lemme C.2.1.
Let f1 and fo be two normal forms not belonging to the first class and ¢
a formal biholomorphism conjugating them ¢ o f1 = fo 0 ¢.

e If fi and fo are irreducible, and C(f1) = C(f2) = {z = 0}, ¢ can be
written under the form ¢(z,w) = (Az(1 + 1), ¢2) for some A € C*,
W € M, and the action of f1 and fo on T (A* X A)(Z Z) are equal.

o If f1 and fo are reducible, there exist Ay, Ao € C*, 1,19 € IMN,
such that either ¢ = (A12(1 + 1), Asw(l + ¢2)), or ¢ = (Ajw(l +
1), A2z(1 +12)) In particular, either M(f1) = M(f2), or M(f1)X =
SM(f2), with X(z,w) = (w, z), and where M(f;) denotes the action
of fi on m(A* x A¥).

Lemme C.2.2.
Let f be a contracting germ, h € M[[z]] a formal germ, and p € N* an
integer such that (1 + h)? = (1 + ho f). Then h =0 is identically zero.

Proof.Lemma C.2.1
It is an immediate consequence of the fact that ¢ should map C(f2)
which is equal in any cases to C(f{°) onto C(f2). O

Proof.Lemma C.2.2

If (14+h)P = (1+hof), one also has for any n € N, (1+h)P" = (1+ho f™).
Assume h is not identically zero, and expand h = hy + > ;- fy in power
series, where h; is a homogeneous polynomial of degree I, and hy # 0. Then
(14 h)P" = 1+ p™hy+ lower order terms, whereas 1 +ho f* = 1+ hy o f"+
l.o.t. As f is contracting, hj o f™ tends to 0, and its homogeneous part of
degree k tends to zero too. This gives a contradiction. O

If ¢ is a holomorphic germ, we denote by (1), 0) the order of vanishing
of 1 at the origin.

e Class 2.

In this case, a normal form is given by f(z,w) = (az,wz? 4+ P(z2)).

We first remark that o = trD fy and ¢ = p(det D f,,0) are both formally
invariant. Hence the formal normal form is unique.



APPENDIX C. CLASSIFICATION OF RIGID GERMS 213

Take two maps f;(z,w) = (az,wz? + P;(z)) for i = 1,2 with deg P; < g,
and a local formal biholomorphism ¢ = (¢1,¢2) such that ¢ o f; = foo
¢. By lemma C.2.1, ¢1 = (z(1 + %) for some ¢ € C* and ¢ € M[[z]],
hence ¢1. = ((1 +¢) with ¢ := (2¢).. From ¢1, o f* = ¢, one infers
1+voff' =141 hence v = 0 by lemma C.2.2, and ¢ = 0. Thus
$1(Z) = (z, and as ¢ is a biholomorphism & := ¢9,(0) # 0. Similarly,
P20 f1 = (2o, which implies both (¢ = 1, and that ¢9,, is constant equal to
€. Therefore, we can write ¢a(z, w) = w+h(z), with h € M[[z]]. We obtain
h(az) — 29h(z) = Py(Cz) — £P1(2). Using the notation of lemma C.1.5, this
means Talfh(z) = P»((z) — £P1(2). The right hand side is a polynomial of
degree less than ¢, hence by lemma C.1.5, the germ h is identically zero and
P1(Cz) = £P»(z). Whence ¢ is linear of the form ¢(z,w) = ({z,&w). Both
results about uniqueness of normal forms and computation of automorphism
groups are easily deduced from this.

e Class 3.

Recall the normal form is given by f(z,w) = (az,w'). The unique-
ness and the equivalence of formal and analytic classification is immediate
because o = trD fy, and | = pu(det Dfz,0) + 1 are formally invariant.

Let ¢ = (¢1,¢2) be a formal biholomorphism commuting with f, that is
dof=fop We get lw 11y o f = adry. By looking at multiplicities of
both hand sides , we infer ¢1,, = 0. This forces A := ¢1,(0) to be non-zero.
Now for any n € N, ¢o f* = f™ o ¢, hence ¢1, o f™ = ¢1,, and we conclude
that ¢1(Z) = Az. On the other hand, by lemma C.2.1, ¢2 = Cw(1 + ) for
some ¢ € C* and ¥ € M([z]]. As oo fI = ¢}, one has 1+1po f7 = (1+9)"
hence ) = 0 by lemma C.2.2. The map ¢ is thus linear, ¢(z, w) = (A\z, (w).
It is a straight computation to get the stated results.

e Class 4.

A normal form is given by f(z,w) = (2P, \wz? + P(z)). Both coeffi-
cients p and ¢ are formally invariant by lemma C.2.1, and as p+q¢—1 =
wu(det Df,,0).

Let us take now two normal forms f;(z,w) = (2P, \jwz? 4+ P;(z)) for
i = 1,2, and ¢ = (¢1,¢2) a formal biholomorphism conjugating them ¢ o
fi = foo¢. By lemma C.2.1, ¢1 = (z(1 + ¢), and we have (P = (, and
14+¢ofi = (1+19Y)P. Hence v = 0 by lemma C.2.2, and ( € Up,_;.
On the other hand, we also have Ao(929¢9, = Az%p2y © f1. As ¢ is a
biholomorphism, ¢9,,(0) # 0, hence Ay = (2\;. We thus infer for any n € N,
2w (Z) = P2 (f'(Z)), whence ¢a,, is constant, and ¢o(z, w) = bw+1(z) for
some 1) € M[[z]]. Therefore bPy(2)—P1((z) = A2z (2)—p(2P) = T;;]p (2)
in the notations of lemma C.1.6.

Recall that f; is special when p — 1 is a multiple of ¢ and A1 = 1, and
notice that f; is special if and only if fo is. In fact p and ¢ are invariant
under analytic conjugacy, and one has Ay = (9\; with ¢(P~! = 1, hence
A] = A%, where 7 = (p — 1)/ ged{p — 1, q}.

Assume now that neither fi nor fo are special. Then both polynomials
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P, and P, have degree less than ¢. Applying Lemma C.1.6, we get ¢ = 0,
hence bPs(z) = P1((z), and we conclude that ¢(z,w) = ({z,bw) is linear.

When f; and fy are special, the polynomial Q(z) := bPy(z) — P1(¢z)
is a sum of a polynomial of degree less than ¢, and a monomial of degree
q + k where k := q/(p — 1). By lemma C.1.6, we again conclude that Q
is identically zero, and that 1(z) = az" for some constant a € C, so that
d(z,w) = (Cz,bw + az").

An immediate check yields then the stated results.

e Class 5.

A normal form of this class is given by f(z,w) = (az, z°w?). The unique-
ness is obvious by lemma C.2.1, and as o = trD fj.

Let ¢ = (¢1,¢2) be a formal biholomorphism commuting with f. We
necessarily have ¢; = Az(1 4+ ¢) with A € C* and ¢ € M[[z]]. But as for
any n € N, ¢1 o f* = a"¢1, we infer (1 + ¢ o f*) = (1 + 1), and ¢ = 0,
hence ¢1(Z) = Az. We also have ¢2 = pw(1 + h) with h € 9M][z]], and
daaz, z°w?) = A2pa(z,w)?. Hence Au? = p, and (1 + ho f) = (14 h)%
Thus h = 0 by Lemma C.2.2, and ¢(z,w) = (\z, pw) with \u4~! = 1, and
this concludes the proof.

e Class 6.

Let us take two normal forms f;(Z) = \ZMi for i = 1,2, with \; €
(C*)2, and M; € M(2,N), and let ¢ be a formal biholomorphism conjugating
them

d(MZM) = Nagp(Z)M2. (C.22)

Lemme C.2.3.
Under the conditions above, the germ ¢ is linear. More precisely, there
exist e € {0,1}, u = (u1, p2) € (C*)2, such that

(Z) = X5 (1 z, paw) = X°(u2),
with M1Y° = X*Ms, and pui = )\gsuMl.

Proof.

By Lemma C.2.1, we can write ¢ under the form ¢(z,w) = X¢(p12(1 +
’(ZJl),,qu(l + ¢2)) = ES(MZ(l + ¢(Z)))a with e € {0¢1}7 IS (C*)Q) and
i € M[[z]]. But equation (C.22) gives

S (M ZM (1 +po f1)) = A (5 (nZ(1 + )2,

or
() 2 (14 o 1) = (o™ M) 25V 1 4 )0,

Hence M;Xf = XMy, and pA; = Ay pMi. Finally we get (1 +1o f1) =
(1 4+ +)Mi" hence by Lemma C.2.2, we infer 1) = 0. O
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Lemma C.2.3 proves that formal and analytic classification are equiva-
lent, and shows the stated results about the uniqueness of normal forms in
the case 1 ¢ SpecM; = SpecMy, as in this case f; =2 ZM;,

If now 1 belongs to Spec(M;), we choose a vector k = (k1,k2) € Z2
with integer coefficients spanning ker(M; — Id). If we raise the relation
A= )\gs,uMl_Id to the power k, we get

)\"f _ )\ge/{lu(Ml—Id)li — >\§€Ii .

Conversely, assume that this last equation holds, (A1A; 28)“ = 1. One can
then find a u € (C*)? so that pM=1d = N \;> | and ¢(Z) = puZ satisfies
¢o f1 = foo¢p. We conclude that f; = fs if and only if M;3° = M, for
some € € {0,1}, and \f = \J™" with x spanning ker(M; — Id).

Let us now compute the automorphism group for a normal form of this
class. Fix a normal form f(Z) = AZM. By Lemma C.2.3, we have to
characterize the group of linear transformation ¢(Z) = X£¢(uZ) commuting
with f.

The action f on the pair of lines ({z = 0}, {w = 0}) induces a natural
exact sequence of groups:

0 — Aut’(f) — Aut(f) - G — 0 (C.23)

where G C &({z = 0}, {w = 0}) = Z/2, and Aut®(f) is the normal subgroup
of Aut(f) consisting of diffeomorphisms of the form (u1z, pow).

Let us compute first Aut®(f). Note that Aut®(f) can be naturally iden-
tified with {14 =1} ¢ (C*)2. One easily checks the following lemma.

Lemme C.2.4. Let L be the closed subgroup of C? defined by
L = {(z,y) € C? such that (M —1d). {(z,y) € Z*} .
We have the isomorphism
Aut®(f) = L/Z% .

If the rank of M —Id is 2, L is a lattice in C2. In this case, there exists
a basis e, es of L and two integers di, do such that

L = Zel ® Z€2 s
Z2 = Zd161 ©® Zd262 .
Hence Aut®(f) =2 Z/dy x Z/dy and #Aut’(f) = dydy = | det(M —1d)|.
If the rank of M — Id is 1, one can still find eq, e in L and an integer d
such that

L = Ce & Zes,
7> = Ze ® Zdes .
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Hence Aut®(f) = C* x Z/d with d = tr(M — Id).

To conclude the proof, we have to understand the structure of the ex-
act sequence (C.23), and compute the group G. Recall that f(z,w) =
(A1 2%w®, Aaz°w?). Note also that ¥ and (u12, pow) commute if and only if
p1 = p2. This shows that Aut(f) can not be a direct product when G is
non trivial.

Assume first that ¥ M # M3. Then G is reduced to the identity and
Aut(f) = Aut®(f).

If XM = MY and 1 ¢ Spec(M), we can assume that A\ = Ao = 1. One
checks that Y o f = f o X, hence G = Z/2 and Aut(f) = Aut’(f) x Z/2.

If XM = MY and 1 € Spec(M), the matrix M can be written under the
form

el 0]

a—1 a

If = (1w, u22z) commutes with f, then A\; /Ao = (u12)* ! = Ao/, hence
N/NE=1.

If A2/)3 # 1, Aut(f) = Aut®(f).

If \;/A2 =1, one has ¥ € Aut(f) and Aut(f) = Aut®(f) x Z/2.

If A1 /A2 = —1 we define a morphism of group p : Aut(f) — Z/2(a—1) by
p(p1z, pow) = p(uow, pyz) = pipe. This is easily seen to be surjective and
the kernel is exactly given by the set of maps of the form (z,w) — (0z, 0 'w)
for 8 € C*. We hence have the following exact sequence

0— C* — Aut(f) —=Z/2(a—1) = 0.

The morphism 7 can be lifted to Aut(f) (consider (z,w) — (Cw,z) with
¢* 1 = —1) hence Aut(f) = C* x Z/2(a — 1).

We leave to the reader to check that the action respectively of Z/2 and
Z/2(a—1) on Aut®(f) are given by the ones defined in Automorphism group
6. One should be aware that we used additive notations in the proof and
multiplicative ones in the statements.

e Class 7.

Let us take two normal forms for i = 1, 2,

filz,w) = (z“iwbi(l + Ei(Z))_ﬁi/‘;i, zciwdi(l + si(Z))O‘i/‘;i) , (C.24)
e(Z2) = NzMw'i 4+ P(z%uwP) | (C.25)

and a formal biholomorphism ¢ conjugating them ¢ o f1 = fs 0 ¢.
By Lemma C.2.2, there exists ¢ € {0,1}, 6§ = (01,62) € (C*)? and
W = (Y1, 12) with 1; € M[[2]] such that

d(z,w) =3°(012(1 + 1’/;1(2,11))), Oow(1 + Jg(z,w))) ) (C.26)

Hence My = X My3YE.
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Let us first assume that ¢ = 0. We let M := M; = Ms. As the
coefficients a;, b;, ¢;, d;, o;, B;, p; are all uniquely determined by M they
are equal. In the sequel we will write them without indices. We also infer
= po(:=p), v1 = a(:=v), 01 = J2(:=9), and q1 = ¢2(:= q).

Lemme C.2.5.
_ Assume ¢ o fi = fao ¢ with ¢(z,w) = (612(1 + U1 (z,w)), Baw(1 +
Po(z,w))). We let x(z,w) := 2% and y(z,w) = 2Fw"”.

o If f1 (or equivalently fo) is not special, there exists § € (C*)? such

that
&o(Z) =07 . (C.27)
o If fi(or equivalently fo) is special, there exists 0 € (C*)? and b € C*
such that
O(Z) = (012(1 + by~ '2") =% ow(1 + by~ 1aF)/0) . (C.28)

Conversely a biholomorphism of the form (C.27) or (C.28) conjugates f1 to
fo if and only if M =0, Pi(x) = Py(Cx), and Ay = (I)\y with ¢ := 0?925.

Using Lemma C.2.5 we immediately obtain the stated results about the
uniqueness of normal form.

For computing the automorphism group of a normal form f(= f; = f2)
we use the exact sequence C.23. Lemma C.2.5 gives Aut’(f) = U for some
I € N if f is not special and Aut®(f) = C x U, otherwise (the details are
left to the reader). Assume now that Aut(f) # Aut®(f). It implies both
M3 =¥M and 4 = v. But as the rank of M is 1, we can write M under
the form

M(f):a“ H .

Hence a = (=1 and § = av — Bu = 0 which gives a contradiction.
Proof.Lemma C.2.5.

Set h(z,w) := —1 4+ (¢1/612)*(¢2/02w)?. By equation (C.26) it defines
a holomorphic map vanishing at the origin. We have (1+ho f1) = (14 h)P,
hence by Lemma C.2.2 h = 0. We can therefore write ¢ under the form

6(z,w) = (0121 + p(z,0) 7,030 (1 + p(z,w)™?) , (C29)

with ¢ € M[[z]].

We will denote by 2 = x(z,w) := 2%w® and y = y(z,w) = zFw”. We
define ¢ := x(0) and x := y(f). Note that we can rewrite equation (C.25)
under the form

gi(z,w) = \iy + P(z) ,

fori=1,2.
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The equation ¢ o f; = fy 0 ¢ combined with (C.29) yields

oM = ¢, (C.30)
L+Xaxy(l+ )+ P(Cz) = 1+ y+ Pi(z)+ (1+e1)po f1(C.31)

Equation (C.30) implies that ¢ = x(0) € Up—; and x = y(0) = ¢%.
Recall we defined the vector field £(z,w) := (Bz,aw) or given as an

operator of derivation D¢ := awd/0w — ($20/0z. We proved (see equation
C.17)

Ay
1+¢q

D§€1
5(1 + 61)

De (o f1) = (Dep) o f1 = (Dewp) o f1 -

If we apply D¢ to equation (C.31) we obtain

A€y 4+ XaCly(8p + De) = Moy + My(dp o f1 + (Dew) o f1) -

The functions ¢ and D¢y vanish at the origin hence A2¢? = A;. Note that
y ' De(yp) = 6p + Dep. So that we also have D¢ (yp) = De(yyp) o f1, and
D¢ (yp) = 0. We can hence find ¢ € M[[z]] such that o(z,w) =y l(z) =
(zHw”)"1ep(2%w?). Recall we defined 7 to be the minimal integer such that
ar > g and Br > v. We have 1 € 9" [[z]]. Finally equation C.29 can be
rewritten

Pi(z) — Po(Cx) = Mp(z) — 2~ W(a?) = TY, ()

in the notations of Lemma C.1.12. We now discuss as in the case of class
4. Remark first that f; is special (p — 1 divides ¢ and A = 1) if and
only if fy is. Suppose first that none of them are special. By lemma
C.1.12, we deduce that ¢ = 0, and ¢(Z) = 6Z is linear. When f; is
special, lemma C.1.12 yields i(x) = bz" for some b € C, hence ¢(Z) =
(012(1 + by~1a®) =P/ Byw(1 + by~ '2%)®/%). This concludes the proof. [
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C.3 Computation of the topological degree

The only non obvious cases are the fourth, sixth, and seventh ones.

e Class 4.

Recall f(z,w) = (27, Awz? + P(z)), with P(z) = >, arz®. We are
going to prove the following.

Lemme C.3.1. For any r > 0 small enough, there exists a small constant
0 < e < r such that for all Zy = (29, wo) with |Zy| < e and zy # 0, the set
of preimages of f(Zy) inside the polydisk of radius r has cardinality

#(fTHI(Zo)} NAT) = d,
with d = ged{p, k < q such that ay # 0}.

Proof. Note Zy = (20, wp) and pick a Z = (z,w) € A2 such that f(Z) =
f(Zy). We first infer z = (29 with ¢ = 1. The second coordinate is then
uniquely determined by the formula

Mwo — ¢Tw)zd = P(C20) — P(20)- (C.32)

For any ¢ € U, we can find a constant C'(¢), and an integer r(¢) := min{k €
N, ay(¢¥ — 1) # 0} such that for all |z| < e sufficiently small,

CQO " < [P(Cx) = Pla)] < C(Ola]") .
If P(Cz) — P(x) =0, we define 7(¢) to be co. We have then
|20/ < C(¢) % |P(¢z0) = Pl20)] < (2r[AIC(C))] 20| (C.33)

Take r > 0 small enough so that 2r min{C((),{ € U,} < 1, and a positive
e > 0 with (1 + |\t max{C(¢),( € Up}) <.

We claim, if |Zy| < e, the set {|Z] < r, such that f(Z) = f(Zy)} is in
natural bijection with E := {¢ € U,, such that r(¢) > ¢+ 1}.

In fact, Z = (Czp,w) for some ¢ € U,, and w € C given by C.32.
Equation C.33 yields r(¢) > ¢+ 1. Conversely, pick ¢ € U, such that r(¢) >
q+ 1, and find w € C satisfying C.32. Then |w| < [A|7HC(¢) + 1)|20| < 7,
which concludes the proof of our claim.

Finally, we easily check E = {¢ € U,, such that Yk < ¢, a, # 0= ¢k =
1}, hence #E = ged{p, k < ¢ such that a; # 0} = d. O

e Class 6.

Our map is given by f(Z) = Z™ where det M # 0. Its restriction induces
a finite-to-one covering g on (S')2. For any points p outside {zw = 0} the
number of preimages f~'{p} is the same equal to f~'{(1,1)}, hence we
deg(f) = deg(g). Note 7 : R? — (R/Z)?> = (S')? the natural projection,
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and (z1,72) coordinates on R?, and define the volume form w := m,(dz; A
dxy) on the torus. Then we have

_ w—l *w
deste) = ([ 07 5)
= [ = ldet(aa)

(s1)2

which concludes the proof.

e Class 7.

Set I1(z,w) = (2“w?, z#w"), and let us prove first the inequality deg(f) >
deg(IT). The matrix M can be written in the following form

ka la a c¢
M(f)_[kﬁ lﬁ]_[b d}’
for some k,l € N. So that we have the commutative diagram with h(x,y) =
(z8(1+ Ny + P(2)) 78,21 (1 + Ay + P(2))*/°). We deduce from this the
inequality deg(f) > deg(II).

Let us assume now that deg(Il) = 1. By what preceeds, it is equivalent
to |§| = 1, and without loss of generality, we can assume that § = 1.

Lemme C.3.2. For four given non-negative integers satisfying av—Gu = 1,
then either (a —p)(B—v) >0, ora=v=1,and 8=pu=0, ora=v =0,
and B =pu=1.

Proof. If (o — p)(B —v) < 0, we can assume o > p+ 1, and v > 3+ 1.
We infer 1 = av — B > 14+ 3+ p. Hence 8 = p = 0, and this implies
a=v=1. ]

Note in our case, only the first possibility can occur, because if («, 3) =
(1,0) this forces b = d = 0, and we have seen that b+ d+ v should be greater
or equal than 2, hence v > 2.

Let k be the greatest non-negative integer such that pug := u — ka > 0,
and vy := v — kB > 0. By the very definition of r, we have k < r. By the
preceding lemma applied to («, 3) and (g, vp), and maximality of k, we get
(0,0) < (o, B). But this means that £+ 1 > r. Hence r = k + 1. We thus
get

(n,v) (e, f);
(n,v)  (r=1D(e, B).

Hence ¢ < rp, and ¢ > (r — 1)p, which gives that ¢/p can not be an integer,
and that r = [¢/p] + 1.

One checks that TI(A2) — {(0,0)} = {|z|” < |y|®, |y|* < e|z|*}. AsII
is a modification, to compute the degree of f is sufficient to compute the
degree of the composition g o I, where g(z,y) = (xP,29(1 + \y + P(x))).
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Lemme C.3.3.
For any r > 0 small enough, there exists a positive real 0 < ¢ < r such

that for all Zy € TI(A2) — {(0,0)},

#g~ ' {9(Z0)} NTI((AZ) = {(0,0)} = d,
with d := ged{p, q, k < r such that ay # 0}. In particular deg(f) = d.
Proof. Fix r > 0 small enough so that sup,, |P| + [Ar < 1/4. Pick
Zy = (20,90) € TI((A2) — {(0,0)} (the size of the constant ¢ will be given
later), and Z = (z,y) € II((A2) — {(0,0)} such that g(Zy) = g(Z). Then
x = Cxg for some ¢ € Uy, and (%zd(1+ Ay + P(Cxo)) = 2 (14 Ayo + P(z0)).
We get [(? — 1| < 1/2, hence (7 = 1 too. The second coordinate y is then
determined by the equation

Ay —yo) = P(xo) — P(Co). (C.34)

As before, introduce for any ¢ € U, N U,, the integer r(¢) := min{k €
N, ax(¢* — 1) # 0}, such that for all |zg| < ¢ sufficiently small, there exists
a constant C'(¢) > 1 with

C(¢) " < |P(x0) = P(¢xo)| < C(Q)]ao|™ ).

In the sequel, we will make a constant use of the following inequality: for
any « > 0, there exists a constant C, > 0 such that for any real numbers
1>2,y>0, 2%+ y* < (x+y)* < Cq(z® + y°).
Assume r(¢) > r. We have therefore 5r(¢) > v, and ar(¢) > p. Then
2" <elyol” < e(lyl + C(Q)lwo|" )"
< eCplyl” +eCp0(C)° |2

Hence

|z < (1—eCsC(¢))eCaly|”. (C.35)
For y, we get in a similar way

y1* < (yol + C(Q)lwo[ )
< Coela|*(1 4 C(Q)*Calz|*O7H)
y|* < Cacla[*(1+ C(()*Ca). (C.36)

Conversely, assume 7(¢) < r. Then by C.34 and C.34, r(¢)5 < u, and
r(¢)a < v. And

Co 1O () o[ — Jyo|®
(C(Q)*eCa) ™" = &)a|.

ly|* >
>

Hence if we impose € to be small enough, for any ¢ € U,, we get that
Z = (Cxg,y) defined by C.34 belongs to II(A2) — {(0,0)} if and only if
r(¢) > r. The lemma follows immediately from this. O
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