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Exercice 1

On fixe une base e, ..., e, de V. Pour toute application linéaire, on a alors
d(e1)N...\p(en) = det(@)(e1A...Aey). Donc [Aer—p(e1)]A...A[den—p(en)] =
det(AId — p)(e1 A ... Aey). On conclut en développant le membre de gauche.

Exercice 2

dim AFV =1,4,6,4,1 pour k =1,2,3,4 et 0 pour k > 5.

Si e1,eq,e3,e4 est une base de V, les 3 vecteurs e; A eg + e3 A ey, €1 A
es +eq4 Aeg, e1 A eg+ ea A eg sont orthogonaux et ()-positifs tandis que
e1 Neg —eg Neyq, e Nes —eq Neg, eg Aeg — ea A ez sont orthogonaux et
@-négatifs. Ces 6 vecteurs forment une base de /\2 V.

Exercice 3
A une forme a € Sym?V*, on associe la fonction polynomiale homogene
de degré p P(v) = a(v,v,...,v). On a la formule de symétrisation qui permet
de récupérer « a partir de P:
P

a(vr, ..., vp) = P(Z v;) — Z P(Z vi) +

Yo PO )+ (1P Pwi)
1

Ic{1,...p}|I|=p—2 I

Exercice 4

Soit ®(x) = x®%. Alors ®(tz) = t?®(x) donc ® induit une application
de P(V) dans P(Sym?V). Soit eg, ..., e, une base de V et [zg : ... : @] les
coordonnées homogenes associés. Pour tout I = (i1, ...,4q), 0 < i; < n, note
ér le symétrisé de e;, ® .. ® €;,, et [yr] les coordonnées homogenes associés.
On a alors ®[x;] = [yr] = [[[;c; z:], ce qui montre que ® est différentiable.
La carte (xg = 1) est envoyée par ® dans la carte yg. o = 1, et pour tout
1 <j<mn,onay; =dzjavec [; = (0,...,0,7). On en déduit que ® est une

immersion injective. Comme P(V') est compact, c¢’est un plongement.
d d—1 d

Pour n = 1, vglxg : x1] = [2f : 25 @1 ¢ ..x]]. Pour n = 2, wpfxg : 21 :
562] = [yoo SY11 Y22t Yor CoYo2 - y12] = [93% : SU% : 93% P Tox XX : =’L"1£U2] €

RP5. Equations de v2(RP?): 43, = yooy11, Y2a = YooY22, Yis = Y11Y22-

Exercice 5 L’application bilinéaire V x W — V ® W induit une application

¢:P(V)xP(W) - P(V®W). e base de V, z; coordonnées homogenes de

P(V); f; base de W et y; coordonnées homogenes de P(W). Alors e; ® f;

base de V ® W et w;; coordonnées homogenes de P(V ® W). Dans ces

coordonnées ¢([z;][y;]) = [wi;] = [xiy;]. La carte z9 = 1,yp = 1 est envoyée
1



2

sur wop = 1. Si deux points p = [z;][y;], p’
la carte woy = 1, alors p et p’ sont dans la carte zg = 1,550 = 1 et on a
facilement x; = 7, y; = y; donc p = p'. Finalement I'image du champ B%i

0
Ow;o

= [7][y;] ont méme image dans

est +D 1 yja%ij donc ¢ est une immersion.
Exercice 6

Pour la dimension 1 et 2 le résultat est trivial. En dimension 3, on regarde
A:V — A3V, A(v) = a Av. Comme dimker A > 2, on peut trouver une
base de V: wq,v9,v3 avec v1,v2 € ker A. On écrit alors o« = xqv9 A vg +
Tov3 A vy + x3v1 A vg. Comme a Av; = aAvy =0, a = 301 A vo.

Pour passer de la dimension n — 1 a la dimension n, on prend « tel que
aAa = 0. On prend v1, ..., v, une base de V. On écrit @ = uAv,+a’,u €V
et o/ ne contenant que des termes v; A vjavec i, <n—1. DeaNa =0,
on en déduit o/ Ao/ = 0 et u Ao’ = 0. Par récurrence o = uj A us, et
uAup Aug = 0 donc \u + pyul + pous = 0. Si A = 0, &/ = 0. Sinon
a € A*Vect(uy, uz,v,) qui est de dimension 3.

On note ey, ea, €3, e4 la base canonique de R%. On ne traite que la carte
des plans P transverses a Vect(es, e4). Un tel plan est uniquement déterminé
par une matrice 2 x 4:

1 0
0 1
Ty T2
T3 T4

L’'image de G(2,4) dans P(A?R*) est dans la carte e; Aegz = 1, et donnée par
(21,72, 23, 74) > (e1 + w1e3 + w3€4) A (€2 + T2€3 + 24€4) = €1 N €2 + To€1 A
e3 + xg4e1 Neg — x160 N eg — x3e2 N ey + (371:E4 — xQIL’g)Cg Neq = [1 B o2, U
—x1 . —X3T9 . (x1$4 — xzxg)].

Sia=z1e1 Aeg+xzoeg Aes+x3es Aeqg + g4 Ner +x5€1 Aes+ xgea N ey.
Alors a AN = ey ANea Aes Aeg|r123 — xoxy — T526). Une équation de l'image
de G(2,4) dans RP® est donc 2173 — 2274 — 2526 = 0.

Exercice 8

Une preuve est donnée dans Gallot-Hulin-Lafontaine p.40.

Si la condition 1 est satisfaite P est une section de (TM®P @ TM*®1)* @
(TM®" @ TM*®%) donc un tenseur de type ¢ +r,p + s.

Ces applications ne sont pas des tenseurs car elles ne sont pas linéaires
ausensou [fX,Y]|=fX -Y-Y. (fX)=fIX,Y]-df(Y)X # f]X,Y] en
général. Idem pour Lx (fY)=df(X)Y + fLxY # fLxY.

Exercice 9
F*(udu+vdv) = (223 + 32y?) dz + (32%y + 2y3) dy

cfw=dt

Exercice 10
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aAf = (2?2 +zy)de Ndy ANdz; da = dx Ady A dz; ﬁ(x%+ya%+z%) =
x? + zyz.

wAw=[(22+t)(y? +2) = 1Jde Ady Ndz Adt. Si f = (22 +)(y? +2) — 1,
alors df = (2z(y* + 2),2y(x? + t),2? + t,4° + 2) non nul sur f = 0. Donc
{p,w Aw(p) = 0} est une hypersurface de R*.

Exercice 11
M = f~1{0}. Alors df|M = 0 donc f,dx+ fydy = 0 sur M. On pose w =
dz/fy = —dy/ fu. Cette forme est partout définie car f est une submersion.
En dimension quelconque on procede de la méme maniere df = f;.dx; =
0 en restriction & M = f~'{0}. En prenant le produit extérieur avec

dacl/\...d/.;i/\d/x\j.../\dmn on obtient (—l)idxl/\...cia?i.../\dxn/fmi = (=1)/dz1 A
wdTj... N dxy/fr, sur M. On peut donc définir la forme w = (—1)'dz; A
w.dx;... N\ dzxy/ fy, qui sera partout non nulle.

Exercice 12

Soit w € A%V* non-dégénérée. On prends v; € V. Comme w(vy,-) est
une forme non-nulle, on peut trouver vy € V' tel que w(vy,vy) = +1. Etant
alternée, Vect(v,v2) est un plan. Soit @) l'orthogonal & ce plan. On a
la décomposition V' = Vect(vi,v2) @ @ et on peut donc répéter le méme
argument. On arrive alors a une base vy, ..., v2, tel que w = v] A vy +vi A
vy

L’existence de A est une conséquence du lemme de Poincaré et du fait
que dw; = 0. L’existence de X; résulte du fait que w; est non-dégénéré pour
tout t. Ensuite le thm de Cauchy-Lipshitz fournit I'existence d’un flot W,
pour un temps arbitrairement long si on réduit assez le voisinage de départ.

Ensuite on a:
d *
a\llfwt =V} (w—wp) + V; (Lx,wt) =
Ui (w —wo) + Uy Xy adwy + Uy d( X ow) =
Ui(w—wo) +04+T;dA=0
Le fait que % jw = ¥ (Lx,w) alors que le champs W, est le flot d’'un champ

dépendant du temps se montre a ’aide de la caractérisation algébrique de
la dérivée de Lie. Il suffit de montrer cela pour w une fonction.



