SURFACES DE RIEMANN: FEUILLES D’EXERCICES DU CHAPITRE
II (2022)

I1.1 Application du théoréme d’uniformisation.

Ezercice 1 (Théoreme de Picard).

(a) Montrer que le revetement universel de C\ {0, 1} est le disque unité.

(b) Montrer que toute application entiere f: C — C qui omet deux valeurs est
nécessairement constante.

(c) Soit f,: D — C\ {0,1} une suite de fonctions holomorphes telle que f,(0)
n’accumule ni 0, ni 1, ni co. Montrer qu’il existe une sous-suite f,; qui converge
localement uniformément sur tout compact de DD vers une fonction holomorphe
f:D—C\{0,1}.

(d) On suppose maintenant que f,: D — C\ {0, 1} est une suite de fonctions holomor-
phes telles que f,,(0) — 1.

Construire une fonction g, holomorphe telle que g2 = f,,, et g,(0) — —1. En
déduire que f, converge localement uniformément vers la fonction constante 1.

(e) Soit f: D\ {0} — C\{0,1} une fonction holomorphe. On suppose qu’il existe une
suite de points z, — 0 tels que f(z,) est borné. En utilisant la question précédente
a la suite de fonctions f,,(z) = f(22,2), montrer que f est borné au voisinage de 0
puis s’étend holomorphiquement.

(f) Montrer le théoréme de Picard: si f est une fonction holomorphe sur D\ {0} dont
I'image évite deux points, alors f est méromorphe en 0.

FEzercice 2.

(a) Montrer qu’un automorphisme g € PSL(2,R) n’admettant aucun point fixe dans
H est conjugué soit a la translation z +— 2z + 1, soit & une homothétie z — az avec
0<a.

(b) En déduire que les seuls groupes abéliens discrets de PSL(2,R) agissant sans point
fixe sur H sont isomorphes a Z.

(c) Montrer que toute surface de Riemann S connexe et non simplement connexe dont
le groupe fondamental est abélien est biholomorphe soit & une couronne C,, ., =
{r1 < |z| <re} C Cavecry € [0,+00), r2 € (0,400], soit & une courbe elliptique.

(d) Montrer que deux couronnes C,, r, et C,/ ., sont biholomorphes ssi log[ra/r1| =

log|ry/r]-

Ezercice 3. En utilisant le théoreme de Koebe-Poincaré, montrer que toute surface de
Riemann connexe possede un groupe fondamental dénombrable, et une base dénombrable
d’ouverts.
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I1.2 Fonctions sous-harmoniques.

Exercice 4. Soit h une fonction de classe G2, et f une fonction holomorphe. Montrer que

A(ho f)=(Ah)o fx |f']>.

Exercice 5. Soit f: S' — R une fonction continue. On définit la fonction sur le disque
fermé Pf(e) = f(e) et Pf(re) = o= 027T P.(0 —t)f(re®)dt pour r < 1.

(a) Montrer que supp |Pf| < supg |f].
(b) En déduire que Pf est continue sur le disque fermé.

FEzercice 6. Montrer que toute fonction harmonique sur D \ {0}, bornée au voisinage de 0
s’étend comme fonction harmonique en 0.

Ezercice 7. Montrer que pour toute fonction u: Q — [—00,00) sous-harmonique, on a
limsup,_,, u(¢) = u(2).

Ezercice 8. Soit z, # 0 une suite de points distincts de D tel que {z,} est dense dans D.
(a) Construire une suite de oy, > 0 tel que )y, log|z,| > —oc.

(b) Montrer que la suite u,(2) = > ;. @; log(3|z — 2j|) est décroissante vers une
fonction sous-harmonique w sur D.
(c) Montrer que {u = —oo} est dense et non-dénombrable (pour cela, considérer les

ensembles de sous-niveau {u < —N}).

FEzercice 9. Montrer qu'une fonction u: 2 — [—00,00) telle que u et —u sont toutes les
deux sous-harmoniques est harmonique.

Ezercice 10. Montrer que ¢(uy,--- ,up) est sous-harmonique deés que ¢: R" — R est
convexe, croissante en chaque variable, et uq,- - , u, sont sous-harmoniques.

Ezercice 11. Soit © un ouvert connexe du plan complexe. Montrer que la fonction u(z) =
—log dist(z,09) est sous-harmonique.

Ezercice 12. Soit € un ouvert connexe borné du plan complexe, et u: Q — [—o0, co[ une
fonction sous-harmonique. On suppose que limsup,_, ¢ u(z) < 0 pour tout ¢ € 9N.
Montrer que u < 0.

Ezercice 13. Soit  un ouvert connexe du plan complexe, et u:  — [—00,+00[ une
fonction sous-harmonique.

(a) On suppose que u(zy) > —oo. Montrer que pour tout r > 0 tel que D(zp,7) C Q
alors f]ﬁ)(zo’r) |u|dLeb < oco.

(b) Montrer que pour tout compact [, |u|dLeb < co. On considérera I'ensemble E des
points zg € € tel qu’il existe un voisinage U de zg pour lequel fU |u|dLeb < oo.
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(c) Montrer que pour toute fonction sous-harmonique {u = —oo} est de mesure de
Lebesgue nulle.

(d) On suppose que D(zp,7) C Q. Montrer que f027r |u(zo + re')|dLeb < occ.

(e) Montrer que pour toute fonction sous-harmonique {u = —oo} ne peut contenir un
cercle inclus dans (.

FEzercice 14. Soit u,: 2 — [—00,00) une suite de fonctions sous-harmoniques telle que
up, < 0. On définit les fonctions u(z) = sup,, u,(z), and
u*(z) = limsup u(w) .
w—z
Montrer que ©* est semi-continue supérieurement, puis vérifie

1
u(z) < — u(z + w)dLeb(w) .
% o [ e+ wpLen(w)

En déduire que u* est sous-harmonique, et que u = u* presque partout.

Exercice 15.
(a) Soit w: D(0,1) \ {0} — [—o0, +00[ une fonction sous-harmonique.
Montrer que si u est bornée supérieurement au voisinage de 0, alors il existe une
fonction sous-harmonique @: D(0, 1) — [—o0, +00] telle que . = w sur D(0,1)\{0}.
Pour cela, on pourra considérer la suite de fonctions u(z) + %log |z|.
(b) Montrer que toute fonction sous-harmonique bornée sur C est constante.
(c) Construire une fonction sous-harmonique continue u: C — R..

Ezercice 16. On fixe X une surface de Riemann connexe, et Y C X un domaine ouvert
de X a bord lisse. Soit h: Y — R une fonction continue. Une solution au probleme de
Dirichlet avec données au bord h est une fonction continue w: Y — R, harmonique dans
Y, et telle que ulgy = h.

(a) Montrer que si h est bornée, il existe toujours une solution au probleme de Dirichlet
bornée sur Y.

(b) On suppose que Y est relativement compacte. Montrer qu’il existe une unique
solution au probleme de Dirichlet

(¢) On suppose que X = C, et Y = H. Montrer qu’il existe une fonction A telle que la
solution au probleme de Dirichlet n’est pas unique.

(d) Onsuppose que X =C, et Y = H. Si h: R — R est continue, et lim,_,, h(x) = 0,
montrer qu’il existe une unique solution au probleme de Dirichlet sur H telle que
limg(z)%oo u(z) = 0.

(e) On suppose que X n’est pas compacte et qu’il n’existe aucune fonction sous-
harmonique négative non constante sur X (i.e., X n’est pas de type (H)).

e Pour toute fonction u € CO(Y') N SH(Y') bornée supérieurement, montrer que
supy u < supgy U.
e Montrer que deux solutions bornées au probléme de Dirichlet sont identiques.

(f) On suppose que X est de type (H), et que Y = X \ D avec D disque conforme.
Montrer que pour toute fonction continue h: 0Y — R, il existe au moins deux
fonctions distinctes bornées résolvant le probleme de Dirichlet dans Y avec données
au bord h.
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Ezercice 17. On rappelle qu'une surface de Riemann est de type (H) ssi il existe une
fonction sous-harmonique négative et non constante.

(a) Montrer que si F' est un ensemble fini, alors C \ F n’est pas de type (H).

(b) Montrer que pour tout ensemble fini F' d’une surface de Riemann, alors S\ F est
de type (H) ssi S est aussi de type (H).

(¢) Montrer qu'une surface de Riemann compacte n’est pas de type (H).

(d) Montrer que tout ouvert borné de C est de type (H).

(e) Montrer que le complémentaire d’un disque conforme dans une surface de Riemann
quelconque est de type (H).

I1.3 Différentielles.

FEzercice 18 (Opérations sur les formes).
(a) Montrer que 9% = 9% = 99 + 00 = 0.
(b) Montrer que une 1-forme w est holomorphe ssi dw = 0 et *xw = —iw.
(¢) Montrer que |lw||* = [;,w A *@& munit I'espace des 1-formes sur une surface de
Riemann D d’une structure d’espace pré-hilbertien. Quel est son complété?

Ezercice 19 (Existence de fonctions méromorphes). Soit S une surface de Riemann con-
nexe, et p#q € S.

(a) Soit g1 et go deux fonctions harmoniques non constantes sur S. Pour toute carte
holomorphe (U, ¢), on considere la fonction
f(p(z) — 8915 (pl/ag2ao 9071
z z
Montrer que si (V,1)) est une autre carte holomorphe, alors f, = fy, sur UNV.
(b) On suppose que S est de type (H), et on note g, et g, les fonctions de Green en
p et g respectivement. En utilisant la question précédente, montrer que S admet
une fonction méromorphe non constante avec un zéro en p et un pole en gq.
(c) Montrer la meme propriété lorsque S n’est pas de type (H). On utilisera alors le
théoreme du cours sur I'existence de fonctions harmonique sur S privé d’un point.




