
TRANSFORMATIONS CONSERVANT LAMESURE, HYDRODYNAMIQUE ETINTERACTION COULOMBIENNEYann Brenier�1 Un syst�eme de partiulesAvant de ommener l'expos�e proprement dit, examinons un exemple simplede syst�eme de partiules. Soit le ube unit�e �a d dimensionsD = [0; 1℄d, divis�een N = h�d sous-ubes de ôt�e h > 0. Supposons qu'au baryentre A� dehaque sous-ube de num�ero � se trouve un \atome" immobile. Consid�eronsN partiules, appel�ees \�eletrons", se mouvant dans l'espae ambiant Rdet notons X�(t) 2 Rd la position de l'�eletron de num�ero � �a l'instant t.A haque temps disret t = n� , multiple entier de � > 0, nous ouplonsl'�eletron de num�ero � et l'atome de num�ero �� par un ressort, pour haque� = 1; :::; N , o�u � est une bijetion des N premiers entiers, de sorte que laposition de l'�eletron osille �a la p�eriode 2�� suivant l'�equation di��erentielle :�2X 00� +X� = A�� (1)dans l'intervalle de temps n� � t < (n+1)� . On a bien sur onservation del'�energie totale E(t) = 12 jjX 0(t)jj2 + 12�2 jjX(t) � �Ajj2; (2)ave les notations X(t) = (X�(t))N�=1 ; A = (A�)N�=1 ;jjY jj2 = 1NX� jY�j2; �Y = (Y��)N�=1 ; 8Y = (Y�)N�=1 2 (Rd)N :�Institut Universitaire de Frane, et Laboratoire d'analyse num�erique, Universit�e Paris6, Frane, brenier�ann.jussieu.fr 1



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREPour avoir une dynamique int�eressante, on hange les ouples �eletrons-atomes (�; ��) �a l'instant t = (n+1)� de fa�on �a rendre minimale l'�energiepotentielle totale des ressorts12�2 jjX((n+ 1)�) � �Ajj2: (3)Autrement dit, la permutation � d�epend du temps et s'ajuste aux tempsmultiples entiers de � pour garder minimale l'�energie potentielle. Si oninitialise e syst�eme dynamique en �xant la position, la vitesse initiale des�eletrons, on demande quel peut bien être le omportement dynamique dees \�eletrons" lorsque les param�etres h, � et � tendent vers 0 ? M�eritent-ils vraiment d'être appel�es �eletrons et se omportent-ils omme tels, aumoins approximativement ? Ne se omportent-ils pas plutôt omme lespartiules d'un uide ? Poser es questions n'est qu'un pr�etexte pour faireun petit panorama de quelques onepts et reherhes reliant g�eom�etrie,hydrodynamique et �eletrodynamique, autour de la notion de groupes detransformation onservant la mesure.2 Groupes de transformation onservant la mesureEn toute g�en�eralit�e, si D d�esigne un espae mesur�e muni d'une mesure deprobabilit�e on dit qu'une transformation T de D dans lui-même onserve lamesure si pour toute partie mesurable U de D, l'image r�eiproque de U parT est mesurable et de même mesure que U . Ces transformations forment unsemi-groupe pour la loi de omposition des appliations que nous noteronsS(D).Si D d�esigne un ensemble �ni, onstitu�e par exemple de N points dis-tints de l'espae eulidien Rd , muni de la mesure de omptage, les trans-formations de D qui onserve ette mesure s'identi�ent �evidemment, auxpermutations des N premiers entiers.En revanhe, quand D est l'adh�erene d'un ouvert born�e assez r�egulierde Rd et qu'on le munit de la mesure de Lebesgue, normalis�ee pour en faireune mesure de probabilit�e, on peut utiliser des d�e�nitions plus restritivesde groupes de transformation onservant la mesure, suivant les appliationset les mod�eles onsid�er�es.On peut d'abord lassiquement onsid�erer tous les di��eomorphismes deD dont le d�eterminant jaobien est identiquement �egal �a 1, e qui assure laonservation de la mesure de Lebesgue et elle de l'orientation. Cela formeun groupe, pour la loi de omposition, traditionnellement not�e SDiff(D),mais que nous noterons ii G(D). On peut aussi onsid�erer le sous-groupe2



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREG(D) onstitu�e des di��eomorphismes obtenus par int�egration de hamps deveteur �a divergene nulle et support ompat dans l'int�erieur deD. (Il s'agitbien d'un groupe qui se trouve stritement ontenu dans SDiff(D) puisquehaun de ses �el�ements onserve pontuellement un voisinage du bord de D.)En sens inverse, on peut onsid�erer le sur-groupe des di��eomorphismes ded�eterminant jaobien �egal �a plus ou moins un (qui peuvent don renverserl'orientation). Plus gros est le groupe des hom�eomorphismes T de D quionservent la mesure et enore plus grand elui des appliations bor�eliennes,presque partout bijetives et d'inverse bor�elienne, onservant la mesure.En�n, tout es groupes sont inlus dans le semi-groupe S(D) des applia-tions bor�eliennes (non n�eessairement presque partout bijetives) onservantla mesure. Celui-i ontient une grande vari�et�e d'appliations, même dansle as d = 1, D = [0; 1℄, par exemple T (x) = 1�x qui renverse l'orientation,T (x) = 2x mod. 1 qui n'est pas ontinue, T (x) = min(2x; 2 � 2x) qui n'estpas bijetive, et...Puisque D est l'adh�erene d'un ouvert born�e de Rd , le semi-groupe S(D)ainsi que tous les groupes qu'il ontient peuvent être vus (assez naivement)omme parties de l'espae de Hilbert H = L2(D;Rd) des appliations dearr�e sommable de D dans l'espae ambiant Rd . Il est faile de voir queS(D) est ferm�e born�e dans H et ontenu dans une sph�ere (et don nononvexe). On peut montrer qu'il est en fait l'adh�erene dans H de tous lesgroupes d�ej�a mentionn�es, d�es que d � 2.En revanhe S(D) n'est ni ompat ni onvexe. Pour le ompati�er, oule onvexi�er, on introduit l'ensembleM(D) des mesures de Borel � � 0 surle produit D �D dont les projetions sur haque opie de D est la mesurede Lebesgue sur D. Cette ensemble, onvexe et ompat pour la topologiefaible des mesures, est parfois appel�e ensemble des mesures bistohastiquessur D�D. On a une injetion naturelle de S(D) dansM(D) en assoiant �atoute transformation T appartenant �a S(D) la mesure �T qui donne, pourtous bor�eliens A, B ontenus dans D, omme valeur �a �T (A�B) la mesurede Lebesgue de A� T�1(B). Autrement dit (�erit omme distribution)�T (x; y) = Æ(y � T (x)): (4)On montre alors que ette injetion est ontinue (e qui est �el�ementaire) etdense (e qui l'est un peu moins) de S(D), muni de la topologie forte deH, dans M(D), muni de la topologie faible des mesures. Ainsi l'ensembleM(D) des mesures bistohastiques apparait omme une ompati�ation-onvexi�ation du semi-groupe S(D) des transformations onservant le vol-ume et de tous les groupes qu'il ontient. Observons que la propri�et�e de3



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREgroupe, perdue au niveau de S(D) (ar elui-i ontient des transformationsnon-inversibles), est en quelque sorte r�etablie au niveau de M(D), par lasym�etrie (�(x; y))! (~�(y; x)); (5)puisque, lorsque T est inversible, on a bien ~�T = �T�1 . Cei montre, dumême oup, que l'ensemble des points extr�emaux du onvexe ompatM(D)ne saurait se r�eduire �a S(D). (En e�et si �T est extr�emal, il en est de mêmede ~�T , même si T n'est pas inversible.)Retournons pour un instant, �a titre de omparaison, au as d'un ensem-ble �ni, de ardinal N , et muni de la mesure de omptage. Comme on l'avu, le groupe des transformations de et ensemble, onservant la mesure,s'identi�e au groupe des matries de permutations N � N . Un th�eor�emelassique de Birkho� assure que, dans l'espae des matries N � N �a o-eÆients r�eels, les matries de permutation sont les points extr�emaux duonvexe ompat form�e des matries, dites bistohastiques, dont les oeÆ-ients sont positifs ou nulle et la somme de haque ligne et de haque olonnevaut 1.On voit alors l'analogie ave le as ontinu, �a la di��erene pr�es que, danse dernier as, M(D) est non seulement la onvexi�ation de S(D) (en unertain sens) mais aussi une ompati�ation et, en revanhe, S(D) n'en on-stitue qu'une partie des points extr�emaux. Au del�a même de l'analogie, le asdisret est la base des d�emonstrations des r�esultats de densit�e pr�e�edemment�evoqu�es (densit�e de G(D) dans S(D) pour la topologie forte L2, densit�e deS(D) dans M(D) pour la topologie faible des mesures). L'id�ee est en e�etla suivante, dans le as du ube D = [0; 1℄d : pour tout entier N puissanede 2d, on partitionne (hi�erarhiquement en fontion de la puissane de 2d)le ube D en N sous-ubes D1; :::;DN de volumes �egaux et de ôt�e N�1=d.On onsid�ere alors le groupe GN (D) des N ! transformations de S(D) per-mutant en blo les sous-ubes. (Autrement dit, �a haque permutation �, onassoie la transformation T qui translate haque Di sur D�(i).) En utilisantle th�eor�eme de Birkho�, et en jouant sur deux niveaux assez disjoints de raf-�nement des sous-ubes (typiquement N et N2), on voit assez ais�ement quel'injetion de la r�eunion des GN (D) dans M(D) est dense pour la topolo-gie faible des mesures. Il s'ensuit que GN (D) est dense dans S(D) pour latopologie forte L2. On montre ensuite que haque �el�ement T de GN (D),N �etant �x�e, peut être approh�e arbitrairement pr�es en norme L2 par undi��eomorphisme de G(D), �a ondition que d � 2. (Pour ette �etape, on seram�ene, par d�eomposition des permutations, au as o�u T transpose deux4



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREsous-ubes ayant une interfae ommune. On fait une onstrution quasiexpliite du di��eomorphisme en int�egrant un hamp de veteur permettantd'�ehanger en temps �ni l'essentiel des points des deux sous-ubes, sansd�eplaer ou presque les autres, les erreurs �etant ontrôlables en norme L2,mais pas en norme du sup!). Tout ela suÆt �a montrer que le plus petitgroupe onsid�er�e, G(D), est d�ej�a dense dans S(D) pour la norme L2 et queson image dans M(D) est dense pour la topologie faible des mesures. Surtoutes es questions, on pourra onsulter, entre autres [AK℄, [Su℄, [Sh℄... (etave un point de vue tr�es di��erent [Ne℄).3 G�eod�esiques et �equation d'EulerInt�eressons-nous �a pr�esent aux ourbes g�eod�esiques sur haun des groupesou semi-groupe onsid�er�es, vus omme sous-ensembles du Hilbert H =L2(D;Rd ), dont on note la norme jj � jjH . On ne onsid�ere que le as d � 2,de sorte que l'adh�erene dans H de tous es ensembles est le semi-groupeS(D). Un point de vue naif (et fort peu intrins�eque) est de les d�e�nir ommedes hemins (absolument ontinus) t ! T (t) 2 H, prenant valeur dans legroupe ou sous-groupe onsid�er�e et minimisant, sur haque intervalle I om-pat d'int�erieur non vide assez petit, \l'ation"AI(T ) = 12 ZI jjT 0(t)jj2Hdt; (6)o�u T 0(t) d�esigne la d�eriv�ee de T (t) (au moins pour presque tout t). Notonsla pr�esene, ontraire �a l'usage le plus fr�equent pour d�e�nir une g�eod�esique,du arr�e dans ette int�egrale, e qui permet de �xer le param�etrage de laourbe et pr�esente divers avantages. Conentrons-nous sur le as de S(D),e qui est apr�es tout bien naturel puisque lui seul est ferm�e dans H. Onpeut exprimer l'appartenane de T (t) 2 H �a S(D) en tous t simplement enrequ�erant ZI ZD(p(t; T (t; x)) � p(t; x))dxdt = 0; (7)pour toute fontion r�eelle p ontinue sur I � D. Ainsi on est ramen�e auprobl�eme de point-selleinfT supp ZI dt ZD(12 j�tT (t; x)j2 � p(t; T (t; x)) + p(t; x))dx; (8)o�u j:j est la norme eulidienne sur Rd , p d�erit l'ensemble des fontions r�eellesontinues sur I�D et T l'ensemble des appliations t! T (t; :) 2 H ayant ladi��erentiabilit�e (presque partout en t) minimale requise pour donner un sens5



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESURE�a l'int�egrale. Un alul des variations formel onduit aussitôt �a la onditiond'optimalit�e : �ttT (t; x) = �(rp)(t; T (t; x)); (9)o�u on note r = (�x1 ; :::; �xd) le gradient dans l'espae eulidien Rd et o�u p estle multipliateur de Lagrange de la ontrainte de onservation de la mesureimpos�ee �a T . Cette �equation n'est rien d'autre que l'�equation d'Euler desuides parfaits inompressibles. D�erivons bri�evement le mod�ele physique.Le mouvement des partiules du uide est donn�e par T . On peut onsid�ererla variable x omme l'�etiquette (le \label") de haque partiule et T (t; x)repr�esente sa position dans le domaine D �a l'instant t. Souvent on normaliseT en posant T (0; x) = x, e qui revient �a �etiqueter les partiules par leurspositions au temps t = 0 dans le domaine D. La ondition de onservationdu domaine D et de la mesure de Lebesgue est la tradution math�ematiquede l'inompressibilit�e suppos�ee du uide et du fait qu'il se d�eplae dans ledomaine D sans s'en �ehapper. L'�equation d'Euler proprement dite (9) ex-prime que les partiules sont a�el�er�ees par un hamp d�erivant d'un potentielp, qui s'interpr�ete omme la pression r�egnant dans le uide et qui permetd'ajuster �a tout moment la ontrainte d'inompressibilit�e. On a ainsi rap-pel�e une interpr�etation g�eom�etrique �el�ementaire d'une des �equations les plusv�en�erables (1755) de la physique marosopique (et qui reste fondamentalepour la mod�elisation des �eoulements de l'atmosph�ere et de l'o�ean). Uner�ef�erene majeure pour ette vision de l'hydrodynamique est bien sur ler�eent livre d'Arnold et Khesin [AK℄.4 Le probl�eme des g�eod�esiques minimalesL'�equation d'Euler est l'objet de reherhes math�ematiques tr�es atives(omme en t�emoignent les livres tr�es r�eents d'Arnold-Khesin, Chemin [Ch℄,Lions [Li℄, Marhioro-Pulvirenti [MP℄, et...). Elle est abord�ee en g�en�eralomme une �equation d'�evolution et une grande part de la reherhe est on-sar�ee au probl�eme de valeurs initiales qui onsiste �a r�esoudre (9) en sedonnant �a l'instant initial, t = 0 pour �xer les id�ees, en tous points x 2 D,la vitesse initiale �tT (0; x) de haque parelle de uide, ave la normalisationnaturelle T (0; x) = x. L'hypoth�ese naturelle sur le hamp des vitesses ini-tiales v0(x) = �tT (0; x) est d'être �a divergene nulle et parall�ele au bord dudomaineD. C'est la ondition de ompatibilit�e r�esultant (au moins formelle-ment) de la onservation de la mesure. En ontrepartie, la pression p n'apas �a être initialis�ee. Moyennant des hypoth�eses de r�egularit�e sur la donn�eeinitiale v0 et le domaine D, on sait montrer que le probl�eme de valeurs ini-tiales est bien pos�e, globalement en temps si d = 2 et loalement si d = 3.6



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESURENous ne d�evelopperons pas d'avantage la question, �etudi�ee depuis les ann�ees20 mais enore tr�es largement ouverte, ave notamment la question de toutpremier plan qu'est l'apparition ou non de singularit�es en temps �ni dans leas d = 3.Un sujet de reherhes beauoup plus marginal, bien que tr�es naturel dupoint de vue g�eom�etrique, est l'�etude des g�eod�esiques minimales (au sens\plus ourts hemins") entre deux points sur les groupes de transformationsonservant le volume. Cela revient �a se �xer un intervalle I, I = [0; 1℄ pour�xer les id�ees, �a se donner T (0; :), qu'on normalise en prenant T (0; x) = x, etT (1; :), puis �a minimiser (6). On ne peut don imposer les vitesses initiales�tT (0; :) et il s'agit, par rapport �a la variable t 2 I d'un probl�eme \aux deuxbouts". (On peut se demander la pertinene d'un tel probl�eme du point devue, par exemple, de la pr�evision m�et�eorologique. On observera toutefois queette derni�ere est �egalement tr�es �eloign�ee du probl�eme de valeurs initiales,ar dans les aluls d'�evolution onrets, on inorpore au fur et �a mesureles observations -'est-�a-dire la onnaissane d'une partie de la solution-par les tehniques dites d'assimilation de donn�ees et le probl�eme aux deuxbouts peut être vu omme un probl�eme d'assimilation tr�es partiulier.) Ceprobl�eme de alul des variations est atypique, ar la fontionnelle d'ation �aminimiser (6) est tr�es simple, mais la ontrainte de onservation de la mesureest diÆile �a prendre en ompte, même sous la forme a�aiblie (7), ar ellen'a auune raison partiuli�ere de \passer �a la limite" lorsqu'on onsid�ereles suites minimisantes du probl�eme. Ce manque agrant de ompait�e(ou de onvexit�e) rend le probl�eme non trivial. N�eanmoins, si les donn�eessont assez prohes pour des topologies (d'espaes de Sobolev) assez fortes,l'existene et l'uniit�e de la solution r�esultent du travail d'Ebin et Marsden[EM℄. En revanhe, Shnirelman a montr�e en 1985 (voir [Sh℄) dans le asd = 3, D = [0; 1℄3, l'existene de donn�ees T (1; :) dans le plus petit groupepossible, �a savoir G(D), pour lesquelles il ne pouvait exister de g�eod�esiquesminimales, au moins sur G(D) = SDiff(D). L'argument est assez simple �aexprimer. Pour g�en�erer es \mauvaises" donn�ees, on int�egre sur l'intervallede temps I = [0; 1℄ un hamp de veteur v �a divergene nulle et supportompat dans l'int�erieur de D, qu'on hoisit \bidimensionnel" au sens que,en oordonn�ees art�esiennes,v(t; x) = (v1(t; x1; x2); v2(t; x1; x2); 0); 8x = (x1; x2; x3) 2 D; (10)'est-�a-dire que v a sa troisi�eme omposante nulle et ne d�epend pas de x3.7



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREAinsi la donn�ee �nale T (1; :) est elle de la formeT (1; x) = (h1(x1; x2); h2(x1; x2); x3); (11)o�u h appartient au groupe G([0; 1℄2) et on peut onsid�erer, en parall�ele, leprobl�eme de g�eod�esiques minimales en dimension trois sur le ube unit�e ouen dimension deux sur le arr�e unit�e et omparer les in�mums de (6) dansles deux as. Bien sur l'in�mum en dimension deux ne peut être inf�erieur�a elui de la dimension trois. Mais il se peut qu'il soit stritement plusgrand. (Shnirelman montre qu'on peut onstruire les hamps v ad�equatspour ela, onform�ement �a l'intuition que les mouvements inompressiblessont beauoup plus exibles en dimension trois qu'en dimension deux.) Dansun tel as, il est alors faile de voir que l'in�mum ne peut être atteint.En e�et, si T r�ealise l'in�mum, il n'y a qu'�a le \laminer" ('est-�a-dire leremplaer par deux opies de lui-même aplaties d'un fateur deux dans ladiretion x3 omme pour faire un mille-feuilles, modulo un peu de lissagepour le garder r�egulier) pour rendre (6) stritement plus petit et aboutir �aune ontradition. Au-del�a du ontre-exemple, on voit se dessiner dans unetelle situation le omportement des suites minimisantes, ave l'apparitionde petites �ehelles dans la diretion trois et de mirostrutures in�nimentpetites.5 G�eod�esiques g�en�eralis�ees et �eoulements hydrostatiquesPour r�esoudre le probl�eme des g�eod�esiques minimales, on utilise dans [Br2℄une id�ee simple de onvexi�ation, en s'inspirant de l'injetion du semi-groupe S(D) dans le onvexe des mesures bistohastiques M(D) d�eriteplus haut.A haque T , on assoie une paire de mesures en les variables t 2 I = [0; 1℄,x 2 D, a 2 D, l'une positive, l'autre vetorielle,(t; x; a) = Æ(x� T (t; a)); m(t; x; a) = �tT (t; a)Æ(x � T (t; a)); (12)li�ees l'une �a l'autre par la ondition de ompatibilit�e (au sens des distribu-tions) �t+rx:m = 0: (13)On exprime ensuite les onditions initiales et �nales par(0; x; a) = Æ(x� T (0; a)); (1; x; a) = Æ(x� T (1; a)); (14)puis la onservation de la mesure (7) parZD (t; x; da) = 1 (15)8



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESURE(autrement dit la projetion de la mesure sur l'espae des (t; x) est la mesurede Lebesgue) et on r�e�erit sans trop de peine l'ation (6) sous la formeAI(T ) = sup�; Z �(t; x; a)d(t; x; a) +  (t; x; a):dm(t; x; a) (16)o�u (�;  ) d�erit l'ensemble des ouples de fontions ontinues des variables(t; x; a) 2 I � D2 �a valeurs respetivement dans R et dans Rd , v�eri�ant entous points �(t; x; a) + 12 j (t; x; a)j2 � 0: (17)On n'a rien hang�e au probl�eme de g�eod�esique minimale en reherhant unouple (;m), de la forme (12), minimisant (16) sous les ontraintes (13),(14), (15).Mais si l'on relâhe la ontrainte de struture (12), qui impose notam-ment �a la mesure  d'être une mesure de Dira en la variable x, on obtientpour (;m) un nouveau probl�eme de minimisation, onsid�erablement �elargi,onvexe, ave de bonnes propri�et�es de ompait�e et de ontinuit�e des on-traintes. Or on parvient �a montrer que, dans le as o�u d = 3, D = [0; 1℄3, eto�u les donn�ees sont du type (11), on ne perd rien en relâhant la onditionde struture (12), au sens que l'in�mum du probl�eme original et elui duprobl�eme onvexi��e oinident. (Ce r�esultat est �a rapproher de la densit�ede l'injetion de G(D) dans M(D) disut�ee plus haut. Voir aussi le r�esultatde densit�e de Shnirelman [Sh℄.) En revanhe, il n'y a pas oinidene dansle as d = 2. Autrement dit, en dimension trois, le probl�eme de g�eod�esiqueminimale peut être l�egitimement onvexi��e, e qui le rend beauoup plusaessible, mais pas en dimension deux! (C'est le ontraire du probl�eme devaleurs initiales, o�u l'�equation d'Euler est beauoup plus faile �a traiter endimension deux qu'en dimension trois.)L'�etude du probl�eme onvexi��e aboutit aux onlusions suivantes, pourhaque donn�ee �x�ee de type (11) : Il existe des solutions (;m) optimales.Pour haune d'elles,  est une mesure positive et ne d�epend pas de lavariable x3, m est une mesure vetorielle absolument ontinue par rapport�a  et s'�erit m(t; x; a) = (t; x; a)(v1; v2; 0)(t; x1; x2; a) ave v ind�ependantede x3 et de arr�e sommable par rapport �a la mesure . Il existe un hampde pression p(t; x1; x2) (ind�ependant de x3), dont le gradient est une mesurede Radon, unique, telle que, pour toute solution (;m), on ait�t(v) +rx:(v 
 v) + rxp = 0; (18)9



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREo�u l'on parvient �a d�e�nir le produit rxp onvenablement. Si la solution(;m) respete la struture (12), on retrouve l'�equation d'Euler (9) (sousune formulation di��erente mais �equivalente). Mais, en g�en�eral, et en parti-ulier dans les as des ontre-exemples de Shnirelman, il n'en sera rien et lamesure  ne sera plus une mesure de Dira en la variable x. (Autrement dit,au lieu d'avoir une trajetoire unique pour la partiule initialement pla�eeen a 2 D, omme 'est le as de la desription lassique d'un uide, onaura plutôt un faiseau de trajetoires dont les positions sont distribu�ees en(t; x), selon la loi de probabilit�e (t; x; a) � 0, a �etant �x�e.) L'�equation (18)g�en�eralise don elle d'Euler. Mais elle peut sembler être un objet pure-ment math�ematique (ertainement ad�equat pour la r�esolution du probl�emeg�eom�etrique des g�eod�esiques minimales, omme on l'a vu), un artefat del'approhe variationnelle, sans rapport ave l'hydrodynamique r�eelle.Heureusement, il n'en est rien, ar, modulo des hangements de vari-able ad�equats, on retrouve derri�ere (18) une mod�elisation bien onnue enm�eanique des uides, tout partiuli�erement pour l'atmosph�ere et l'o�ean,sous le nom d'hypoth�ese hydrostatique. En simpli�ant quelque peu, onobtient le mod�ele hydrostatique (voir [Li℄, par exemple, et [Br3℄) par unelimite formelle des �equations d'Euler tridimensionnelles dans un domainein�niment mine dans la diretion x3 (e qui est une approximation orretedans le as de l'o�ean et de l'atmosph�ere observ�es �a moyenne �ehelle). A lalimite, la pression ne d�epend plus de la variable x3 et les �equations peuventse r�e�erire sous la forme (18) apr�es des hangements d'inonnues appropri�es.Pour �nir ette setion sur les g�eod�esiques, insistons sur le fait que de tr�esnombreux probl�emes, sans doute diÆiles, restent ouverts. Tel est en parti-ulier le as de la dimension deux, o�u on n'a plus le droit de relâher la on-trainte de struture (12) et d'ainsi onvexi�er le probl�eme. Un autre aspetompl�etement n�eglig�e dans notre pr�esentation est le probl�eme de l'existeneet des propri�et�es des g�eod�esiques ferm�ees (p�eriodiques). L�a non plus, mêmeen dimension trois, la tehnique de onvexi�ation est inad�equate. En�n,signalons que d'autres aspets de la g�eom�etrie des groupes de transformationonservant la mesure sont disut�es dans le livre d'Arnold et Khesin.6 G�eod�esiques approh�eesUne alternative au onept de g�eod�esiques g�en�eralis�ees que nous venonsd'�evoquer pour r�esoudre en dimension trois le probl�eme des g�eod�esiquesminimales, est le onept de g�eod�esiques approh�ees. L'id�ee est tr�es simpleet tr�es voisine (mais distinte) de la notion de \slightly ompressible ows"introduite par Ebin [Eb℄ dans les ann�ees 70. Fixons un groupe de transfor-10



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREmations du domaine D onservant la mesure, le groupe G(D) = SDiff(D)pour �xer les id�ees, et introduisons sur l'espae de Hilbert ambiant H =L2(D;Rd ), la distane au groupe d�e�nie pour tout X 2 H pardH (X;G(D)) = infg2G(D) jjX � gjjH = infg2S(D) jjX � gjjH = dH (X;S(D)); (19)o�u jj:jjH est la norme de H (i.e. la norme L2). On peut alors onsid�erer, aumoins formellement, le syst�eme dynamique de dimension in�nieX 00 +rX (d2H (X;G(D))2�2 ) = 0; (20)o�u l'inonnue t ! X(t) 2 H est une famille param�etr�ee par le tempsd'appliations de arr�e sommable de D dans l'espae ambiant Rd et rXest le gradient dans H. Dans e syst�eme dynamique, lorsque � tend vers 0,le potentiel p�enalise fortement la non-appartenane de X �a l'adh�erene dugroupe dans H (qui n'est rien d'autre, d�es que d � 2, que le semi-groupeS(D), omme on l'a vu plus haut). On s'attend don �a e que, pourvu queles donn�ees initiales X(0) et X 0(0) soient ompatibles ('est-�a-dire apparti-ennent respetivement au groupe et �a son espae tangent, ou peu s'en faut),les solutions t ! X(t) de (20) se omportent approximativement ommedes ourbes g�eod�esiques sur le groupe. Notons que le onept de g�eod�esiqueapproh�ee est assez robuste (ou ou suivant le point de vue) pour ne mettreen jeu que l'adh�erene du groupe dans H, 'est-�a-dire le semi-groupe S(D).(Ainsi on n'a plus �a se pr�eouper du hoix du groupe!)Pour obtenir un syst�eme dynamique plus onret et de dimension �nie,on peut pro�eder �a une disr�etisation du domaine D. Prenons le as duube D = [0; 1℄d, d�eoup�e en N sous-ubes �egaux de baryentres A1; :::; AN .Rempla�ons le Hilbert H et le groupe G(D) respetivement par l'espaeeulidien (Rd )N et le groupe �ni de toutes les permutations des A�f(A�1 ; :::; A�N ) 2 (Rd )Ng;sans hanger la d�e�nition du syst�eme dynamique (20), (19). Allons enoreplus loin, en disr�etisant le temps ave un pas uniforme � et en n'atualisantle potentiel qu'aux instants disrets n� , n entiers. En pro�edant ainsi, onretrouve exatement le syst�eme de partiules qui nous a servi de pr�etexte �al'expos�e! On s'attend don que, dans la limite o�u h, � et � tendent vers 0,on retrouve les �equations d'Euler qui d�erivent les g�eod�esiques de G(D). Onpeut d�emontrer [Br4℄ (par une tehnique �el�ementaire et un r�esultat de Lax11



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESURE[La℄ sur l'approximation des hom�eomorphismes onservant la mesure �a l'aidede permutations) un tel r�esultat aux onditions suivantes. On initialise laposition et la vitesse des partiulesX�(t = 0) = A�; X 0�(t = 0) = v0(A�); (21)o�u v0 est un hamp de vitesse �a divergene nulle, tangent au bord de D etassez r�egulier. On hi�erarhise les param�etres de disr�etisationh = O(�8); � = 0(�4): (22)On montre alors que, tant que la solution T de l'�equation d'Euler (9) rester�eguli�ere, on aura 1NX� jX�(t)� T (t; A�)j2 = O(�2): (23)On a ainsi donn�e une premi�ere r�eponse �a notre \�enigme" : �a la lim-ite, les \�eletrons" se omportent omme les partiules d'un uide parfaitinompressible r�egi par les �equations d'Euler.7 Une ariature d'interation oulombienneReste �a justi�er le nom d'�eletrons dont nous avons a�ubl�e nos parti-ules! Revenons �a l'�equation (20) des g�eod�esiques approh�ees, qui met enjeu la distane au groupe G(D), ou, e qui revient au-même quand d � 2,au semi-groupe S(D), et plus pr�eis�ement le gradient de ette distane auarr�e. L'inonnue est une famille param�etr�ee par le temps t d'appliationsX = X(t) de arr�e sommable de D dans l'espae ambiant Rd . Or une telleappliation X, moyennant la ondition de non-d�eg�eneresene que la mesureimage � par X de la mesure de Lebesgue sur D est absolument ontinue parrapport �a la mesure de Lebesgue (autrement dit l'image r�eiproque par Xde toute partie Lebesgue n�egligeable reste Lebesgue n�egligeable), admet uneunique d�eomposition polaire [Br℄ (voir aussi [Ca℄)X = r� Æ g; (24)o�u � est une fontion r�eelle sur D, restrition d'une fontion onvexe,et g appartient au semi-groupe S(D). (Cette d�eomposition g�en�eralise lad�eomposition du même nom bien onnue pour les matries arr�ees d � dr�eelles, qui orrespond au as partiulier des appliations lin�eaires lorsque Dest la boule unit�e de Rd .) Le fateur g est arat�eris�e omme l'unique point12



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREde S(D) r�ealisant la distane de X �a S(D), le veteur X � g est le gradientde X 2 H ! 12d2H (X;S))au point X. De plus, g = r	 ÆX; (25)o�u 	 (transform�ee de Legendre-Fenhel de � par rapport �a x 2 D) est solu-tion onvexe (en un sens ad�equat) de l'�equation de Monge-Amp�ere equation(r�eelle) [Ca℄ det(D2	) = �; (26)o�u det(D2	) est le d�eterminant de la matrie des d�eriv�ees seondes de 	.Revenons �a une g�eod�esique approh�ee t! X(t) et introduisons la mesureimage �a l'instant t �(t; x) = ZD Æ(x�X(t; a))da: (27)A haque instant t o�u �(t; :) est absolument ontinue par rapport �a la mesurede Lebesgue, on peut r�e�erire (20) :X 00(t; a) = E(t;X(t; a)); 8a 2 D; (28)o�u le hamp E est donn�e parE(t; x) = r	(t; x)� x�2 (29)ave 	 solution de (26). On a don (formellement) reformul�e (20) par (27),(26), (28) et (29). Lorsqu'� est petit, il est naturel de poser	(t; x) = jxj22 � �2�(t; x); (30)e qui, au travers de (29) et (26) donneE(t; x) = �r�(t; x); (31)�(t; x) = 1� �2��(t; x) +O(�4): (32)En n�egligeant le terme en O(�4), on trouve l'�equation de Poisson�(t; x) = 1� �2��(t; x); (33)13



TRANSFORMATIONS CONSERVANT LA MESUREqui d�erit bien exatement l'interation oulombienne. Comme les �equations(27), (28), (31), (33) d�erivent raisonnablement un plasma non-ollisionnelnon-relativiste ave un fond neutralisant uniforme (voir, entre autres, [BR℄,[MMZ℄,...), le syst�eme de partiules qui a servi de pr�etexte �a l'expos�e estbien une ariature d'�eletrodynamique, d'autant plus ressemblante que lenombre de partiules est grand et que leur p�eriode d'osillation est petite.Referenes[AK℄ V.I.Arnold, B.Khesin, Topologial methods in hydrodynamis,Springer, New York, 1998.[BR℄ J.Batt, G.Rein, Global lassial solutions of the periodi Vlasov-Poisson system, C.R. Aad. Si. Paris 313 (1991) 411-416.[Br℄ Y. Brenier, Polar fatorization and monotone rearrangement of vetor-valued funtions, Comm. Pure Appl. Math. 44 (1991) 375-417.[Br2℄ Y.Brenier, Minimal geodesis on groups of volume-preserving maps,Comm. Pure Appl. Math. 52 (1999) 411-452.[Br3℄ Y.Brenier, Homogeneous hydrostati ows with onvex veloity pro-�les, Nonlinearity 12 (1999) 495 - 512.[Br4℄ Y.Brenier, Derivation of the Euler equations from a ariature ofCoulomb interation, preprint 1999.[Ca℄ L. Ca�arelli, Boundary regularity of maps with onvex potentials,Comm. Pure Appl. Math. 45 (1992) 1141-1151.[Ch℄ J.-Y.Chemin, Fluides parfaits inompressibles, Ast�erisque 230 (1995).[Eb℄ D. Ebin, The motion of slightly ompressible uids viewed as a motionwith strong onstraining fore, Ann. of Math. (2) 105 (1977) 141-200.[EM℄ D. Ebin, J. Marsden, Groups of di�eomorphisms and the notion of aninompressible uid, Ann. of Math. (2) 92 (1970) 102-163.[Li℄ P.-L. Lions, Mathematial topis in uid mehanis. Vol. 1. Inom-pressible models, Oxford Leture Series in Mathematis and its Appli-ations, Oxford University Press, New York, 1996.[La℄ P. Lax, Approximation of measure preserving transformations, Comm.Pure Appl. Math. 24 (1971) 133-135.14
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