PRINCIPES GENERAUX

DU MOUVEMENT DES FLUIDES.
rar M. EULER, '

{4

vant érabli dans mon Mémoire précedent les principes de I'équili-
bre des Auides le plus généralement, tant 4 Iégard de la diverfe
gualité des fluides, que des forces qui y puiffent agir ; je me propo-
fe de traiter fur le méme pied 1&¢ mouvemenr des fluides, & de recher.
cher les principes géneraux, fur lesquels toute la fcience da mouve-
ment des fluides eft fondée. On comprend aifément que cette matie-
re elt beaucoup plus difficile, & qu'elle renferme des recherches in-
comparablement plus profondes : cependant j'elpére d'en venir aufli
heureufement & bout, de forte que s'il y refte des difficultés, ce ne fera
pas du coté du méchanique, mais uniquement du c6té de I'analytiques
cette fcience n'érant pas encore portée i ce degré de perfection, qui
feroit néceflaire pour déveloper les formules analytiques, qui renfer-
ment les principes du mouvement des fluides.

M. 11 'agit donc de découvrir les principes, par lesquels on
puifle déterminer le mouvement d'un fluide, en quelque érar qu'il fe
trouve, & par quelques forces qu'il foit follicité,  Pour cer effer exa-
minons en dérail tous les articles, qui confliruent le fujer de nos re-
cherches, & qui renferment les quantités tant connues qu’inconnues.
Et d’abord la narure du fluide eft fuppofée connue , dont il faur confi-
dérer les diverfes efpeces : le fluide eit donc, ou incompreilible, ou
compreffible.  S'il n'eft pas fusceptible de compreffion, il faur diftin-

er deux cas, I'un ot toute la mafle eft compofée de parties homo-
genes, dont la denfité eft partout & demeure toujours la méme, I'au-
tre
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tre ot elle eft compofée de parties héterogenes ; & ici on doir favole
la denfiré de chaque efpece, & la proportion du mélange.  Si le fluide
eft compreflible, & que fa denfité foir variable, il faur connoitre la
loi, felon laquelle fon élalticité dépend de la denfité; fi ceft unique-
ment de la denfité, que I'élafticiré depend, ou encore d'une asutre
qualité, comme de la chaleur, qui élt propre 4 chaque particule du
fluide, au moins pour chaque inftant du rems.

II. On doit auffi fuppofer, que I"érat du Avide dans un certain
tems foit connu, & que je nommerai 'état primitif du fuide : cer
érar érant quali arbitraire, il faut premiérement connoitre la difpofition
des particules, dont le fluide eft compofé, & le mouvement qui leur
aura éré imprimé, 4 moins que dans P'érar primicif le fluide n'aic été en
repos. Cependant le mouvement primitif n’eft pas entiérement arbi-
traire, rant la continuité que l'impénérrabilité du fluide y mertent une
certaine limitation, que je rechercherai dansla fuite.  Mais fouvent on
ne connoit rien d’'un étac primitif; comme lorsqu'il s’agit de déterminer
le mouvement d'une riviere; & alors les recherches fe bornent pour
I'ordinaire & rouver I'érat permanent, auquel le fluide parviendra en.
fin fans fubir de nouveaux changemens. Or, ni cette circonftance, ni
I’érar primitif, ne changent rien dans les recherches qu'on aura a entre-
prendre, & le calcul demeurera toujours le méme: ce n'eft que dans”
les intégrations, ot il y faut avoir égard pour détegminer les conftan-
tes, que chaque inregration amene.

IV. En troifiéme lien, il faut compter parmi les données les forees
externes, i la follicitation desquelles le fluide eft affujerti : je nomme ici ces
forces externes, pour les diftinguer des forces inteftines, dont les par-
ticules du fluide agiffent les unes fur les aurres, vii que celles- cy fonr le
principal objet des recherches i faire enfuite.  On peut donc fuppoler,
que le fluide ne foir folliciré par aucune force externe, ou feulement
par la gravité naturelle, qu'on regarde partout comme de la méme
quantité, & méme diredtion. Or, pour rendre les recherches plus
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générales, je confidérerai le fluide {ollicité par des forces quelconques,
{oit qu'elles foient dirigées vers un ou plufieurs centres, {oir qu'elles
fuivent, tant par rapport & leur quantité qu'a leur direction, une aurre
loi quelconque. De ces forces on ne connoit immédiatement que
leurs aétions accélérarrices, fans avoir égard aux mafles fur lesquelles
elles agiflent. Je n'introduirai done dans le calcul que les forces accé-
lératrices, d'ou il fera aifé de tirer les vérirables forces motrices, en
multipliant celles-ld en chaque cas par les malles, qui en regoivent la
folliciration.

V. Paffons maintenant aux articles, qui contiennent ce qui cft
inconnu.  Or, pour connoitre bien le mouvemenr, donr le fluide fera
porté, il faut dérerminer pour chaque inftant & pour chaque lieu, rant
le mouvement que la preflion du fluide qui sy trouve : & fi le fluide
eft compreflible, il en faur outre cela definir la denfité, en connoiffant
la-dite autre qualité, qui avec la denfité concourt & déterminer I'¢lafti-
cité ; laquelle érant contrehalancée par la preflion du fluide, lui doic
érre eltimée égale, tour comme dans le cas d'équilibre, ol jai déve-
lopé plus foigneufemenr ces idées. On voir done que le nombre
des quantités, qui entrent dans la recherche du mouvement, eft beau-
coup plus grand, que dans le cas d'équilibre, puisqu'il faut introduire
des lertres, qui marquent le mouvement de chayue particule, & que
routes ces quantités peuvent varier avec le tems.  Donc, outre les let-
tres qui dérerminent la fituation de chaque point, qu'on peur conce-
voir dans la mafle fluide, on doir aufli en faire entrer une, qui marque
le tems déja écoulé, & qui par [a variabilité puilfe étre appliquée & cha-
que tems propofé.

VI.  Soir donc écoulé aprés un étar primitif le tems —¢, & que

mainrenant le fluide fe trouve dans un érar & mouvement, qu'il faur

chercher. Quel que foir I'efpace que le fluide occupe & préfent, je
commence par confidérer un point quelconque Z, qui fe trouve dans
la maffe fluide; & pour faire entrer dans le calcul la firvation de ce
point Z, je le rapporte 4 trois axes fixes, OA, OB, & OC, perpen-

dicu-
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diculaires entr’eux au point O, & donnés de pofition. Que les denx
axes OA & OB fe trouvent dans le plan, que la Planche repréfen-
te, & le wroifitme OC y foit perpendiculaire. Qu’'on rtire done du
point Z auplan AOB la perpendiculaire ZY, & du point Y i I'axe
OA la normale YX pour avoir les trois coordonnées: OX — x,
XY — y, & YZ — s, paralleles i nos trois axes. Pour chague
poinr congu dans la mafle fluide, ces trois coordonnées x, y, & sz,
auront des valeurs dérerminées, & en donnant & ces trois coordonnées
fucceflivement toutes les valeurs poflibles, rant pofitives que négarives,
on parcourra tous les points de I'efpace infini, & partant aufli ceux,
qui fe trouvent dans I'epace, que le fluide occupe & chaque inftant.

VII. En fecond lieu, je confidére les forces accélératrices, qui
agiflent dans I'inftant préfent fur la parricule du fluide, qui fe rrouve
en Z; or, quelles que {oient ces forces, on les peur tovjours réduire 4
trois, qui agiffent fuivant les trois direétions ZP, ZQ , & ZR, pa-
ralleles & nos trois axes OA, OB, & OC. En prenant donc I'u-
nité pour marquer la force accélérarrice de la gravied narurelle, [oient
P, Q, & R, les forces accélératrices, qui agiffent fur le point Z
fuivant les direftions ZP, Z2Q, & ZR; & cesletres P, Q, & R,
marqueront des nombres abfolus. Sl y a toujours les mémes forces,
qui agiffent dans le méme point de I'efpace Z, les quanrités P,Q, & R,
feront exprimées par des cerraines fonétions des rrois coordonnées
x, ¥ & =; mais en cas que les forces variaffent auffi avec le tems ¢,
elles renfermeront encore le tems #.  Or je {uppole ces fonétions
connuds, puisqu'on doit compter les forces follicitantes parmi les
quantités connués, foit qu'elles dépendent uniquement des variables
x, ¥, %, ou encore du tems £.

VIII. Que » exprime maintenant la chaleur an point Z, ou
certe autre qualité, qui ourre la denfiré influé fur 'élafticiré, au cas que
le fluide foit compre(lible, & » doiraufli étre confidérée comme une
fonétion des trois variables &, y, =, & dutems ¢, puisqu’il pour-
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roit arriver, qu'elle changeir avec le rems dans le méme point Z de
I'efpace ; on pourra donc regarder certe fonétion comme connug.
Soit enfuite pour le tems préfent la denfité de la particule du fluide, qui
fe rrouve en Z, = g, marquant par l'uvicé la denfité d'une certaine
matiere homogene, dont je me fervirai pour mefurer les preflions par
des haureurs, comme je I'ai expliqué plus amplement dans mon Mémoire
fur 'équilibre des fluides.  Soit donc aufli pour le tems préfent la pres-
fion du fluide au point Z exprimée par la hauteur — p, qui mar-
quera donc aufli I'élafticité ; & puisque la nature du fluide eft fuppo-
{ée connué, on faura le rapport, que la hauteur p tient aux quanti-
tés ¢ & . Or p & ¢ feront de méme des fonctions des quarre
variables x, ¥, 3, & #, mais inconnués; mais quand le flvide n’eft
pas incompreflible, la preflion p eft indépendante de la denfité 7, &
l'autre qualité # n'entre point du rout en confidérarion.

IX. Enfin, quel que foir le mouvement, qui convient 4 I'inftant
préfent & 'élément du fluide, quife rouve en Z, il pourra aulfli érre
décompofé fuivant les directions ZP, ZQ , & ZR, paralleles 4 nos
trois axes.  Soient done w, v, & w les vitefles de ce mouvement
décompofé felon les trois direftions ZP, ZQ, & ZR, & il eft clair
que ces trois guantités doivent zufli étre confidérées comme des fone-
rions des quatre variables x, y, %, & ¢, Car ayant trouvé la narure
de ces fonétions, fi l'on met le tems ¢ conftant, on connoitra par la
variabilicé des coordonnées ¥, y, & 2, les trois vitelles o, v, & w,
& partant le vrai mouvement dont chaque élément du Huide eft porté
dans I'inftant préfent ; & fi P'on mert conltantes les coordonnées x, 7,
& 5, & qu'on conlidére le feul rcms ¢ comme variable, on rrou-
vera le mouvement, non d'un certain élément du fluide, maeis de tous
les élémens, qui pafferont fucceflivement par le méme point Z, ou
on en connoitra a ciieque tems le mouvement de cet élément du fuide,
qui [e trouvera alors dans le point Z,

X. Mais voyons aufli quel chemin décrira I'élément du fuide, qui
eft & préfent en Z, pendant le tems infiniment petit 47; ou a quel

point
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point il {e trouvera un inftant sprés. Or, fi nous exprimons l'efpace
par le produit de la vitefle & du tems, I'élément du fluide, qui eft

& préfent en Z, fera porté dans la direftion ZP par 'efpace — ndt,
dans la direction ZQ_par l'efpace — vd¢, & dans la direftion ZR
par lefpace —= wd#.  Donc, fi nous pofons:
ZP —udt, ZQ —=vdet, & ZR = wd:,

& qu'on acheve de ces trois cOtés le parallelepipede, Pangle oppofé
2 Z marquera le point, ot I'éiément du fluide en queftion fe rrou-
vera aprés letems d¢, & la diagonale de ce parallelepipede, qui eft
— dtV (wu—vv——ww), donnera le vrai chemin décrir, & par-
tant la vitefle de ce vrai mouvement fera — V (vu—tvv—-ww) ;
& la direftion fe dérerminera aifément par les cotés de ce paralleli-
pipede ; car elle fera inclinée au plan AOB d'un angle dont le finus

1
— au plan AOC d'un angle dont le finus
V(vu—t=vo—t-wew)’
“ H
=V{=m g & enfin au plan BOC d’un angle dont
i

le finus eft :V(HII'"I—I-"I-’—E—WHT};

XI. Ayant dérermin¢ le mouvement du fluide, qui fe trouve
3 l'inftant préfent au point Z, examinons aufli celui d’un autre élé-
ment quelconque infiniment proche, qui foit en =, auquel point ré-

pondent les coordonnées x —-dx, y—~dy, & a—-dz. Lestrois
vitefles de cer élément felon les direétions des rrois axes feront donc

exprimées par les quantités », v, w, aprés qu'on y aura fubftirué
x—4-dx, y+-dy, & s—-ds; ouaprés qu'on y aura ajouté leurs
différentiels en pofant le tems # conftant.  Or entant qu’on met
x—=dx au lieu de &, les incrémens de «, v, & w, font :

i dv e
lr-‘l'(:ﬁ_ 3 J‘rﬂ'_.t‘ 3 & dy E}),
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& entant qu'on met y -+~ dy au lieu de y les incrémens font :

Jy( ) dy —;)= & JJG—D;

& il en eflt de méme a I'égard de la variabilité de 5. Donc les trois
vitefles de I'élément du fluide, qui fe trouve 4 préfent en =, feront

fuivant la direftion OA — u <= a’.r(-f -i—a*_}( —t=ds ")

fuivant la direction OB :u-l—-ir a:f.r —=dy (;h,- —+=ds )

fuivant la direction OC —= w = a’.r( T —|-£Jr ..1.J )

XII. Ce font les viteffes, qui conviennent & un élément du flui-
de en %, qui eflt infiniment proche du point Z, & dont le lieu eft
déterminé par les trois coordonnées ¥ ——dx, y—4-dy, & s —{d=.
Donc {i nous prenons le point % en forte, que la feule x y foir changée
de dx, les deux autres coordonnées y & s demeurant les mémes
que pour le point Z, les trois viteffes de I'éiément du fluide qui fe
trouve en ce point s, feront :

i (5) 5 odx (D)5 waar (&)

par lesquelles cet élément fera transporté pendant le tems 4# dans un
autre point =/, dont il sagit de définir le lieu par rapport au point Z{,
qui foit celui, auquel I'élément du fuide, qui étoir en Z eft rrans-
porté pendant le méme tems ¢ ; & dont le lieu a été dérerminé ci-
deflus (§.10.). Pour cunnuitre ce point o/, je remarque, que fi
les virefles de = étoient parfaitement les mémes que celles de Z, le
point o/ tomberoit en p, de forte que la diftance Z% feroir ¢

& parallele & la diftance Z3. Er puisque par hypothefe Zz elt
parallele 4 'axe O A, & égale & dx, laligne Z/%p feraauffi — dx,
& parallele 4 l'axe OA,

XIIL
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XIII. Maintenant, puisque la vitefle felon O A n’eft pas «, mais

u-l—d:(‘j{) , par certe différence I'élément en queftion fera rrans-

porté de p & g, fur la direction Z/p, de forte que pg—=d fd_-r(j__ﬂ):
I
il feroit donc en ¢, fi les deux autres viteffes éroient v & w. Mais

puisque la virefle felon I'axe OB eft v—4—=dx (j—:), cette différence

transportera notre élément de ¢ & #, par l'elpace gr = d¢dx (?),
X

& parallele 4'axe OB. Enfin l'incrément J:(dﬁ,:) de la vitelle w

transportera '"élément de r en 2, par la particule HJ:"‘F“&(;: ‘

& parallele au troifiéme axe OC. Dot je conclus que I'élément du
fluide, qui occupoit la petite ligne droite Zs, fera dans le tems d¢
transporté fur laligne Zf2/, qui [era infiniment peu inclinée i 'axe OA,

& dont la longueur 4 caufe de Z/g = dx (I +Jr(%)) fera

du\\? duy 2 2
b Y e 2 (7%
tev (ot e () o) o))
Donc, en négligeant les termes, qui renferment le quarré de dt,
la longueur de Zz/ ne différera pas de Z7y, & on aura :

i —dx (1 —-dt (%:)), pour linclingifon de cette ligne i l'axe

OA il fuffic de remarquer, qu’elle eft infiniment petite du premier
degré, ou exprimée en forte adr. :

XIV. Si la petite ligne Zs avoit &é prife — dy, & paral-
lele & I'axe OB, par le méme raifonnement on rrouveroir, que le
fluide qui occupoit cette ligne fir transporté fur une sutre

Mim. de P Acad, Tom, X1, Nn Z'!
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Zisl = dy (1+Jt G%) » & dont I'inclinaifon & I'axe OB fur

auffi infiniment petite.  Ert {i U'on prenoit laligne Zzs —ds, & pa-
rallele au troifitme axe OC, le fluide qui Foccupoit feroit transporté
fur une aurre ligne 2% = ds (: - dt (E)) » & qui feroit infi-

Fig. 3. niment peu incliné 4 I'axe OC.  Donc, fi nous confidérons un paralie-
lepipede reftangle ZPQRapgr formé des trois corés ZP = d,
ZQ: dy, & ZR = dz, le flnide qui occupoit cet efpace fera
transporté pendant le tems d¢ & remplir Pefpace Z/P/Q/R 2 pl ji o4,
infiniment peu différent d’un parallelepipede reftangle, dont les trois
cotés feront :

ZfPf::ia-(1+n’r(‘;-—’:_)) : Z-*Q-‘_:@(;+a‘t(%)) ; Z-‘RJ:J__-;(I +‘ﬁ(g)}

Car les corés ZP, Z2Q, ZR, érant transportés cn Z/P/, ZIQY, ZIRY,
on ne fauroit douter que le fluide contenu dans le premier efpace ne
foir transporté dans I'aurre clpace pendant le tems 47,

XV. A préfent on pourra juger fi le volume du Avide, qui a
occupé le paraliclepipede Z =, eft deveou plus grand ou pius perit
aprés le tems 4t : on n'a qu'a chercher le volume ou la capacité de
Pun & de P'autre de ces deux folides.  Gr le premier érant un paralle-
hPiF'ﬂd‘i reftangle formé des cbiés dx, dy, dsw, fon volume eft
— dxdyd=; mais pour lautre, dont les angles plans différent infi-
niment peu du droir, je remarque que fon volume fe trouve égale-
ment en multipliant ces trois cotés ; car l'erreur qui réfulte de Iobli-
quité infiniment petite fera contenué en des termes, oi 1'élément du
tems J¢ monteroit & deux dimenfions, qu'il eft permis par confé-
quent de pégliger.  Ce volume Z'3° fera donc exprimé en forte

dxdyda (1 +-dt (02) 4 ds (%”)4_3.; @).

S]]
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Si I'on avoit encore quelque doute fur la juftelfe de cette conclufion,
on nsuroit qu'd lire ma Piece latine: Principia motus fuidovum: ol
j'ai calculé ce volume faus rien négliger.

XVI. Dong, fi le fluide n'eft pas fulceptible de compreflion, ces
deux volumes doivent érre égaux entr'eux, puisque la mafle, qui oc-
cupoit I'elpace Z=, ne fauroir &re réduire, ni dans un plus grand, ni
dans un plus petit efpace. Mais, puisque je me propole decraiter cére
mariere dans toute la généralité pollible, & que j"ai nommé la denficé
en Z — g, confidérant § comme une fonétion des trois coordon-
nées & du tems, je remarque, que pour trouver la denfité en Z/, il
faur premicrement sugmenter le tems ¢ de fon différentiel 4¢, enfuite
le lieu Z¢ éranc Cifférent de Z, les quantités x, y, %, doivent érre
augmentées des petits efpaces #d¢, vdt, wdt; dol la denfité

en Z/ fera:
g~ dt (‘t’)q— Jr(‘ff _|..u.=rr(""5’)+m*:(‘*" )

& de I, puisque la denficé eft réciproquement pmpur:mnnelle au vo.
lume, cette quantité fera & ¢, comme dxdyds

J:dem(t-—l—zﬁ(ﬁ —t-dt n")+‘ﬁ(

Par conféquent, en divifant par 4¢, nous aurons cette équnﬂcm, que
la confidération de la denfité fournir :

(e o=

XVII. Voili donc une condition bien remarquable, qui érablie
déji un cerrain rapport entre les trois viteffes x, y, & =, 4 I'égard de
la denfité du flmde ¢.  Or cerre €quation peut érre réduire 3 une plus

d d
grande fimplicité: car r:(‘;,:f) ne differe pas de E), puisque

Nn a2 par
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r cette maniere d’exprimer il faut entendre, que dans la différentia-
tion de ¢ la feule quantité x eft prife pour variable ; il eft donc de

méme 51( ) fdu) : d'ot il eft évident que

)+ = (22 = (8.

prenant Ie daﬂ"érenrml du produit g% en forte, qu'on regarde la feule
quantité ¥ comme variable. C'elt pourquoi notre équation trouvée

fe réduir 4 celle- :‘.‘}F

() + () -+ () + () =o.

Sile ﬂu\de n'éroit pas comprefli ble, la denfité ¢ leroir la méme en Z
&enZ & puur ce cas on auroit cetre équation : :

)+ (%)=

qui eft aufli r.:e]Iv: fur Iaqual!e jai érabli mon Mémoire larin allégué
ei- deffus.

XVII. Certte formule ayant été fournie par la confidération
de la continuité du fluide, renferme déji un cerrain rapport qui doit
régner entre les quantités w, v, w, & g¢. Les autres déterminations
doivent étre tirées de laconfidération des forces, auxquelles chaque par-
ticule du fluide eft affujettie : or, outre les forces accélérarrices P, Q, R
qui agiffent fur le fluide en Z, il eft avffi follicité par la preflion qm
agir de routes pares fur I e!&men: du fluide contenu en Z,. De la com-
binaifon de ces doubles forces on tirera trois forces accélératrices felon
la direction des trois axes; & puisqu’on peut ailigner les accélérations
mémes par la confidérarion des viteffes #, v, & w, nous tirerons de
l trois équarions, qui joinres a celle que nous venons de trouver, ren-
fermeront tout ce qui regarde le mouvement des fluides, de forre que
nous aurons alors des principes généraux & complets de toure la
fcience du mouvemenr des fluides.

XIX,
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XIX. Pour trouver les accélérations que I'élément du fAuide en
Z fubir, nous n’avons qu'a comparer les virelfes », v, w, qui ré-
pondent 4 préfent au point Z y avec celles guj rép::md:nr aprés le
tems d¢ au point Z’. Il arrive donc un double changement, & i
I'égard des coordonnées x, y, %, qui regoivent les incrémens udr,
vde, wdt, & acelui du :ems qul augmente de 4. D'ou les trois
vitelTes qui conviennent au point Z‘ fonr :

fcluniadw:ﬂmnﬂﬂ—n*l-_d‘;(dt)_|_m;r )_]_m, dﬁ)—[—wﬁr j:)

ft]nnladlreéhunﬂﬂ“_—v-—[——ﬁﬁ'(jp)ﬂ—na’r(ju)—t—vﬁr( )—)—wdr )

felonla dirtéﬁanDC:wml-di' (;:—:')—4-#:;-’:( = )"’l" Ea'r(jw) g i ;f..u)

Et partant les accélérations, étant exprimées par les incrémens des
vitefles divilés par Pélément du tems J¢, feront -

felon la direftion O A — ‘%)4_,, du —l——;(ﬁr")q_ ,—h.r)
felon la diredtion DE:(& +u b —|—#(ff—)—i—'u(—-)

felon la diretion OC _..Cﬁu')—l—ﬂ( )‘F‘" dy )"‘W if)

't

XX. Cherchons mainrenant les forces accélératrices felon ces
mémes directions, qui réfultenr des preflions du fluide fur le paralle-
lepipede Z =, donr le volume eft — dxdydz, & parrantla maffe du
fluide qui 'occupe = gdxdyds. Orla 'Pl'tmﬂl'l au point Z érant
exprimée par la hauteur p, la force motrice, qu’en regoir la face
ZQRpelt — pdyds ; & pour la face oppofée z7rP —=dydz, la

hauteur p eft augmentée de fon différentiel dx (jp ) , qui réfulre
' Nn 3 en
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en fuppofant lafenle x variable. Donc cette maffe fluide Z s eft repous-
fée dans la direftion AO par la force motrice duwdyds (g), ou

bien par la force accélératrice == —CFP . De méme maniere on
verra que la maffe fluide Z= eft rﬂulcltéﬂ dans la direftion BO par
la force accélératrice = ?l(g- , & dans la direftion CO par la for-

z . Lpd ;
ge accélératrice — E(*'TD Ajoutons 4 ces forces lesdonnées P,Q, R,
& les forces accélérarrices entieres {eront :
felon la direétion OA = P — — {E
7

felon la diretion OB = Q — ?(ﬁ)
felon la diretion OC — R ~— ;:"(?f'f)

XXI. Nous n’avons donc qu'a égaler ces forces accélératrices
avec les accélerations aftuelles que nous venons de trouver, & nous
obriendrans les trois équations {"uiva?ucs

p— D=+ G+ G+ ()
Q—';(ID: 7:) E)"‘”(uj)"*w =
R— (D) =D+ G+ (D) +w (D)

Si nous ajoutons 4 ces trois équations premiérement celle, que nous a
fournie la confidération de la continuité du fluide :
(%
dt
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(%O+(df)+(%§)+(%; =0,

& enfuite celle que donne le rapport entre 'élafticité p, la denfité g,
& l'aurre qualit¢ », qui influé fur P'élalticité p, outre la denfiré 79
nous aurons cinq équations qui renferment toute la Théorie du mou-
vement des fluides.

XXII.  De quelque narure que foient les forces P, Q, R, pour-
vi qu'elles foient réelles, il faut remarquer que Pdx—~Qdy—- Rdz
elt roujours un différentiel réel d’une cerraine quantité finie & dé.
terminée, en fuppofanc les trois coordonnées x, y, & =, variables
de forte qu'il y aura toujours :

G=@: D= D=

& fi nous pofons cetre quantiré finie == S, en forte qu'il y ait:

dS = Pdx 4+ Qdy 4 Rds
en fuppofant le tems # conftant, en cas queles forces P, Q, R,
changent aulli avec le tems sux mémes endroirs ; cette quantité S ex-
prime ce que je nomme l'effort des forces folliciranres, & qui eft la
fomme des intégrales de chaque force multipliée par Pélément de fa
direftion, ou par le petit efpace, par lequel elle traineroit un corps
qui obeiroir 4 fon a&tion.  Cette idée de I'effort elt de la derniere im-
portance dans toute la Théorie, tant de I'équilibre que du mouvemenr,
ayant fair voir, que la fomme de rous les efforts eft toujours un maxe-
rrum ou minimans. Cette belle propriéié convient admirablement avec
le beau principe de la moindre aétion; dont nous devons la découver-
te a notre Nultre Préfident, M. de Maupertuis,

XXHI. Comme les éguations que nous venons de trouver, ren-
ferment quatre variables x, ¥, 3, & ¢, qui font ebfolument indé-

pendantes encr’elles, viique la variabilité des trois premiéres s'étend fur
tous



tous les élémens du fluide, & de la derniere 4 tous les tems, il faut
que les autres variables #, v, w, p, & ¢, en foient de certaines
fonétions, pour que les équarions puiffent fubfifter. Car, bien qu'nne
équation differentielle entre deux variables foit roujours poffible, on fair
qu'une équation differentielle, qui renferme trois ou plufieurs varia-
bles, n'eft poflible que fous certaines conditions, en vertu desquelles
les termes de 'équation doivent tenir un certain rapport entr’eux. Il
s'agit donc de favoir de quelle nature doivent étre les fonétions de x,
¥y, %, & ¢, qui expriment les valeurs de «, v, w,p, & ¢, afin-
que les équations foient poffibles, avant qu'on puiffe entreprendre la
réfolution de ces mémes équations.

XXIV. Muliplions donc, des trois équations trouvées en der-
nier lie, la premiere par dx, la feconde par dy, & la troifiéme par

dz, & puisque du (%)—}-a‘ 'y d—f) —t=ds GHD, marque le diffe-

rentiel de g en ne fuppofant que le tems ¢ conftant, nous obtiendrons :
—tds %)4— u n’.r(,% )—I—M?.r (j—;)—hngd_,:)
d d d d d
aS— ?;’-‘-’ =+dy(Z)+wdy(32)+vdy Q’%)"“W dy(22)

d
—[—a'z.(—ﬁ —|—mfm(j——"x—f)—+-vd;(‘g = ds (:_9

Voili donc une équation differentielle, ot le tems eft pris conftant, &
dont il s'agit de rrouver lintégrale. Or il faur remarquer que cetre
feule équarion renferme tellement les rrois dont elle compolée, que,
dés qu’on aura fatisfait & celle-cy, les conditions de toutes les trois

d, 5
feront remplies. Car, fi 4S — ?F eft égal aux trois lignes, en pre-

d i
nant x, y & = variables, la partiede 4S5 — o qui réfulte delava-
7 riabi.
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riabilité de la feule x, qui elt Pdy — —-(.‘r"lr"f'r ) doit nécefTaire-

ment étre égale a la premmre ligne, & alnli des deux aurres. Les
du

membres —) :'r) (:,- qui on® éré trouvés de lava-

riabilité du tems #, puisqu'ils marquent des fonétions finies, n’empé-
chent pas, que le tems ¢ ne puiffe & préfent ére pris pour gonftant.

XXV. Concevons que cetre équation font déja rélolué, & on
aura trouvé de cerraines fonétions finies de x, ¥, 5, & ¢ pour les
valeurs des quantités %, v, w, ¢, & p; qui étant fubftituées dans
Péquation différentielle, en fuppofant le tems ¢ conftant, produifent
une équ:uis:rn identique. O, puisque aprés cette fubftitution nous au-
rons trois fortes de termes, les uns affectés par dur, les autres par dy,
& les troifiémes par 43, lidentificarion nous ::nndmr a trois équa~
tions; d'otl il eft clair, que quoique nous ne confidérions qu'une équa-
tion diﬁ'érenriell‘c, elle a en effet la force de trois, & qu'elle nous dé-
termine trois de nos inconnués. Ce qui eft aulli clair de li, qu'ure
équation différentielle a trois variables, comme Ldx 4 Mdy - Nds —o
n'elt poffible, & moins qu'un certain rapport entre les quantités L, M,
& N, n'air lieu. Mais, comme on n'a encore que fort peu rravaillé
fur la réfolution de telles équarions differentielles a trois variables, nous
ne {aurions efperer une folution complette de notre équation, avant que
les bornes de I'Analyfe ne foient étendués confidérablement plus loin.

XXVI. Le meilleur parti & prendre fera donc de bien pefer les
folutions particuliéres, que nous fommes en état de donner de norre
équation différentielle; car de la nous pourrons juger dela route, qu 0
faur prendre pour arriver & une folurion completre.  Or jai déja re-
marqué que dans le cas, ol la denfité ¢ eft fuppolée conftante, on
peut donner une fort belle folution, lorsque les vitefles », v, & w,
font relles, que la formule différenticlle #dx ——vdy —= wds admer

Mim, de¢ I'dcad, Tom, X, Oo I'ingé-
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Pintégration. Suppofons donc que W {oir cette intégrale, érant une
fon&ion quelconque de x, ¥, 5, & du tems #, & qu'en la diffé-
rentiant, i I'on prend aulli ¢ pour varisble, on ait :

dW = wdx -+~ vdy 4+ wds - I14d¢.

Cela pofé, les quantités w, v, w, & II, auront tels rapports en-
tr'elles qu il fera:

D=0 @)= =
G’FE):($ (D=5 (D=

XXVIL.  Par ces égalités notre équation différentielle pourra étre
reduite a la forme fuivante :

—t—da ( T )—[— ua’.r( )—|— vdx d:_)—kwﬂ’.r (;—,ﬁ-ﬁ)

g

s (s (G aas () e (2)

Or puisque ici le tems # eft fuppolé conflant, nous aurons pour certe
méme hypothefe :

#:G-)+JJQ@)+#5 . — 4II

#G+o @) +aG) =

dS— i:+a} (F) +-udy ——)—l—un’_y . —")+wa (%’)

donc
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donc notre équation fe changera en celle- ey :
d —E‘F‘—' ATl 4= udn <= vidv 4~ wiw,
ou dp=— g{cfS—:.’H — udu — vdv— wdyw).

Et partant, fi la denfité du fluide éeoit partout la méme, ou g—g
on aureir en mmgrnnt

=g (CH M—juu—jorv—jww).

XXVIHI. Polons pour abréger :

olt il faur remarguer que la coenftante C peur bien renfermer ke
tems ¢, vi qu'il eft regardé comme conftant dans cette intégration,
& ay ant dp = ¢dV, il eft clair que 'hypothefe :

dW —muwdae S—vdy 4 wda 4-114¢,

rend anfli notre équation différentielle poflible, lorsque I'¢lafticité p
dépend d'une maniere quelconque de la feule denfité g, ou que ¢ cft
une fonétion quelconque de p.  Elle devient encore poffible, quand
le fluide n'elt pas compreflible, mais la denfiré # rellement variable
qu'elle ¢lt une fonétion quelconque de la quantité V.  Er en général,
fi I'élafticicé p dépend en partie de la denfité 7, & d'une autre qua-
lité comprife dans la lettre », cette hypothele peur aulli fatisfaire, pour-
vt que » {oit une fonétion de V. Or dans rous ces cas, pour que le
mouvement puiffe fubfifter avec certe hypothefe , il faut outre cela
que cette condirion git lieu :

(D +ED+ED+ (D =

XXIX. Cette hypothefe eft fi générale, qu'il paroit, qu'il
n'y ait aucun cas, qui n'y foir compris, & parant que la for-
Oo 2 mule
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mule dp — ¢4V, jointe aux autres équations, qui n'ont presque gu-
cune difficulté, renferme généralement tous les fondemens de la Théo-
rie du mouvement des fuides. Aufli me {uis- je uniquement arraché
4 ce cas dans mon Mémoire latin {ur les principes du mouvement des
fluides, ol jai uniquement confidéré les fluides incomprefTibles ; &
fai fait voir que tous les cas, qu'on a rraités jusqu'ici, ol le fluide fe
meut par des tuyaux quelcongues, font renfermés dans cerre fuppofi-
tion, & que les virefles w, v, & w, y fonr toujours relles, que la
formule différentielle #dx - vdy = w d = dévient intégrable.
Cependant j'ai remarqué depuis, qu’il y a aulli des cas, méme lors-
que le fluide eft incomprefiible & homogéne partour, ol certe con-
dition n'a point lieu; ce qui fuffit pour nous convaincre que la folu-
tion, que je viens de donner, n'eft que particuliere.

XXX. Pour donner un exemple d'un mouvement réel, qui
foit parfaitement d’accord avec toures les formules, que les principes
de Mécanique ont fournies, fans cependant, que la formule
udx -+ vdy =4 wdz {oit intégable ; foit le Hluide incompreflible,
& homogene partour, ou ¢ une quantité conftante = g, & qu'il
n'y sir point de forces qui y agiffeat, de forte que P —o0, Q —=o,
& R—o. Enfuitefoit w—o0, v=Zx, & v =—7y, 00 Z
marque une fonftion quelconque de V{(xx - yy), & il eft évi-
dent que la formule ¥ dx =~ vdy ~ wd 2, qui fe change en

I
xx—+yy
Cependanr ces valeurs fatisfont @ routes nos formules, de forte qu’on
ne fauroit révoquer en doure la poflibilité d’un el mouvement. Puis-
que Z eft fondtion de V(xx = yy), fon diftérentiel aura telle for-
me JZ = Lxdx - Lydy, ot L fera encore une certaine fonc:

ton de V' (xx -+ 57)-

— Zydx -4~ Zxdy, nelt intégrable qu'au cas Z =

XXXI
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XXXI. De ces valeurs de », v, & @ nous tirons:

.rfi"-".r o u . :?’ e My
7t/ — ( —L#y; ( )‘— ~Z-Ly; (E”' =
):ﬂ, ('rhlr —=Z+Lxx; (-— =+ Lxy; ( )__, 0
=oi(z)=°s (5)=°s (&
-:'.!'.E = dy) = . 13

& i caufe de 45 = o0, nous aurons cette équation différenticlle en
pofant le tems ¢ conftant :

dp__ (+LZxyydx=ZZxdx=LZxyydx

g |\—LZydy—-LZxxydy+ LZxxydy
Ayant donc dp = gZZ (xdx - ydy), puisque Z eft luppolée
fonition de ¥V (xx - yy), cette équation fera fans doute poffible,

& donnera pour intégrale p— g fZZ (xdx——ydy). On voit
que I'équation différentielle feroit devenug poffible, quand méme le Aui-

de auroit été [ollicité par des forces quelcongues P Q, R, pourvi
que Pdx — Qa’y ~— Rdz, foit un d:ﬁ‘érenuel pollible — 48§,

car alors on auroit p —g S =g [LL(xdx —= ydy).

XXXIl. Comme ces valeurs u=—=—Zy, v =Zx, & 0 —
fatisfont & notre équation dlE&rennelle, on verra qu E"EE rcmphﬂi:nt
gulli la condition contenué dans la formule :

@)+ GE)+ )+ ()=~

Car, & caufe de § =, elle fera changée en celle-cy :
— gLay 4+gLlxy—o
qui étant identique fatisfait aux conditions requifes. Donc il eft bien
{fible, guun fluide ait un rel mouvement, que les vitefles de cha-
eun de fes élémens loient: ¥ —=-Zy, v=Zx, & w—=o0,
Qo 3 quoi-

——ZZ(xdx}ydy).
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quoiqu’il ne foit pas wdw ——vdy ~~ wdz une formule Bifférentielle

flible; d'ot I'on eft affaré, qu'il y a des cas, ol le mouvement
d’un fluide eft poffible, fans que cetre condition, qui parociffoir géné-
rale, ait liew.  Ainfi la luppofition de la poflibilité de la formule diffé-
rentielle wdx = vdy 4 wdz, ne fournit qu'une folution parni-
culiere des formules que nous avons trouvées

XXXI. 11 eft évidenr, que le mouvement renferm< dans ce
cas fe réduit @ un mouvement de rotation autour de 'axe OC; &,
puisque ce, qui eft dit de I'axe O C, fe peur appliquer & rour aurre axe
fixe, nous concluons qu'il elt polffible, qu'un fluide follicité par des
forces quelconques, dont l'efiorr elt =S, air un rel mouvement au-
tour t'un axe fixe, que les virefles de rotation {oient proportionnelles
4 une fondtion quelconque dela diftance & cet axe.  Ainfi pofant s
la diftance de cer axe, & la vitefle de roration & certe diftance — u,,
dcaufe de wxr ——yy =ss, & ZZss =88, la preflion y fera ex-

primée par la hauteur rp=eS—+g/ H‘j;. Un tel

‘monvement, qui repréfente celui d'un tourbillon, ¢ft donc également
potlible, que ceux qui font contenus dins la formule xde —— voy 44— wdks
entant gu'cile elt intégrable.  Sans doute ¥ a—t—il encore une infi-
nité d'autres mouvemens , qui fatisfaifans 4 nos formules, font auili
également pollibles.

XXXIV. Retournons & nos formules générales, & puisqu’el-
les font un peu trop compliquées, pofons pour abreger :

i d i o i du
G+ (F) +v C?_; +“‘(,E, —
de Jdu du 4y
(:—j—) = (F ¥ s (@ Gl ("f-;) =Y
e T 1w da
G+&) -+ () ++(F)=2
&
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& de quelque nature que foient les trois forces accélératrices P, Q,

& R, i caule de dS =Pdx -+ Qdy 4 Rd'sz, il faur que certe
équation différentielle, oll le tems # eft fuppofé conftant, foir poilible:

"f = (P=X)dx + (Q—=Y)dy —+ (R—Z)dz,

& nmr: cela la conrinuité du fluide exige, qu'il foir :

(#)+(E)+ () + (D)=

De quelque maniere qu'on fatisfafle i ces deux équations, on aura tou-
jours un meuvement, qui pourra actucllement avoir lieuw dans le fluide.

XXXV. Lorsque [e fluide neft pas compreflible & homogene
partour, ou la denfité g conftante — g, il elt évidenr, que I'équa
tion différenticlle ne faurocic aveir licu, 4 moins que le ditférentiel :

(P=X)dx + (Q—-Y)dy =+ (R—Z)ds,

ne foir poflible ou compler, ¢’eft i dire, @ moins qu'il ne réfulte par la
différentiation actuelle de quelque fonétion finie des variables x, y, & 3,
laquelle peur bien renfermer le tems ¢, quoiqu'il foir fuppolé conftant
dans la différentiation. Il eft de méme évident, que cetre formule
différentielle doit érre pollible ou completre, lorsque le fluide eft com-
preffible, & que la denfité 4 eft exprimée par une fonétion quelcon-
que de I'élafticité p.  Dans I'un & I'autre cas, i nous polons V
pour la quantiré finie, donr le différentiel foir :

dV = (P—X)dx 4+ (Q—Y)dy + (R—=7)dx,

notre équation différentielle fournira, ou % =V, oua [ i;—‘P: V.

Or, pour que le mouvement foir polffible, il faur outre cela que l'autre
condition tirée de la conrinuiré, foit remplie.

XXXVL Si le Auide n'elt pas compreflible, mais que fa den-

fitd ¢ loit variable, & exprimée par une fontion quelconque du liew,
ou
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ou des trois coordonnées x, y, %, & du tems ¢, il ne fuffic pas
que la formule :

(P—X)dx 4 (Q—Y)dy 4 (R—1Z)dz = dV

foit intégrable, mais il faur ourre cela que l'intégrale V foit une fonc-
tion de g ; car ayant %ﬂ — dV, ou dp =44V, il elt clair que la
preflion p ne fauroit avoir une valeur déterminée, & moins que la for-

mule ¢dV ne foit intégrable. Mais je remarque de plus, qu'il n'eft
pas néceflaire dans ce cas, que la formule :

(P—X) dx == (Q—Y) dy 4 (R—Z)d=

foir intégrable, pnurvﬁ gu’elle foir telle, qu'érant multipliée par une
cerraine fonétion U, elle devienne intégrable. Soit donc
U(P=X)dr 4 U(Q—-Y)dy 4+ U(R=Z)dzs —dW,
dp __ dW gd'W

& puisque nous avons ? =g o dp — ey il fuffir pour

la pofibilité de cette £quation, que W [oir une fonétion de %, ou que

W foir une fonction de nulle dimenfion des quantités ¢ & U,

XXXVII.  Mais, en général de quelque maniere que Pélafticité p
dépende rant de la denfité g, que d'une autre qualité exprimée par »,
fonition quelconque des coordonnées x, ¥, %, qui pourroit encore

renfermer le tems ¢, il eft clair de notre équation ¢ — ;i{ﬁ , que le

différentiel dp doit toujours émre divifible par dV, ot dV marque
non tanr un différentiel réel, que certe formule :

(P—X)dx 4 (Q—Y)dy -+ (R—Z)ds,
& cela tellement, que par la divifion les ditférentiels dx, dy, & d=

fortent entiérement du calcul : car rant p que ¢ doivent roujours
érre exprimés par des fontions finies de x, ¥, & %, fans que leurs

diffé-
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différentiels y entrent. Or cela ne fauroir arriver, 3 moins qu'il n’y
eur une fonction U, par laquelle la formule &V éant muliipliée de-
vienne intégrable: car pofant cette intégrale SUJAV = W, il eft clair
que p doit é&re une fonétion de W, pour que la formule L/ ob-

dv
tienne une valeur déterminée, telle qu'il convient i la denficé 4.

XXXVII. Puisque UdV =dW, nous aurons ¢ = -E—I;—‘-ﬂ,
dong, {i nous prenons pour W une fonétion quelconque des coordon-
nées ¥, y, & =, renfermant le tems # parmi les quantités conftan-
res, & que nous pofions p égale i une fonction quelconque de W,
favoir p—@,W, & dp = dW.@,W, nous aurons ¢—=U.!,W;
donc U= —?'.W Er partant, de quelque maniere que la denfité 7

¥
foit donnée par I'élafticité p, & quelquautre fonétion » des coor-

données ¥, y, & %, nous en tirerons {a valeur de U :fﬁ, S
3

;
par conféquent celle de dV ____u'l’\-i'.f i » qui nous fournit en-

fuite cerre équation :

(P=X)dx 4 (Q=Y)dy - (R=Z)dz =

d'ou I'on obriendra les valeurs X, Y, Z, desquelles enfin il faut cher-
cher les valeur des viteffes #, v, & w: & quand celles-cy faris-
font outre cela 4 la condition de la continuité, on aura un cas d'un
mouvement poflible du fuide.

IWOHW _dp
—_ ]

XXXIX. Voila donc @ quoi fe réduit la quéftion fur la natu-
re de la formule :

(P—X)dx 4 (Q—Y) dy —+ (R—Z) dz.

Mém, de " Acad, Tom, X1, Pp Lors-
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Lorsque la denfiré ¢ eft conltante, odt qu'elle dépend uniquement de
Pélafticité p, il faur que cerre formule font ablolument intégrable,, &
pour cer effer il s'agir de dérerminer des valeurs convenables pour les
trois vitefles #, v, & w. Or, lorsque la denfité g dépepd d’une
fon&tion donnée du licu & du tems, la formule doit érre telle, gu'érant
multipliée par une cerraine fonction donnée U, elle devienne inrégra-
ble. Dans 'un & I'autre cas donc les vitefles #, v, & w, doivent
érre relles que ceue équation :

(P—X)dx 4 (Q—Y)dy+ (R—Z)d==o

devienne poffible : or on fait les conditions, fous lesquelles une équa-
tion différentielle entre trois variables devienr poflible; & ayant fatisfaic
acerte condition, il faur encore fatisfaire i celle que la continuité exige.

XL. Ce font les conditions, par lesquelles doivent étre limi-
tées les fonctions qui expriment les trois vitelfes », v, & w, & toute
la recherche fur le mouvement des fluides revient & ce gu'on dérer-
mine en général la nature de ces fonctions, par lesquelles les condi-
tions de notre équation différentielle, & de la continuité foient rem-
plies. Or puisque les quantités X, Y, & Z, dépendent non feule-
ment des virefles &, v, & w mémes, mais auffi de leur variabilité
par rapport & chacone des coordonnées, x, ¥, & 3, & encore du
tems ¢, cente recherche paroir la plus profonde, qui fe puille trou-
ver dans "Analyfe : & s'il ne nous eft pas permis de pénécrer a une
connoiffance completre fur le mouvement des fluides, ce n'eft pasi la
Mécanique, & & Pinfuffifance des principes connus du mouvement,
qu'il en faut attribuer la caufe ; mais PAnalyfe méme nous abandonne
icl, attendu que route la theorie du mouvement des fluides vienr d'é-
tre réduite a la réfolution des formules analytiques.

XLI. Comme une folurion générale doit étre jugée impoflible
par le défaur de I'Analyle, nous devans nous conrenter de la connois-
fance de quelques cas particuliers, & cela d'autant plus, puisque le

déve-
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dévelopement de plufieurs cas femble I'unique moyen de nous con.
duire enfin & une plus parfaite connoiflance. Or le cas le plus fimple
qu'on puifle imaginer, eft fans doure lorsqu'on met les trois vitefles
#, v, & w (gales a zero, ce qui eft le cas, ol le fluide demeure
dans un parfair repos & que j'ai rraité dans mon Mémoire précédent.
Or nos formules trouvées pour le mouvement en général renferment
aufli le cas d'équilibre: car puisque X —=o, Y=o, & Z=o,

nous agrons : -df:: Pn’#—i—Qﬂ'}—l—Rﬂ'ﬂ-, & (;%):u,

d'oli nous voyons d'abord que la denfité g ne fauroit dépendre dy
tems ¢, ou qu'elle doit demeurer toujours la méme au méme endroit.
Enfuire les forces P, Q, R, doivent éwe telles que la formule diffé-
renticlle Pdx —— Qdy—— Rdz devienne, ou intégrable, lorsque ¢
elt conftante, ou dépendante uniquement del'¢lalticité p; ou telle qu'é-
tant multipliée par une certaine fonétion elle devienne intégrable,

XLIL  Dans mon Mémoire fur 'équilibre des fluides, je n'avois
confidéré que les cas des forces follicitantes P, Q, R, ot la formule

différenticlle Pdx 4 Qdy -~ Rds devient intégrable, puisque ce
cas paroifloir le feul qui pur avoir lieu dansla Nature. Eneffe fi la den-

fité g elt, ou conftanre, ou qu'elle dépende uniquement dela preflion p,
le Auide ne fauroir jamais érre en équilibre, a moins que certe condi-
tion des forces follicitantes n’aic liew. Mais, en cas quil fur poflible
que les forces follicitantes tinflent une autre loi, il pourroir y avoir un
équiibre, pourvii qu'elles fuffenc relles, qu'il y eut une fonétion U,
qui étant multipliée par la formule Pdax == Qdy ——Rdz la rende
intégrable, ou bien que I'"équarion différenticlle Pdx+Qdy+Rds—o
devienne poflible; car alors, fi la denfité g eft exprimée par cerre fonc-
tion U, ou par un produit de cetce fonétion U par une fonction
quelconque de I'dafticité p, Péquilibre pourra également avoir lieu.
Or, comme tels cas ne font peut-érre pas poflibles, je ne m'arréte pas

4 les déveloper plus amplement,
Pp 2 XLII,
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XLIL Aprés le cas d'équilibre I'érar le plus fimple, qui fauroit
fubfifter dans le fluide, eft celui ol le fluide tout entier eft porté d’un
mouvement uniforme fuivant la méme direftion. Voyons donc com-
ment cet érar ¢ft contenu dans nos deux formules, Or dans ce cas les
trois vitefles étant conftantes, pofons: w=—a; v—=¢; & w=¢;
& nous aurons: X —o; Y—o; & Z=o; dol nos deux
équarions fe changeront dans les fuivantes :

“'F = Pdx + Qdy 4+~ Rds,

& DD+ (D)=

otl il eft clair que, fi la denfité ¢ éroit conftante, Ia condition de Ja der-
niere éguation feroit remplie ; mais que la prEmitr:: ne fauroir lublis-
ter, 4 moins que la formule Pdx —- Qdy 4 Rds n’admit l'in-
tégration, tout comme fi le fluide éroit en repos: & il eft naturel
qu'un rel mouvement ne fauroit rien changer dans la preffion.

XLIV. Mais fi la denfité 4 n’elt pas conftante, voyons d'abord
quelle fonétion de x, y, 2, & ¢ elle doir étre, pour que la feconde
équarion foir farisfaire. Voila donc une queftion analyrtique bien cu-
rieufe, par laquelle on demande quelle fonétion de x, y, 5, & ¢,
doive érre pnl'e pnur f, afin qu'il devienne :

D+ D+ =o

& la f-::lunun de cette l‘.]'l.'lf..'ﬂ']ﬂﬂ paroit bien difficile étant prife dans
toute fon érendug poflible. Mais, puisque dans lecas de 1—o, é—o,
¢ — o0, laquantité ¢ feroit une fonétion quelconque de &, 3, & =,
fans renfermer le tems ¢, fi nous ramenons ce cas & celui de repos en
imprimant & I'efpace un mouvement égal & contraire, il eft évident
qu'aprés le rems ¢ les coordonnés x, ¥, & %, feront rransformées
per le :hangement en x—at, y—bt, s—ct, d'ol nous concluons
qu’on fatisfera 4 notre équation en prenant pﬂu: ¢ une fonétion quel-

con-
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conque des trois quantités x—at; y—4¢; s—ct. Eren cffei on
g'allure ailément, qu'une relle fonétion farisfair, puisqu'il y aura:

dg=L(dx=adt) -~ M(dy=bdt)—-N(ds-cdt),
& partant :

() =sreintoens ()= ()=vs & () =

XLV. Or, pour fatisfaire i la premiere équarion, il faut, comme
jai déji remarqué, que la formule différentielle Pdx—4-Qdy—-Rds
foir telle, qu'érant malipliée par une certaine fonétion U elle devien-
ne intégrable.  Soit donc fU(Pdx 4 Qdy —+—Rds =W, otila
conftante qui entre par l'intégration renferme aufli d’'une maniere guel-
conque le tems #, & il elt clair que la formule Pdy 4—Qdy—-Rdz
admertra auffi l'intégrarion, étant multipliée par Uf, W, ot U& W
font des fonétions connués, puisque les forces follicirantes font rup-
pnfé:s connués.  Don, fi ¢ ne dépend point de p, il faur qu'il y air
g = U/, W, d'ott I'on doit déterminer la fonétion des trois quanti-
tés x—at; y—bt; & s—ect; afin qu'elle foir redudtible i la forme
Uf,W. Orfig dépend uniquement de p, il faur que la Fnrmule
Pdx - Qdy - Rds, foir abfolument intégrable, ou bien U—

& alors, puisque p fera trouvée égale 4 une fonétion de W, la den-
fite 7 en fera aufli fonétion; qui devant aufli écre fonttion des ¢ quantités
x—at; y=bt; s—ct; on en déduira la nature de certe fonction.

XLVI. Mais on voit quen général 1z preflion p doit toujours
étre une fonétion de W, puisque dailleurs la denfité 7, ne fauroir ére
une fonction finie.  Soit donc p —=f,W, & dp —=dW.fI,W,

d'oll i caufe de Pdx 4+ Qdy+Rdz = -{Ef, on aura ¢ = Uf/, W,

Ce cas ne {auroit donc fubfifter, & moins que la denfité ¢ ne foit pro-
portionnelle au produir de la quantité U par une fonltion de la pres-
fion p, ou bien au produit d’une relle quantité UQ, W, par une

Pp 3 fonc-
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fon@ion quelconque de p, prenant @, W, pour marquer une fonc-
tion donnée de W, Soit par exemple ¢ — ppUQ, W, & on aura
FL W= % = (/i W).2p, W, doltl'on trouveraquela fonc-
tion inconnué £, W eft cpmpuféc de W : car dans cet exemple onaura

?’%} = —fdW,pW _—:i: & de i on exprimera p par W, &
l;ﬂrtﬂnr aulli la valeur de ¢ fera connug.  Laquelle, quand elie fera ré-
duétible 4 la forme d'une fonction des quantités x —at, y—b#, 2 —c#,
I'étar fuppofé du fluide fera poflible, & on en connoitra la preffion

& la denfité pour rout tems & & chaque endroir.

XLVII. Un exemple éclaircira mieux ces opérations, lesquelles,
puisque nous n'y [ommes pas encore aflés accourumés, pourroient pa-
roitre trop obfcures. Soitdonc P =y, Q=-x, & R—o, &

ayant %‘E — ydx—xdy, nous aurons U :Ji} , & W— f_|_.T,
i '
ot T marque une fonétion quelconque du tems ¢.  Soit de plus

—FE & puisque i‘f:}dj—rx@ nous obtiendrons --E—“—"E'I'---i
I=,y CP ="y Py
& P:@;_ =3 ou la conftante @ renferme aufli le tems £, Nous

I

aurons donc 4 = ©y—2)7’ qui devant étre fonétion de x—az,

& y - bt, puisque 2 n'y entre pas, cela ne fauroir arriver aurre-
b b

— i i 'I — ,
ment, que prenant © 7 & alors nous aurons ¢ — {m:}_"

by
F— ay—tbx '
point du tems, & fleront au méme endroir conftamment les mémes.
Cet exemple fair voir, comment en d'autres cas qu'on voudra ima-
giner, le calcul doit érre manié,

Donc, ni la preflion, ni la denfité, ne dépendent

XLVIIIL
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XLVIIL  Ayant expédié ce cas, ol les trois vitefles font cons-
tantes, fuppofons maintenant, que deox vitelles v & w évanouiflent,
ce qui donnera le cas, ol routes les particules du fluide fe meuvent
fuivant la direftion de l'axe O A, de forte que le chemin décrit par

chacune foit une ligne droite parallele @ I'axe OA ; ce cas différe du
précédent, puisque nous confidérons la viteffe », comme variable, tant
par rapport au lieu qu’ au tems. Ayant donc

: rs ;fr ——u af 5 Y =05 B0

nos deux équations feront :

dp __ ol du
P = Pdx~+Qdy~+Rds—dx )-...m M)

« (D+(D=s

Certe derniere équation nous donne d’abord 4 connoitre, que cette for-
mule gdx—gudt doit étre intégrable : or, par rapport i cette inté-
gration les quantités y & =, font regardées comme conftantes: il
faur donc que ¢ mulnplié par dx—udt devienne une formule difié-

rentielle complerte, ou intégrable,

XLIX, Sila denficé du fluide elt partout & roujours la méme
ou ¢ une quantité conftante == g, puisqu’alors (ﬁ_ —o, ileft

clair que la vireffe #, doir ére indépendante de la variable x. Soit
donc # une fonétion quelconqgue des deux autres coordonnées y, =,
& du tems #, & notre équation différenrielle fera :

dp __ du
% =Pdx 4 Qdy~Rds — dx (.‘E),

ol le rems # eflt fuppolé conftant : il faur donc que cette formule
foir intégrable.  Denc, fi la formule tirée des forces f{ollicitantes

Pdx 4 Qdy -+ Rds eft intégrable d’elle méme, il faur que
dx
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dx (?D le foit aufli. Or puisque (j—:) ne renferme pas &, sl

y avoit des ¥, & s, la formule dx (g) ne fauroit étre intégra-

_ d
ble : il faut donc que ( =

foir une fonétion quelconque de y & 2, & T une dufeul tems 2, &
la valeur # = 7Z —= T [arisfera 4 cette condition, d'ott 'on tirera &

caufe de Pdax - Qdy +Rds —=dV & (?:):(g
3

cette equation intégrale %: Ve—ux (i,j) — Conft.

ne renferme point y & 3. Que Z

L. Pour déveloper mieux ce cas, il faut remarquer que chaque
particule du fluide Z, n'a d’autre mouvement que felon la direction
ZP parallele a I'axe Z A, & parcant chaque élément du fluide décrira
par fon mouvement une ligne droite parallele 3 cet axe, de forte que
pour le méme élément les deux coordgnnées y & sz ne changent
point de valeur.  Donc, ou le mouvement de chaque particule fera
uniforme, ou changera avec le tems d'une telle maniere, que roures les
particules fubiffent a chaque inftant des changemens égaux dans leurs
mouvemens, ce qui eft évident par laformule ¥ —7 4+ T. Or

pour I'érat de preflion ayant certe formule p—gV- gx(%:—) + Conft.

ou la conftante peut renfermer le tems ¢ d’'une maniere quelconque,
elle dépend, outre de 'efforr desforces V, encore de ce changement de
vitefle, que chaque élément du fuide fubir; & outre cela elle peur va-
ricr avec le tems d’'une maniere quelconque.

LI. Ce cas me fournit l'occafion d’éclaircir quelques doutes,
qui doivent fe préfenter naturellemenr, & dont I'explication fera trés
importante dans la théorie, tant de 'équilibre que du mouvement des

flui-
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fluides. D'abord on fera furpris, qu'un changement dans la virefle
du fluide puiffe avoir lieu, fans que les forces follicitantes P, Q, R,
concourent i le produire ; puisqu’on voir que ce changement fuppofé
pourroir fubfifter, quand méme les forces follicitantes évanouiroient,
& on demandera avec railon par quelle caufe ce changement eft pro-
duit. Enfuite il femble auffi paradoxe, que la preffion puiffe varier 4
chaque inftant d’'une maniére quelconque , & cela indépendamment
dudit changement, anquel le mouvement eft affujetti.  Cette derniere
difficuleé fubfifte méme dans I'état d*équilibre: car en faifant évanonic
kes trois vitefles #, v, w, on a pour les fluides incomprefTibles cerce

équation intégrale i_—_ V — Conft. oi la conftante peur renfer-
mer le tems ¢ d'une maniere quelconque,

LII. Pour mienx comprendre cela, on n'a qu'a concevoir une
mafle dérerminée, & renfermée dans un vaiffeau ; & il eft clair que
P'état de preflion ne dépend pas feulement des forces follicitantes, mais
aufli des forces érrangeres , qui peuvent agir fur le vaiffeau.  Car,
quand méme il n'y auroit point de forces follicitantes, par le moyen
d'un pifton dont on agiroir fur le fluide, on pourroir produire fucces-
fivement rous les érats poflibles de preffion fans que Iéquilibre en filr
troublé : or c’eft ce que notre formule, qui devient dans ce cas,

F — fonftion du tems #, nous donne 4 conmbitre; d'olt nous vo-

& - s
yons, que I'étar de preflion peut varier a chaque inftant, & cela in-
dépendamment de 'équilibre. Mais, connoiffant pour chaque inftant
la preflion 3 un endroit quelconque, les preifions en tous les aurres
endroits en feroit dérerminées ; & pwisqu’il pourroit arriver, que le
pifton fut pouflé rantér avec plus, tantét avec moins de forces, il faur
que le calcul montre tous ces changemens pollibles: & la méme varia-
bilité doit aufli avoir lieu, quand le fluide elt follicité par des forces
accélératrices quelconques, de forte qu'a chaque inftant 'érar de pres-
fion eft indérerminé, & dépend de la force qui agit alors fur le pifton,
Mim. dy I'Acad, Tom, X1, Qgq LIII,
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LINl. Voild donc une différence trés effentielle entre les forces
accélérarrices, qui agiffent fur tous lesélémens du fluide, & entre la force
d’un pifton, dont le fluide eft pouflé: ce ne font que les forces accé-
lératrices, qui entrent dans notre équation différentielle, & la force
du pifton n’entre dans le culeul, quaprés qu'on aura intégré, & n'af-
feéte que la conftante, que Pintégration entraine ; qu'il faur par confé-
quent en chaque cas déterminer en forre, qu'a I'endroit du pifton la
preflion devienne précifément égale i la force, donr lepifton eft ponflé
i chaque momenr : & c’eft & caufe de cela, que ladire conftante ren-
ferme le rems, pour qu'on la puille varier avec le tems i volonté, {elon
que les circonftances I'exigent.  Certe variabilité peur toujours étre
repréfentée par I'a&tion d'un pifton ; car de quelque nature que puiffe
érre un cas propolfé, pour qu'il foir déterminé, il faur roujours {uppo-
fer, que du moins 4 un endroit du fluide la preflion foit connué i cha-
que inftant : & c’eft de certe circonftance, qu'il faur tirer la. détermi-
nartion de la conftante introduite dans le calcul par Iintégration de
motre équarion différenticlle. '

LIV. Mais pour notre cas du mouvement expliqué §. 49. fup-
pofons aulfi les forces accélératrices évanouiflantes, ou V=—o, & pour
rendre le cas tout 4 fait dérerminé, fuppofons v —a 4~ ay - ¢,
& nous aurons pour ce cas cette équation qui détermine la prefion

%: Conft. — Ex. Suppofons de plus cetre conftante = y —— J+,

de forte que ) =y — d+—Ex, & voyons [ous quelles conditions

ce mouvement puille avoir lieu. Puisgue chaque élément du fluide
fe meur {elon la direction de P'axe O A, ce mouvement ne fauroir avoir
lieu, que dans un ruyau cylindrique couché felon la méme direétion.
Soit ABIO ce ruyan, & qu'au commencement, o 2 — o, le flui-
de en ait rempli laportion ABCD, terminée par lesfettions A B, &
CD, perpendiculaires au tuyau. Comprons les abfciffes x depuis le
point A fur ia droite Al, & fur labafe AB la preflion étoir parrout

F—
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p—vo: & fur Peamre bale CD =gy - Cz.AC; mei 20 dedant
du fluide, & un endroir quelconque Z, polamt AP—x; PZ =y,
la pretlion éroit = ¥g — €g+. On ne fauroit donc concevoir le flui-

de dans le tuysu plus érendu que jusqu'en CD, prenant AC :.‘é_

afin que la preflion en CD ne devienne négarive.

LV. Polons pour cette mafle déterminée de fuide la longueur
AC=/, la largeur AB—=CD —¢, la hauteur n'entrant pas en
confidération , puisque, ni les viteffes, ni les preffions, ne dépendent

oint de la troifiéme coordonnée =, & prenant ¥ — E&, dans I'état
initial ABCD, la preflion fur la bale AB éroit = 84z, fur la bafe
CD=—o, & 4 un point quelconque Z—=E8¢(}—2x)—E¢.CP. Or
dans cer état nous fuppofons, que le fluide git un rel mouvement felon
la direétion du tuyau, que la viteffe fur la ligne AC foit —=a, fur la
ligne BD — a —4=ac, & fur uneligne quelconque QR parallele 2
la direction du tuyau ——a——ay, pofant AQ =CR—=—y. Nous
concevons dong, que par une caufe quelconque air été imprimé au Auide
ce mouvement, & qu’il foic pouflé au premier inftant fur lafurface AR
par le moyen d’un pifton, par la force indiquée /g, 'aurre bafe CD
n'érant aflujertie daucune preffion. Mais dans les inftans fuivans les for-
ces qui agiffent fur les faces extrémes pourroient varier 4 volonté: or
cette varubilité eft dérerminée par les hypothéfes, que nous venons
d’éeablir; voyons donc comment en vertu de ces hypothefes le mous
vement du fluide fera continué,

LVI. Aprésun rems écoulé ¢, tous les élémens du fluide,
qui fe trouvent fur la ligne QR, auront une virefle felon cetre méme
diretion — a - ay == &¢, par laquelle ils parcourront dans I'ins-
tant dt Pefpace (a——ay == E¢)d?; ils auroar donc parcouru de-

uis le commencement 'efpace ——at ——ayt— 3 E¢¢; & partantla
filée du fluide qui éroit au commencement en QR, fe trouvera & pré-

{fent avancée en ¢, ayant parcouru l'efpace Q¢ = at ——ayt - [ Ers,
Qq 2 Done
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Donc 1t fil AC fera parvenu en a¢, ayant parcouru l'efpace
Aa—at—=§Ert, & le fil BD en bd, ayant parcouru I'efpace
B —at ~~act —— §E6¢¢; de forte que la mafle fluide {fera mainte-
nant terminée par les faces @& & cd, droites, mais obliques i la direc-
tion du tuyau.  Or il faur qu'a préfent la preflion {ur la face af en ¢

foit — g (840t -6.Qp) —g(Eb4-dt—-Cat—alyt—-565¢8)
& fur la face cd en
r—g(Cb43t-0.Q)—=g(@t—Car—abyt—LE521).
1l faur donc concevoir des piftons, qui agiffent avec ces forces fur les
deux extrémités ab & cd, & puisque ces preflions ne font pas les
mémes par toute I'étendué de ces faces, il faur concevoir des piltons

flexibles & pliables, par le moyen desquels ces preflions puiffent étre
exécurées.

LVIL. Ce mouvement demeureroit le méme, fi dans Uintégra-
tion de la preflion p, nous euffions pris au lieu de d¢ une fonétion
quelconque de #; mais slors I'érar de preflion dans la maffe Auide
deviendroit différent 4 chaque inftant, fans que le mouvement fup.
polé méme du fluide en fouffric quelque altération.  Pofons donc
0t = Eat —4~abct 4~ §E52¢, & aprés le tems ¢ la preffion 3
un point quelconque 7 de la face ab, fera — g (Eé—-aB(c—y)1],
& dans un point quelcongue %, fur la ligne g, la preflion fera
g6 —+ab(c—=y)t—E.g9%], d'ol la preffion i l'autre extrémité »
fera — wBg(e=y)t. Donc, fur la face 2, la preffion fera en
a=Cg(l—+wact); &en b =Eglb: mais fur l'aurre face cd, la
preflion feraen ¢ —afget, & en d —o. Au refte chaque fil QR
fe mouvra felon fa propre dire¢tion d'un mouvement uniformement
accéléré, ou recevra en tems égaux des accroiffemens égaux de viteffe,
Le dévelopement de ce cas particulier peur fervir pour éclaircir le cal-
cul qu’on aura 4 faire pour rous les autres cas.

- LVIL Arrérons-nous encore gu cas propofé (§. 48.), & fup-
pofons la denfité ¢ conftante —g : mais prenons les forces P, Q, R,

telles,
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telles, que le fluide ne furoir jamais étre 4 Péquilibre.  Soit pour cet
(y+2)¢

a ¥

effet P—o, Q_:—-E, & R:—-—:, & pofons a—=/+

e avoe () mo, & 2 _xlr=sts__yis=sin
P’ dr.l" p— g—' g P b]

Xy—xs

d'oll nous tirons en intégrant £ — Conft. — , ou la eons-

tante peut renfermer le tems d'une maniere quelconque. Il n'elk
donc pas pollible, que toute la mafle du fluide demeure jamais en re-
pos; car, quoique nous pofions 4 == o, pour avoir le fluide en repos
au commencement ¢ — o, aufli-tot aprés le premier inftant il fera
agité, & il n'y aura que les élémens, ot y —o, ou 2 = o0, on
y=t-z—=o0, quidemeureront en repos: tous les autres recevront un
mouvement, Ou en avant, ou en arriére, felon que y——=, aura une
valeur pofitive, ou négative. On déterminera aufli aifément les pres-
fions réquifes pour maintenir ce mouvement fuppofé.

LIX. Mais que la denfité ne foit plus conftante, mais variable,
ou le fluide compreflible, & pour que gdx — gud? devienne une
différentiel complet, on peut prendre pour  une fontion quelcon-
que des varisbles ¥, y, 2, & f; car puisque ici on ne regarde que
lesdeux x & ¢ comme variables, & les deux autres y & = com-
me conftantes, on pourra toujours afligner une quantité s, telle que
s(dx——wudt) devienne intégrable. Soit S certe intégrale, & certe
condition fera remplie, lorsquon prend s—=sf:S, fuppofant
S = /s(dxr—udt). Maintenant il faut de plus, que cerre équa-
tion différentielle foir inrégrable :

%‘E: Pdx 4+ Qdy—- Rﬂ’ﬁ—*d’.r(j—:—f)— udx (E i

ol je remarque que fi les forces P, Q, R, étoient évanouiflantes,
Ia preflion p deviendroit fonétion de x & de 7, & partant cerre
Qg 3 quan-
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quantiré g((j—D-]—-uC—E)), ne devroit renfermer que fes deux

variables x & ¢, d'ol la nature de la fonétion #, entant qu'clle pent
reafermer ¥y & 2, doit €re dérerminée.

LX. Quoique j'aye fuppofé ici v=——o0 & w —o, ces for-
mules renferment tous lgs cas, odl le mouvement de toures les parti-
cules du Huide fuit roujours laméme direétion; car on n'aura qu'a pren-
dre V'axe OA [ur cette méme direftion. Or deli nous pourrons réci-
proquement réfoudre nos formules, lorsque la direétion du mouve-
ment elt oblique 4 la pofirion des trois axes, ce qui ne manquera pas
de nous fournir quelques éclairciffemens dans cette Analyfe, Pour
cer effer confidérons la virefle vraye d'une particule quelconque Z du
fluide qui foit — #, & puisque fa direftion eft donnée i 'égard des
trois axes, les virefles dérivées y tiennent des rapports donnés,  Soit
donc : w—ad; v=~FCu; & w—=v¥;

& polant  ds— Kdt 4+ Ldx 4= Mdy 4+ Ndz, nousaurons:
X —aK 4 el 4+ ¢fM 4 ayN
Y — 6K <4 aSL -+ EEM —+ EyN
Z = yK <~ ayL - EyM - yyN.
Done, fi nous pul'uns pour sbréger K- 4L~ EM 4-yN =0,
ayant X=aO, Y=60, £2= ?'D nos équarions feront :

"'P — Pdx 4 Qdy —Rds — O (adx = Edy 4 ydz)
dg d.q8 d.gy d.guN __
() +=GE)+e(G)+ (G =o.
LXI. Soir d'abord la denfité g =g, & pour larisfaire i cette

{ { ™
égalité aGH)——I-E : H) -+ ;—D — o, nous avons vii dang

le §. 44 que la quantité 8. dmt étre une fonction quelconque des quan-
tirés
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titds ay — Exr & as—yr, ou Bz —1yy, & qui puifle ou-
tre cela renfermer le tems ¢ d'une maniere quelconque.  Soit donc #
une fonétion quelcongue des quantités ay— Eax, as—7yx, & £,
puisque la formule §s—1y eft déji formée des deux autres, & on
comprend aifément deld, que dans chaque inftant la vitefle des parri-
cules qui fe rrouvent dans une méme ligne droire, parallele 4 la direc-
tion du mouvement, eft par tour la méme, tour comme la nature de
I'hypothefe exige. Donc le différenticl de # aura une relle forme:
de = Fdt 4= G(ady—ECdx)+H (adz-—ydx),
de forte que :

K=F; L==-0fG—YyYH; M—a¢G; & N—aH;
& partant O = F fonftionde ey —Cux, an—yx, & de 2:
d’ol I'équation différentielle qui refte & réloudre, fera :

ij: Pdx 4 Qdy 4+ Rds —F(adx - Edy—4-pdz).

LXIl. Le tems # érant ici fuppofé conftant, fi la formule
Pdx 4+ Qdy -4 Rds = dV, & intégrable d'elle-méme, il faur
que l'autre parrtie F(adx 4 Edy - yds) le foit aufli; ce quine
fauroir arriver, @ moins que F ne foit une fonétion de ax——Ey—4—1ys,
& dutems 2. Mais il faut de plus que F foit aulli une fonction des
quantités &y — Bx, ¢z — yx, & du tems £: donc puisque la
formule & x——&y——y3, n'elt pascompaolée des formules ay—& x,
& as— yx, il eft évident que la quanricé F doir érre fonétion du
feul rems ¢, Par conféquent la vitefle 8 leraen forte 8 = Z T,
ol Z marqueune fonétion quelconque des denx quantirés & y—£& x,
& az—yx, fans renfermer le tems #, & T elt une fonftion quel-
conque du feul rems ¢, de forre que 4T =Fdz. D'ol I'intégrale

de notre équation différentielle fera —;E:_Y—F(mr+§;+ﬁ)+ﬂunﬂ.

ot la conftante peur renfermer le tems # d’une maniere quelconque.
Cette équation intégrale jointe 4 ¥ —=Z —~T contient tout ¢e qui
regarde le mouvement du cas propofé. LXIIL.
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LXI. Mais fi la denfité ¢ n'eft pas conftante, il fera impor-
tant de deaouvrir la réfolution de cetre formule :

df) (ﬂf) Q( H)‘*‘ (f)z‘“

Or, quelque difficile que cela puiffe parocitre, la reduétion au cas pré-
cédent nous montre, que la virefle 8 peur érre une fonltion quelcon-
que des quatre variables x, y, 3, & #, mais que la valeur de ¢
doir étre déterminée de la maniere fuivante. Qu’on confidére en géné-
ral une telle formule :

s(ldx 4+ mdy = ndes— adt) — d85,

qui érant par s muldpliée eft devenué intégrable, & foit g =15 f:5;
donc pofant d.f:S = 4S.f7:S, notre formule deviendra:

Fi5 E‘)—;ﬂ:s,s‘H-i—uff:s.(g)—{—uﬂf:S(gﬁ)-}-uh':j’:ﬁ. I's
—I—Qrf:s.(j—;)—}-gufﬁ(% ~4Eusfl:S.ms

d s
-y sf:S (ﬁ)-[- yuf:S( f—-,ﬂ)-f-yuf:ﬂ.m
qui doit &re égale a zero :

LXIV. Faifons d'abord évanouir les termes affe&tés par #7: S,
& nous en obtiendrons 1 — &/~ Em——yn, & le refte éant
divifé par J:5 dunne

d. d.
e'.i'.l' b) IH) =Y .n’:. =03

qui eft bien fcmhlﬂhle dla pr-':lpnﬁe mais il faut remarquer que l'inté-
grah:h:é dela valeur 45 rcnfenm ces conditions:

=50 s =G s GD=-(45

d’oti
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d’oll nous tirons : G{){r—mf——é’m—ya); ce qui eft

d'accord avec la condition précédente.  Donc, pourvit qu'il foit
a! 4+ Em—+—yn—1, & s une telle fonltion qui rende
s(lde -~ mdy -~ nds—8dt) =dS, ou intégrahle, on faris-

fera a notre formule, lorsqu'on prend ¢ = s/:S, ou = ég&l i une

fonction quelconque de S. 1l n'eft pas néceffaire que It:s quantités
fy m, & n, loient conftantes, mais alors il faur qu'il foit

dl dm i
72)+8G) (G
or cette condition eft déji renfermée dans 'équation 1==e/+Emtyn.

LXV. Oril faur de plos que /, o, & », foient de telles
fonétions, que I'équarion différentielle /dx +mdy + ndy—8dt—o
devienne pollible ; car fans cette condirion il leroir impoflible de trouver
un multiplicareur s, qui rendir cette formule intégrable. Or, ayant
pris 4 volonté une valeur pour /, celles de 2 & # en feront déji dérer-
minées, & nous nous pourrons dispenfer de les chercher, en pofant

T : s
¢l—1 ot /J— - car alors il faut qu'il foit Em —— y» — o ;
& on n'sura qu'a chercher un tel falteur s, que cette formule

(_ —~— 8 dt ) devienne intégrable, ol I'on regardera les deux

quantités y & = comme conftantes, Soit donec S— f ? —Ed‘r)

de forte que S renferme y & = comme des conftantes, & on pourra
prendre ¢ — 5/:S: ce qui nous fournit la méme folurion, que {i nous
eullions rellement changé la pofirion des trois axes, que I'un convint
avec la direftion du mouvement de tous les élémens du fluide. D’ol
nous voyons que cetre reftriction apparenre n'affoiblit point la généra-
lité de la folution.

Mim. de I Acad, Tom, X1. Rr LXVI.
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LXVI. De la méme maniere on pourroit déveloper plufieur:
autres cas particuliers, qui auront, tantdr une plus grande, rantdr une
plus petite étendue ; mais on n’en trouvera point, qui foit plus géné
ral que celui, ol les trois vitelles », v, & w, fontrelles, que la for-
mule ¥dx -~ vdy =~ wds devienne intégrable.  Soit S lintégra-
le, qui contenant encore le tems ¢ foit fon différentiel complet :
dS=— wdx - vdy == wdzs ~~ Ildt, & puisque

=0 s (=) s (A=)
CH=() s (M=) (=),

nous aurons :

= (Dr ()4 (£)+(%)

11 du dy N
Y_((E)—I—H (:Er —l—--l'.- E‘;I' +iﬁ' ,.-?5-
411 du Jdy ey
L=\m) T (T:-Z +r\n ""“’(E)
& notre équation différentielle deviendra :

'i*”_: Pdx 4~ Qdy—4Rds—dll —udu—vdv—wdw
g

(dont le dernier membre elt ablolument intégrable ),
& lautre équation demeure :

dg d.qu -rif!-f) (a’.gw e
GD+(GE)+ WA TN LT 9

LXVIL. Tout fe réduir donc a trouver des valeurs convenables
pour les rrois virefles %, », & w, qui fatisfalfent & nos deux équa-
tions, qui renferment tour ce qui regarde notre connoilfance fur le
mouvement des fluides. Car ayant ces trois vitefles, on pourra dé-

Icr-
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terminer le chemin, que chaque élément du fluide parcourt par fon
mouvement. Confidérons la particule qui fe trouve i préfenten Z, &
pour trouver le chemin, qu'elle a déja parcouru, & qu'elle parcourra
encore, puisque fes trois vitefles #, v, & w, font fuppofées connues,
nous aurons pour fon lieu 4 linftant fuivant, dx —=wde; dy —vd?
& de —awdt. Qu'on élimine de ces trois €galités le tems 7, & on
aura encore deux équations entre les trois coordonnées x, 3y & =2, qui
détermineront le chemin cherché de I'élémenr du fluide, qui fe rrouve
aétuellement en Z, & en général on en connoitra 4a route y que chaque
particule a décrire, & décrira encore.

LXVIH. Lz dérermination de ces routes eft de la derniere im-
ortance, & doit fervir pour appliquer la Théorie & chaque cas pro-
pofé, Car fi la figure du vaiffeau, dans lequel le fluide fe meur, eft
donnée, les particules du fluide, qui touchent 4 la furface du vaiffean,
en doivent luivre néceflairement la direétion : & partant les virefles
%, v, & 1w, doivenr érre telles, que les routes qui en feront déduites,
tombent dans la furface méme. Or nous voyons par la fui]il'ammenr,
combien nous fommes encore éloignés de la connoilfance complerte du
mouvement des fluides, & que ce que je viens d'expliquer, n'en con-
fient qu'un foible commencement. Cependant rour ce que Ja Théorie
des fluides renferme, et contenu dans les deux équations rapportées
cy-deffus (§. XXXIV.), de forre que ce ne fonr pas les principes de
Méchanique gui nous manquent dans la pourfluite de ces recherches,
mais uniquement 'Analyle, qui n'eft pas encore allés cultivée, pour
ce dellein : & partant on voir clairement, quelles découvertes nous
reftent encore & faire dans cetre Science, avant que nous puiffioas arri-
ver 4 une Theéorie plus parfaire du mouvement des fluides.

CON.



