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Le cadre général : pourquoi ce titre?

Deux équations étudiées, essentiellement en dimension 2 d'espace.

» Pour les fluides incompressibles non visqueux, les équations d’Euler
incompressibles
Ov+ (v-V)v=—-Vp, divyv=0, v:R x R?> - R?

E
ou Oiv+div(v®v)=—-Vp, divv=0. (E)
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Le cadre général : pourquoi ce titre?

Deux équations étudiées, essentiellement en dimension 2 d'espace.

» Pour les fluides incompressibles non visqueux, les équations d’Euler
incompressibles

Ov+ (v-V)v=—-Vp, divyv=0, v:R x R?> - R?

E
ou Oiv+div(v®v)=—-Vp, divv=0. (E)

» Pour les superfluides, une équation de Ginzburg-Landau complexe
1
KOpU + i0ru = Au+ —u(l — w?), u:RyxR>—C, (C)
€

ou
e 0 < e <1 petit parametre et 0 < xk < 1.
o Lorsque k = 0 : équation de Gross-Pitaevskii

1
i0eu = Au+ —u(l—[uf’), u:RyxR>—C. (GP)
&
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Lien entre les équations : la transformation de Madelung

> (E) et (GP) présentent des analogies au moins formelles.
Si u#0, on écrit u = pexp(ip) et on pose v=—2Vp

Oep? +div (p?v) =0

-1 A
Btv—l—v-Vv+V<p . >—2V< p)
e p
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Oep? +div (p?v) =0

21 A
6tv+v-Vv+V<p€2 >2V< pp)

~~ (E) apparait comme une limite incompressible p = 1 de (GP).
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Préambule

Lien entre les équations : la transformation de Madelung
> (E) et (GP) présentent des analogies au moins formelles.
Si u#0, on écrit u = pexp(ip) et on pose v=—2Vp

Oep? +div (p?v) =0

2—1 A
6tv+v'Vv+V<p 5 >—2V< p)
€ p

~~ (E) apparait comme une limite incompressible p = 1 de (GP).

» Pour (C.) on étudiera notamment le cas kK = k. = 0:(1) de sorte que
I'analogie se poursuit lorsque p. ~ 1. On étudiera aussi un cas ou
I'analogie se révele fausse.
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Préambule

Lien entre les équations : la transformation de Madelung

> (E) et (GP) présentent des analogies au moins formelles.
Si u#0, on écrit u = pexp(ip) et on pose v=—2Vp

Oep? +div (p?v) =0
2-1 A
6tv+v-Vv+V<p€2 )—2V<pp)

~~ (E) apparait comme une limite incompressible p = 1 de (GP).

» Pour (C.) on étudiera notamment le cas kK = k. = 0:(1) de sorte que
I'analogie se poursuit lorsque p. ~ 1. On étudiera aussi un cas ou
I'analogie se révele fausse.

» Supercourant j(u) = (iu, Vu), défini méme lorsque u = 0.
De plus j(pe'?) = p?°V. Donc —2j(u) ~ —2Vp = v si p? ~ 1.
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Singularités ponctuelles dans les solutions : les vortex

» Ve >0, Vd € R, (E) admet une solution stationnaire, réguliére :

Vi q(x) = pE <> PRAMER 0<pe <1 pe(0)=0, pe(+o0) =1.

» Ve >0, Vd € Z, (C.) admet une solution stationnaire, réguliere :

2\ (2

uz 4(z) = pd <E> (‘Z’>d, 0<ps <1, pd(0)=0, pa(+o0)=1.
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Singularités ponctuelles dans les solutions : les vortex

» Ve >0, Vd € R, (E) admet une solution stationnaire, réguliére :

. x|\ d x*t
vz = pe (2) 0<pe <1 pe(0) =0, pe(too) = 1

» Ve >0, Vd € Z, (C.) admet une solution stationnaire, réguliere :

d
V4 p4
a@)=pa (Z) () 0Sprs1 pa0) =0 palhoc) =1

et = s () o

3
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Singularités ponctuelles dans les solutions : les vortex

» Ve >0, Vd € R, (E) admet une solution stationnaire, réguliére :

. x|\ d x*t
vz = pe (2) 0<pe <1 pe(0) =0, pe(too) = 1

» Ve >0, Vd € Z, (C.) admet une solution stationnaire, réguliere :

d
V4 p4
a@)=pa (Z) () 0Sprs1 pa0) =0 palhoc) =1

et = s () o

3

» Superpositions de vortex centrés en des points zi, ...,z
/

/ d;
N . . z—z z— 7z
Vi(zid) =Y Vig(x—z), ui(zi,d)=]]ra <‘ 6 ") (,Z_Z'.O :
i=1 !

i=1
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La vorticité

Afin de décrire les vortex, on introduit la notion de vorticité

Fluides (Euler) Superfluides (Gross-Pitaevskii)
‘ 1
Tourbillon  w(v) = rot(v) Jacobien  w(u) = Srot ((u))
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La vorticité

Afin de décrire les vortex, on introduit la notion de vorticité

Fluides (Euler) Superfluides (Gross-Pitaevskii)
‘ 1
Tourbillon  w(v) = rot(v) Jacobien  w(u) = Srot ((u))

Orw + rotdiv(v®@ v) =0 Orw + rotdiv(Vu® Vu) =0

(...)

Oiw+v-Vw=0
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Préambule

La vorticité

Afin de décrire les vortex, on introduit la notion de vorticité
Fluides (Euler) Superfluides (Gross-Pitaevskii)
. . 1 .
Tourbillon  w(v) = rot (v) Jacobien  w(u) = 5ot (U(u))
Orw + rotdiv(Vu® Vu) =0

(..)

La présence de points vortex dans le champ se traduit par la concentration
de la vorticité en ces points : pour les superpositions de vortex,

/
1 E
{ pour (E),

wi(z,d)) = « did,, e—0,
< ) ’z_; ' - 7 pour (GP).

Orw + rotdiv(v®@ v) =0 |
l
|

Oiw+v-Vw=0
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Dynamique des points vortex

Théoreme (Equations d’Euler et de Gross-Pitaevskii)

Si w:(0) = « Z did,0 & « données préparées ».
i=1
/
Alors pour t >0, w.(t,x) = a Y did, ),
i=1

ol

J_
_ 0 P
5z¢:dj|2, ZJ|27 Z,'(O)—Z,', I_]-a"'a/7
JF#i

avec 3 = 2 pour (E) et 3 =2 pour (GP).

[B. Turckington], [C. Marchioro & M. Pulvirenti], [J. E. Colliander & R. L.
Jerrard], [F. Bethuel, R. Jerrard & D. Smets]...
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Objectif général...et plan de I'exposé

Supposons que

/

wiot(t, X) ~ Z did (1) + w(t, x),
i=1

ol w est réguliere (au moins non atomique).
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Préambule

Objectif général...et plan de I'exposé

Supposons que

/

wiot(t, X) ~ Z did (1) + w(t, x),
i=1

ol w est réguliere (au moins non atomique).

Nous aborderons les questions suivantes :

@ Pour (E), étude du systeme limite pour les points vortex z;(t) et pour
la partie réguliere w(t) en tant que tel.

@ Pour (C.), détermination du systéme limite pour les points vortex
zi(t) lorsque w = 0, et étude de la convergence lorsque ¢ — 0.
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Plan de |'exposé

@ Interaction tourbillon borné et points vortex dans les équations
d'Euler en dimension deux

E. Miot (Soutenance de these) 4 décembre 2009 8 /29



Les équations d'Euler en dimension deux
Les équations d'Euler en formulation tourbillon

» [Yudovich]. Existence et unicité globales de solutions faibles
w € L2®(R, L1 N L%®(R?)) 3 dyw + v - Vw = 0.
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Les équations d'Euler en dimension deux
Les équations d'Euler en formulation tourbillon

» [Yudovich]. Existence et unicité globales de solutions faibles
w € L®R, L1 NL®[R?)) 3 Ow +v-Vw=0.

» Formule de Biot-Savart. Gréce a divv =0 et rotv = w,

1 x*

v=Kx*xw, ol K(X):2—| 2
T |x
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Le systeme mixte Euler-points vortex Les équations d'Euler en dimension deux

Les équations d'Euler en formulation tourbillon

» [Yudovich]. Existence et unicité globales de solutions faibles
w € L®R, L1 NL®[R?)) 3 Ow +v-Vw=0.
» Formule de Biot-Savart. Gréce a divv =0 et rotv = w,

1 x*

v=Kx*xw, ol K(X)ZQ—W.
T |x

» Régularité pour la vitesse (estimations de potentiel).

we L®(LPNL®) = ve l®nL>®(QL)

(e suplv(t,x) = v(t,y)] < Clx —y|[(L+[In|x = y[), Vx,y € R?).
t
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Les équations d'Euler en dimension deux
Les équations d'Euler en formulation tourbillon
» [Yudovich]. Existence et unicité globales de solutions faibles
w € L®R, L1 NL®[R?)) 3 Ow +v-Vw=0.

» Formule de Biot-Savart. Grace a divv =0 et rotv = w,

1 x*

v=Kx*xw, ol K(X)ZQ—W.
T |x

» Régularité pour la vitesse (estimations de potentiel).

we L®(LPNL®) = ve l®nL>®(QL).

» Méthode des caractéristiques (équation de transport).

w(t, ¢e(x)) =w(0,x), ol %@(X)ZV(L@(X))? Po(x) = x.
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Les équations d'Euler en dimension deux
Le systeme mixte Euler-points vortex

> Soient w € (L1 N L™®), d; € R, z; € R? et supposons que

Wiot = zdé +w->vtot—2d X—z\2 —|—K*w
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Les équations d'Euler en dimension deux
Le systeme mixte Euler-points vortex

> Soient w € (L1 N L™®), d; € R, z; € R? et supposons que
Wtot = Zd(5 +wWVtot—Zd‘X_Z‘2 + K *w.

» [C. Marchioro & M. Pulvirenti]. Découplage de I'équation pour wyor :

z = K*w(t,z,-)—i—Zde(z,-—zj)
J#i (EDP)
atw + (K * Wtot) -Vw = 0.
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Les équations d'Euler en dimension deux
Le systeme mixte Euler-points vortex

> Soient w € (L1 N L™®), d; € R, z; € R? et supposons que

Wiot = Zdé +wwvtot—2d X—z\2 —|—K>kw

» [C. Marchioro & M. Pulvirenti]. Découplage de I'équation pour wyor :

z = K*w(t,z,-)—i—Zde(z,-—zj)
J#i (EDP)
atw + (K * Wtot) -Vw = 0.

» Ou, en termes de caractéristiques,
$e(x) = K xw(t, de(x +ZdK e(x) — z(t))
w(t, d¢(x)) = w(0, x).

(EDO)
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Les équations d'Euler en dimension deux
Le systeme mixte Euler-points vortex

> Soient w € (L1 N L™®), d; € R, z; € R? et supposons que

Wiot = Zdé +wwvtot—2d X—z\2 —|—K>kw

» [C. Marchioro & M. Pulvirenti]. Découplage de I'équation pour wyor :
zi=Kx*w(t,z) —i—Zde(z,- - z))
J#i (EDP)
atw + (K * Wtot) -Vw = 0.

» Ou, en termes de caractéristiques,
$e(x) = K xw(t, de(x +ZdK e(x) — z(t))
w(t, d¢(x)) = w(0, x).

» Existence globale avec ¢(-,x) € C!, z; € C? lorsque tous les d; > 0.

(EDO)
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Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte
Lien entre les formulations (EDP) et (EDO)
Un seul point vortex z(t) de masse d = 1. On pose v = K * w.
(1) (EDO) = (EDP).
Proposition (C. Lacave & E. M.)
Si (w, z, ¢) est solution de (EDO), alors [wyp € CY(Ry), Vo € CL, et

d
— wgoz/ w(Orp + (v + K(x — 2)) - Vo) dx.
dt Jgr2 R2
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

Lien entre les formulations (EDP) et (EDO)

Un seul point vortex z(t) de masse d = 1. On pose v = K * w.
(1) (EDO) = (EDP).

Proposition (C. Lacave & E. M.)
Si (w, z, ¢) est solution de (EDO), alors [wyp € CY(Ry), Vo € CL, et

d
dt/szsD = /sz(atw (v + K(x — 2)) - Vip) dx.

(2) (EDP) = (EDO).
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

Lien entre les formulations (EDP) et (EDO)

Un seul point vortex z(t) de masse d = 1. On pose v = K * w.
(1) (EDO) = (EDP).

Proposition (C. Lacave & E. M.)

Si (w, z,¢) est solution de (EDO), alors [wyp € C1(R}), Vo € CL, e

d
— wgoz/ w(Orp + (v + K(x — 2)) - Vo) dx.
dt Jgr2 R2

(2) (EDP) = (EDO).
» Soit w € L°°(L! N L*) une solution eulérienne.

Régularité de v = K * w ~- il existe un unique flot
¢ :RxR?\ {z} — R? associé a v + K(- — z).
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

Lien entre les formulations (EDP) et (EDO)

Un seul point vortex z(t) de masse d = 1. On pose v = K * w.
(1) (EDO) = (EDP).

Proposition (C. Lacave & E. M.)

Si (w, z,¢) est solution de (EDO), alors [wyp € C1(R}), Vo € CL, e

d
— wgoz/ w(Orp + (v + K(x — 2)) - Vo) dx.
dt Jgr2 R2

(2) (EDP) = (EDO).

» Soit w € L°°(L! N L*) une solution eulérienne.
Régularité de v = K * w ~- il existe un unique flot
¢:R xR2\ {z} — R? associé a v+ K(- — z).

> Mais rien n’assure a priori que w(t) = wp o ¢; *.
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

» Il suffit de montrer que I'équation de transport linéaire
Op+u-Vup=0, u=v+K(—2z), pel®LnL>®), (TL)

a une unique solution qui est alors nécessairement wg o d)t_l.
» L'unicité a lieu dés que v a la propriété de renormalisation, i.e.
p est solution de (TL) = B(u) est solution de (TL), V3 € C}(R).
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

» Il suffit de montrer que I'équation de transport linéaire
Op+u-Vup=0, u=v+K(—2z), pel®LnL>®), (TL)

a une unique solution qui est alors nécessairement wg o d)t_l.
» L'unicité a lieu dés que v a la propriété de renormalisation, i.e.
p est solution de (TL) = B(u) est solution de (TL), V3 € C}(R).

Théoreme (R. J. DiPerna & P. L. Lions, sans point vortex)

Tout u € L°°(Wli’cl) a divergence nulle a la propriété de renormalisation.
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Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

» Il suffit de montrer que I'équation de transport linéaire
Op+u-Vup=0, u=v+K(—2z), pel®LnL>®), (TL)

a une unique solution qui est alors nécessairement wg o d)t_l.
» L'unicité a lieu dés que v a la propriété de renormalisation, i.e.
p est solution de (TL) = B(u) est solution de (TL), V3 € C}(R).

Théoreme (R. J. DiPerna & P. L. Lions, sans point vortex)

Tout u € L°°(Wli’cl) a divergence nulle a la propriété de renormalisation.

» Dans le cadre du systeme mixte,

u= Kxw + K(-— z).
S—~— —_———
Loo(Wlt;cl) régulier en dehors de {z},

forme explicite

E. Miot (Soutenance de theése) 4 décembre 2009 12 /29



Le systéme mixte Euler-points vortex Formulations eulérienne et lagrangienne pour le systéme mixte

» Il suffit de montrer que I'équation de transport linéaire
Op+u-Vup=0, u=v+K(—2z), pel®LnL>®), (TL)

a une unique solution qui est alors nécessairement wg o d)t_l.
» L'unicité a lieu dés que v a la propriété de renormalisation, i.e.
p est solution de (TL) = B(u) est solution de (TL), V3 € C}(R).

Théoreme (R. J. DiPerna & P. L. Lions, sans point vortex)

Tout u € L°°(Wli’cl) a divergence nulle a la propriété de renormalisation.

» Dans le cadre du systeme mixte,

u= Kxw + K(-— z).
S—~— —_———
Loo(Wlt;cl) régulier en dehors de {z},

forme explicite

Théoréeme (C. Lacave & E. M., avec point vortex)

v+ K(- — z) a la propriété de renormalisation. Donc, si w est solution
eulérienne, on a w(t) = wg o ¢; .
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Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex
Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex

Le cas général est un probleme ouvert.
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Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex
Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex

Le cas général est un probleme ouvert.
» Avec un seul point vortex z(t).
Une observation fondamentale de [C. Marchioro & M. Pulvirenti].
wo = awdans B(z(0), Ry) = w(t) = adans B(z(t), R(t)) Vt>0.
L'unicité découlera alors du fait que
K(-—z)-Vw= KA —2z) Vuw.
—_——

troncature réguliere
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Le systeme mixte Euler-points vortex Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex

Unicité pour le systeme mixte Euler-points vortex

Le cas général est un probleme ouvert.
» Avec un seul point vortex z(t).
Une observation fondamentale de [C. Marchioro & M. Pulvirenti].
wo = awdans B(z(0), Ry) = w(t) = adans B(z(t), R(t)) Vt>0.
L'unicité découlera alors du fait que
K(-—z)-Vw= KA —2z) Vuw.
N

troncature réguliere

» Avec plusieurs points vortex.

Théoréme (C. Lacave & E. M.)

Siw € L™ est initialement 3 support compact et constant prés de chaque
point vortex, il existe une unique solution au systéme mixte avec cette
donnée initiale.
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Beallifzn dly suppai iy i@uilan
Evolution de la taille du support du tourbillon

(H) wiot =w +dd,, we€L®(L1NL®), supp wgcompact.
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Evolution de la taille du support du tourbillon

(H) wiot =w +dd,, we€L®(L1NL®), supp wgcompact.
Cadre classique ou d = 0.

> Vitesse des trajectoires bornée ~~ taille de supp w(t) est au plus O(t).

» [C. Marchioro], [P. Gamblin, D. Iftimie & T. Sideris]. Si de plus wy > 0,
on a la borne O((tIn t)¥/*) : grace a la conservation du centre d'inertie et

moment angulaire
/xw (t,x) /\x| (t,x)
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Beallifzn dly suppai iy i@uilan
Evolution de la taille du support du tourbillon
(H) wiot =w +dd,, we€L®(L1NL®), supp wgcompact.
Cadre classique ou d = 0.

> Vitesse des trajectoires bornée ~~ taille de supp w(t) est au plus O(t).

» [C. Marchioro], [P. Gamblin, D. Iftimie & T. Sideris]. Si de plus wy > 0,
on a la borne O((tIn t)¥/*) : grace a la conservation du centre d'inertie et

moment angulaire
/xw (t,x) /\x| (t,x)

Cas ou d # 0 et wy > 0 vérifient (i/)d >0
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Beallifzn dly suppai iy i@uilan
Evolution de la taille du support du tourbillon
(H) wiot =w +dd,, we€L®(L1NL®), supp wgcompact.
Cadre classique ou d = 0.

> Vitesse des trajectoires bornée ~~ taille de supp w(t) est au plus O(t).

» [C. Marchioro], [P. Gamblin, D. Iftimie & T. Sideris]. Si de plus wy > 0,
on a la borne O((tIn t)¥/*) : grace a la conservation du centre d'inertie et

moment angulaire
/xw (t,x) /\x| (t,x)

Cas ol d # 0 et wy > 0 vérifient (i)d >0 ou (if)d <0 et |d| > [wo.
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Le systeme mixte Euler-points vortex Evolution du support du tourbillon

Evolution de la taille du support du tourbillon

(H) wiot =w +dd,, we€L®(L1NL®), supp wgcompact.
Cadre classique ou d = 0.

> Vitesse des trajectoires bornée ~~ taille de supp w(t) est au plus O(t).

» [C. Marchioro], [P. Gamblin, D. Iftimie & T. Sideris]. Si de plus wy > 0,
on a la borne O((tIn t)¥/*) : grace a la conservation du centre d'inertie et

moment angulaire
/xw (t,x) /\x| (t,x)

Cas ol d # 0 et wy > 0 vérifient (i)d >0 ou (if)d <0 et |d| > [wo.
Théoreme (E. M.)

> La trajectoire de z(t) est bornée.

> La taille de supp w(t) est contrélée par O(tY/*InInt).
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Neprpes dle imuilin G Mo variex
Nappe de tourbillon et point vortex

weot(t) = w(t) + dd,(r), w(t) € L' NL?

On ne peut définir la trajectoire z(t) que si w € L>(L N LP) avec p > 2.
En deca de cette régularité il faut revenir a I'équation pour wio.

E. Miot (Soutenance de theése) 4 décembre 2009 15 /29



Neprpes dle imuilin G Mo variex
Nappe de tourbillon et point vortex

weot(t) = w(t) + dd,(r), w(t) € L' NL?

On ne peut définir la trajectoire z(t) que si w € L>(L N LP) avec p > 2.
En deca de cette régularité il faut revenir a I'équation pour wio.

Formulation généralisée des équations d’Euler ([J. M. Delort],
[S. Schochet], [R. J. DiPerna & A. Majda], [F. Poupaud]...)

On pose
[ vViewnal dx =5 [ [ (Vo) -Violn)) Rlx-yhwnae(hnae(y) o oy

ol K(x) = Xx20K(x), quantité finie dés que weor € M(RR?) et consistante
avec la formule de Biot-Savart.

w

E. Miot (Soutenance de these) 4 décembre 2009 15 /29



Le systéme mixte Euler-points vortex Nappes de tourbillon et points vortex

> [J. M. Delort] Existence globale pour wyr € H~1(R2) N M(R?), 3
support compact et positive.
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Le systéme mixte Euler-points vortex Nappes de tourbillon et points vortex

> [J. M. Delort] Existence globale pour wyr € H~1(R2) N M(R?), 3
support compact et positive.

» [F. Poupaud] Existence globale d'une solution généralisée pour

wior € M(IR?) positive. Fait apparaitre une mesure de défaut
concentrée sur le support atomique de wyor.

Théoréeme (E. M.)

Soient wo > 0 appartenant 3 H-* N M(RR?), d > 0 et zg € R?
n'appartenant pas au support de wy. Il existe une solution globale

Wior = w + dd, aux équations d'Euler généralisées, sans mesure de défaut,
avec w € L®(H 1) et z € CY/?, telle que wior(0) = wo + d,.

Remarque

On ne sait pas si supp (W) N{z(t)} =0 at>0.
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Plan de |'exposé

@ Une équation de Ginzburg-Landau complexe
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Prstitme clo Caudiy
Energie de Ginzburg-Landau (N > 2)

1
KOpu + i0ru = Au + ;2”(1 —|u]®), u:RxRNV -R2Z~C.
Gross-Pitaevskii Ginzburg-Landau Parabolique

i0pu = Au+ glzu(l —|u]?) (GP)
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Energie de Ginzburg-Landau (N > 2)

1
KOpu + i0ru = Au + ;2”(1 —|u]®), u:RxRNV -R2Z~C.
Gross-Pitaevskii Ginzburg-Landau Parabolique

i0pu = Au+ glzu(l —|u]?) (GP)

Energie de Ginzburg-Landau

EE(U)Z/RN {!V2u2+(1 ;|€g|2)2}dX:/RN e-(u) dx.

d | d .
—E(u(t) =0 B = —ﬂ/RN 19,ul? < 0.
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Prstitme clo Caudiy
Probleme de Cauchy dans I'espace d'énergie finie £
» Petites dimensions 2 < N < 4. [P. Gérard] pour (GP).
Ec XYRV)+ HYRY), X'={uel®tq Vuel?.

~~ Distance sur &, probleme de Cauchy globalement bien posé (pour
petites données si N = 4).
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Probléme de Cauchy

Probleme de Cauchy dans I'espace d'énergie finie £

» Petites dimensions 2 < N < 4. [P. Gérard] pour (GP).
EcC XYRY)+ HYRM), X'={uel®tq Vuel?.

~~ Distance sur &, probleme de Cauchy globalement bien posé (pour
petites données si N = 4).

» Dimension N quelconque. [J. Ginibre & G. Velo].
Pour équations de Ginzburg-Landau complexes générales (non
variationnelles), existence globale d'une solution dans
C(Ry, HL N L} ). Pas d'unicité.

loc loc
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Probléme de Cauchy

Probleme de Cauchy dans I'espace d'énergie finie £

» Petites dimensions 2 < N < 4. [P. Gérard] pour (GP).
Ec XYRV)+ HYRY), X'={uel®tq Vuel?.

~~ Distance sur &, probleme de Cauchy globalement bien posé (pour
petites données si N = 4).

» Dimension N quelconque. [J. Ginibre & G. Velo].
Pour équations de Ginzburg-Landau complexes générales (non
variationnelles), existence globale d'une solution dans
C(Ry, HL N L} ). Pas d'unicité.

loc loc

Théoreme (E. M.)

Soient N > 1 et ug € . Il existe une solution u € C(Ry, HL ) & (C.),
dont I'énergie est finie et décroissante, telle que u(0) = up.
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des points vortex

Convergence de (C.) - Dynamique des points vortex en
dimension deux

» Rappel sur les superpositions de vortex (z;,d;),i =1,...,/

) / )
|z — z| z—z \¥ z—z d
U ZH I ||Pd _>|| )
€ |z — z] |z — z]

i=

pd; - Ry — [0,1), pdi(o) =0, pdi(+oo) =1

» La vorticité Vérifie

w(uZ(z, d;) 47r§:d(521.
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des points vortex

/
Ec(ul(zi,di), Br) =7 Y _d?|Ine| + W(z,d;) + md®In R + Cyn + oc(1),
i=1

oud=> det

W = W(Z,', d,') = —WZ dkd/ In |Zk — Zi|,
k1
est « essentiellement » minimisante si d; = +1.
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/
Ec(ul(zi,di), Br) =7 Y _d?|Ine| + W(z,d;) + md®In R + Cyn + oc(1),
i=1
oud=> det
W = W(Z,', d,') = —WZ dkd/ In |Zk — Zi|,
k1
est « essentiellement » minimisante si d; = +1.
Définition (données trés bien préparées)

Lorsque d; = %1, on dit que la famille (u.) € H_ est trés bien préparée
par rapport a (z;,d;) si

(e(ue) =70 dids, (i) Exu:) — Eo(ul(z1.00)) = o2(1).
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des points vortex

/
Ec(ul(zi,di), Br) =7 Y _d?|Ine| + W(z,d;) + md®In R + g + oc(1),
i=1
oud=> det

W = W(Z,', d,') = —WZ dkd/ In |Zk — Zi|,
k1
est « essentiellement » minimisante si d; = +1.

Définition (données trés bien préparées)

Lorsque d; = %1, on dit que la famille (u.) € H_ est trés bien préparée
par rapport a (z;,d;) si

() w(ue) — WZ iy, (i) Eo(us) — E-(u(2i, di)) = 0-(1).

(W& (ii) = S\ Zaz,

E. Miot (Soutenance de these)
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Dynamique des points vortex

On pose k = k. = allneg|~!, ol @ > 0.
Théoréeme (E. M. dans R?)

Si u.(0) est trés bien préparée par rapport 3 (z°, d;), la solution u.(t) de
I'équation de Ginzburg-Landau complexe est trés bien préparée par rapport
a (Z,'(t), d,'), ol

z(0) = 20,

1

{w(l + a?)diz(t) = V4, W — adiV, W,

et
W(zi,d) = -7 Y didiIn|z — z].
k1

La convergence a lieu tant que la solution a ce systéme existe.

[M. Kurzke, C. Melcher, R. Moser & D. Spirn] dans les domaines bornés
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Lien avec les équations purement hamiltonienne et
dissipative

» Dynamique pour |'équation de Gross-Pitaevskii (o = 0)
[J. C. Colliander & R. L. Jerrard], [F. H. Lin & J. X. Xin], [F.
Bethuel, R. L. Jerrard & D. Smets]

7Td,‘Z','(t) = Vzll W,
z(0) = 20.

» Dynamique pour I'équation parabolique
[R. L. Jerrard & M. Soner], [F. Bethuel, G. Orlandi & D. Smets], [S.
Serfaty]

7ra2d,-z',-(t) = —ad,-VZ,W,
zi(0) = z,p.

Améliorations : données plus générales & convergence au dela des temps de

collision...uniquement pour le cas purement dissipatif.
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Dynamique des points vortex
Idée de preuve : une formule d’évolution pour deux quantités
distinctes

» Soit
1 N
f=Au-+ E—2u(1 —|u?®), Bwu=B.F, Be=(ke+i)"L.
Alors

o Ore.(u:) = —0u. - f +div(B.F, V)
o Oww(u:) = rot(if:f, Vue).
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distinctes

» Soit
f=Au+ Elzu(l —|ul?), O =pF, Be=(kc+i)"
Alors
o Oie-(u:) = —0rue - f + div(B:f, Vuc) (P)
o Oiww(u:) = rot(if-f, Vue). (GP)
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Dynamique des points vortex
Idée de preuve : une formule d’évolution pour deux quantités
distinctes

» Soit
1 e
f=Au+ 8—2u(1 — ]u\z), Oru = Bef, B = (ke +1i) L
Alors

o Oire-(u:) = —0rue - f + div(B:f, Vuc)
o Oww(u:) = rot(if-f, Vue).

> ldentité de Pohozaev :
(f,Vu) =div(Vu® Vu) — Ve (u), Vu.
» Si Vo =iVx (rot(if,Vu),x) = (div(if,Vu),p).
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Dynamique des points vortex
Idée de preuve : une formule d’évolution pour deux quantités
distinctes

» Soit
F=But Su(l—[uP), dw=pef, fo= (st i)
Alors

o Oire-(u:) = —0rue - f + div(B:f, Vuc)

o Oww(u:) = rot(if-f, Vue).
> ldentité de Pohozaev :

(f,Vu) =div(Vu® Vu) — Ve (u), Vu.

» Si Vi = iVy prés de chaque z(t),

d

a((w(ug), X) + relec(uz), )= (rotdiv (Ve @ Vue), x) + o=(1).
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Dynamique des points vortex
Idée de preuve : une formule d’évolution pour deux quantités
distinctes

» Soit
F=But Su(l—[uP), dw=pef, fo= (st i)
Alors

o Oire-(u:) = —0rue - f + div(B:f, Vuc)

o Oww(u:) = rot(if-f, Vue).
> ldentité de Pohozaev :

(f,Vu) =div(Vu® Vu) — Ve (u), Vu.

» Si Vi = iVy prés de chaque z(t),

d

a((w(ug), X) + relec(uz), )= (rotdiv (Ve @ Vue), x) + o=(1).

» Formellement, u. = uf(z(t), d;) et x affine prés des z;(t) ~~EDO.
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Données moins bien préparées : des perspectives ?

Données initiales bien préparées :

E-(u=(0)) = Ec(uZ (2], di)) + oA1JO-(1).

Dans quelle mesure I'excés d'énergie se disperse-t-il et modifie-t-il le
mouvement des vortex ?

» Pour I'équation parabolique, trés rapide dissipation de I'énergie, donc
pas d'interaction ([S. Serfaty],[F. Bethuel, G. Orlandi & D. Smets]).
» Pour les équations de Gross-Pitaevskii et (C.), probleme ouvert.

Un exemple : u. = ul(z;, d;)exp(iy), alors
1 .
w(us) = WZ didz + 5r0t(|U€‘ZVQO),

E-(u:) = E-(uX(2:, d) + O (| Vell72) -
Dynamique pour Vo ?
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Dynamique des ondes amorties pour (C.) (N > 2)

Régime sans vortex : u. = p.exp (ip:) # 0 dans Ry x RV, N > 2,

2 13

pe(t,x) =14+ —

ol (1) V2
—2V 905(t7x) = VE(t,X).

b-(t, x)
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> (b-,v.) € C(H*t! x HS(RN)), s > N/2, « pas trop grande »,
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Dynamique des ondes amorties pour (C.) (N > 2)

Régime sans vortex : u. = p.exp (ip:) # 0 dans Ry x RV, N > 2,

2 13

pe(t,x) =14+ —

ol (1) V2
—2V 905(t7x) = VE(t,X).

b-(t, x)

> (b-,v.) € C(H*t! x HS(RN)), s > N/2, « pas trop grande »,
>» k=K — 0, 0<e<k:<l.

> Energie E£-(u.) = C(IIb:|2, + 22 Vb. 3, + [ve|2, ).
Comportement (et dissipation) de (b., v.)?

2 ki,
Deb. + [div Ve + gba — k.Ab. = f(bs, v.).
V2
8tVE + ?ng — KJEAVE = gs(b€7 VE)'
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Dynamique des ondes amorties pour (C.) (N > 2)

Régime sans vortex : u. = p.exp (ip:) # 0 dans Ry x RV, N > 2,

2 13

pe(t,x) =14+ —

ol (1) V2
—2V 905(t7x) = VE(t,X).

b-(t, x)

> (b-,v.) € C(H*t! x HS(RN)), s > N/2, « pas trop grande »,
>» k=K — 0, 0<e<k:<l.

> Energie E£-(u.) = C(IIb:|2, + 22 Vb. 3, + [ve|2, ).
Comportement (et dissipation) de (b., v.)?

2 2K
O¢b: + {div Ve + gizbff — keAb: = £(bs7) 0.

2
Orve + [ng — keAve = g(bes7) 0.
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des ondes amorties

Théoreme (E. M.)
Soit s > 1+ N/2. Il existe K1, Kz et 9 > 0 tels que si0 < e < ¢q et

Xo = 160 v2) l1e + ell B2l + 12l iz < K min(e e, m2 ),

> il existe un unique (b, v:) € C(Ry, H*t1 x HS) avec cette donnée
initiale, et

I1(b=(t), ve())ll1s < KoXo et [[Juc(t)]* = Ul|oo < 1/2, V¥t € R

> Si(bL,vi) € C(Ry, HF1 x H®) est la solution de (A) (resp. (AP))
avec méme donnée initiale,

1 _1
(be — br, ve — Vi) ()|l pgs—2 < Kotz (k2 X2 + ekic 2 Xo),
resp. ||(b. — by, ve — vi)(t)||gs—2 < Ko max(ke, enst)(XE + Xo).

[F. Bethuel, R. Danchin & D. Smets] pour I'équation de Gross-Pitaevskii
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des ondes amorties

Esquisse de démonstration

Tant que u. ne s'annule pas, disons sur [0, T.) maximal.
» Systéme augmenté pour les variables (b, z.), ou

z. = v. — iVIn(p2) = V(2p- — iln(p?)) € CV.

» Estimations d'énergie pour les semi-normes Fk(ba, z.), k=0,...,s
rk(b€7zs) - /N |Dkbs]2+/N(1+€b€/\f2)|Dkz€|2, ro(bE’ZE) = 8E5(U5)-
R R

~~ Estimation de |[(b:, z:) || Lo (1s) en termes de [|(bc, z:)|[2(ps) et
62| 215y
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Esquisse de démonstration

Tant que u. ne s'annule pas, disons sur [0, T.) maximal.
» Systéme augmenté pour les variables (b, z.), ou

z. = v. — iVIn(p2) = V(2p- — iln(p?)) € CV.

» Estimations d'énergie pour les semi-normes Fk(ba, z.), k=0,...,s
rk(b€7zs) - /N |Dkbs]2+/N(1—|—€b€/\/§)|Dkz€|2, ro(bE’ZE) = 8E5(U5)-
R R
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» Estimation de [|(b:, z)[[12(ks) €t || bell2(ps)-
Par analyse de Fourier pour le semi-groupe de (AP) : estimations de
type parabolique.
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L'équation de Ginzburg-Landau complexe Dynamique des ondes amorties

Esquisse de démonstration
Tant que u. ne s'annule pas, disons sur [0, T.) maximal.

» Systéme augmenté pour les variables (b, z.), ou

z. = v. — iVIn(p2) = V(2p- — iln(p?)) € CV.

» Estimations d'énergie pour les semi-normes Fk(ba, z.), k=0,...,s
rk(b€7zs) - /N |Dkbs]2+/N(1—|—€b€/\/§)|Dkz€|2, ro(bE’ZE) = 8E5(U5)-
R R

~~ Estimation de |[(b:, z:) || Lo (1s) en termes de [|(bc, z:)|[2(ps) et
62| 215y

» Estimation de [|(b:, z)[[12(ks) €t || bell2(ps)-
Par analyse de Fourier pour le semi-groupe de (AP) : estimations de
type parabolique.

» Controle de [|(bz, z:)(t)||s sur [0, T;) et injection de Sobolev
~ T, = 4o00.
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Quelques perspectives

» Pour les équations d'Euler, étudier |'évolution du support du tourbillon
lorsque la vitesse correspondante n'est pas uniformément bornée.

» Pour le régime de la dynamique des ondes amorties, étendre les
résultats de convergence au cas d'une perturbation moins réguliere.

» Etudier d’autres types d'interaction onde réguliére - points vortex,
dans des équations différentes.
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